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Предисловие 
 

Начертательная геометрия является одной из основных математиче-
ских наук. Изучение ее непосредственно связано с рядом инженерных дис-
циплин, осваиваемых студентами в высшем учебном заведении. Являясь 
прикладной математической наукой, начертательная геометрия дает сту-
дентам знания и навыки, особенно необходимые в любой конструкторской 
деятельности, составляет базу для изучения таких дисциплин, как архитек-
тура, геодезия, детали машин, строительные конструкции, машинострое-
ние и т.д., что обеспечивает будущим инженерам использование эффек-
тивных способов реализации задуманных идей с меньшими временными и 
материальными затратами. 

Начертательная геометрия знакомит студентов с графическими ме-
тодами отображения элементов трехмерного пространства на плоскость, а 
также со способами перехода к пространственной модели по их изображе-
ниям. Поэтому по чертежам можно решать различные позиционные и мет-
рические задачи, связанные с проектированием зданий, сооружений, их эс-
тетическим визуальным восприятием. 

Начертательная геометрия – трудноусваиваемая студентами дисцип-
лина. Одной из причин можно считать разнообразие методов решения гра-
фических задач. Второй – отсутствие необходимой базы знаний для изуче-
ния на первом курсе начертательной геометрии. Изученный в средней 
школе курс стереометрии нельзя считать предшественником данной науки.  

Поэтому в настоящей работе уделено большое внимание методоло-
гии и методике преподавания начертательной геометрии. Затрагиваются 
разделы проективной геометрии как наиболее общей теории отображения. 

Настоящий курс соответствует программе по начертательной гео-
метрии  для архитекторов. В него включены разделы: введение, методоло-
гия и методика преподавания начертательной геометрии, способы решения 
позиционных и метрических задач, кривые линии и поверхности, перспек-
тивные проекции, тени в ортогональных проекциях и перспективе, проек-
ции с числовыми отметками. 

При подготовке учебника были использованы работы авторов: 
Ю.Г. Козловского [1], Н.Л. Русскевича [2], А.В. Полыгиной [4], И.Д. Стол-
бовой [5, 6], Г.Г. Пронюшкиной [8, 9], Т.Я. Артемьевой [7], Ю.И. Короева 
[3] и др. 

Выражаю благодарность ассистенту Марии Александровне Скраба-
тун за выполнение чертежей. 
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Введение 
 

Начертательная геометрия – наука о методах изображения и их прак-
тическом применении. Она изучает методы построения изображений трех-
мерных объектов на плоскости и способы решения графических задач по 
данным изображениям. Для того чтобы изобразить пространственную 
форму на плоскости, необходимо знать законы перехода от трехмерного 
пространства к ее плоскому (двухмерному) изображению. 

Исследование и изучение законов перехода от трехмерного про-
странства к его плоскому изображению является первой задачей начерта-
тельной геометрии. 

Постройка здания, инженерных сооружений, изготовление раз-
личных деталей и т.д. не обходится без выполнения их чертежа. В про-
цессе постройки здания строитель определяет по чертежу границы кот-
лована, переносит с чертежа на местность расположение и глубину за-
ложения фундаментов, объемы земляных работ, трассировку подъезд-
ных путей. 

Необходимо знать правила перехода от плоского изображения (чер-
тежа) пространственной формы к трехмерному представлению объекта, 
т.е. уметь читать чертеж. 

Исследование и изучение законов перехода геометрических соотно-
шений элементов пространственной формы по данному плоскому изобра-
жению (чертежу) этой формы является второй задачей начертательной 
геометрии. 

По изображению пространственной формы на плоскости можно ре-
шить ряд задач, относящихся к пространству. Изображение топографиче-
ской поверхности позволяет проектировать различные земляные инженер-
ные сооружения (дороги, каналы, насыпи и т.д.), рассчитывать объемы 
земляных работ, т.е. решать метрические задачи. Таким образом, в начер-
тательной геометрии задачи трехмерного пространства решаются как зада-
чи на плоскости, где математические задачи заменяются графическими 
изображениями. 

Изучение и исследование методов графического решения на плоском 
чертеже задач, относящихся к пространственным формам, является треть-
ей задачей начертательной геометрии. 

В начертательной геометрии чертеж – основа для создания геомет-
рических форм предмета и выполнения решений пространственных за-
дач. 
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Он должен удовлетворять следующим требованиям: 
1) быть наглядным, т.е. должен выражать пространственное пред-

ставление об изображаемом предмете; 
2) быть обратимым, т.е. должен определять форму, размеры и поло-

жение изображаемого предмета; 
3) быть геометрически равноценен оригиналу, т.е. должен обеспечи-

вать возможное выполнение на изображении таких геометрических опера-
ций (измерения, пересечение, взаимное расположение и т.п.), которые вы-
полнены на самом предмете; 

4) быть простым для его графического выполнения; 
5) изображение предмета должно быть удобным для общих разме-

ров. 
Изучение начертательной геометрии способствует развитию про-

странственного воображения – умения человека мысленно представлять 
форму, пропорции, размеры и положение в пространстве. Этим обусловли-
вается большая роль начертательной геометрии в формировании творче-
ской инженерной деятельности человека. 

Начертательная геометрия тесно связана с другими науками, такими 
как аналитическая геометрия, черчение, механика и др. Многие задачи бо-
лее эффективно решаются методами начертательной геометрии. 
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Глава 1 
МЕТОДОЛОГИЯ ПРЕПОДАВАНИЯ 
НАЧЕРТАТЕЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ 

 
 
Основополагающим свойством современного научного мышления 

является его методологичность, которая рассматривается как осознанное 
отношение к средствам и предпосылкам деятельности по формированию и 
совершенствованию научных знаний. Современные требования к уровню 
знаний будущего специалиста предполагают усиление ориентаций на фор-
мирование специальных умений в области креативного подхода выпол-
няемой работы. Поэтому методология учебного процесса должна учиты-
вать нормативную направленность. Ее важной задачей становится методо-
логическое обеспечение процесса познаний студента как будущего спе-
циалиста [11, 12, 13]. 

Между тем, в зависимости от уровня рассмотрения, методологию 
понимают по-разному. В широком смысле ее трактуют как систему прин-
ципов и способов построения теоретической и практической деятельности, 
а также как учение об этой системе. Согласно другому, тоже широкому 
определению, это учение о методе научного познания и преобразования 
мира. В современной литературе речь идет, прежде всего, о методологии 
научного познания, которую понимают как учение о принципах построе-
ния, формах и способах научно исследовательской деятельности. 

Методологию на современном уровне необходимо понимать как сис-
тему принципов и способов построения теоретической и практической 
деятельности, а также как учение об этой системе. Методология формиру-
ет процесс познавательной деятельности студента, т.к. учение всегда свя-
зано с познанием и является его разновидностью [21]. 

Значение методологии научного познания состоит в том, что она по-
зволяет, во-первых, выяснить подлинную основу научного познания, во-
вторых, на этой основе систематизировать весь объем научных знаний, 
в-третьих, создать условия для разработки нового, еще более эффективно-
го направления дальнейшего исследования. 

Любая система знания может быть использована двойным образом – в 
практических целях и в целях получения новых знаний. В последнем случае 
она и выполняет функцию методологии. Иными словами, методология науки 
– та же ее теория, только обращенная к практике исследования. 

Методология педагогики – это система знаний об исходных положе-
ниях и методах педагогического исследования. 
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Научное познание при подготовке студента в вузе является методо-
логическим учением, включающим в свой состав методологическую гра-
мотность, единство и различие педагогической науки и грамматики, мето-
ды исследования в практической деятельности. 

При разработке новой методологии преподавания начертательной 
геометрии и инженерной графики следует учитывать развитие программ-
но-аппаратных средств автоматизированного проектирования в подготовке 
студентов.  

Перед преподавателями начертательной геометрии и инженерной 
графики вырисовывается неутешительная перспектива оказаться безра-
ботными в не столь уж отдаленном будущем, когда полномасштабная 
виртуальная инженерия станет реальностью. Уже при современном 
уровне компьютерных технологий «сфера влияния» инженерной графи-
ки, и тем более начертательной геометрии, на процессы автоматизиро-
ванного проектирования и подготовки производства существенно сужа-
ется [32]. 

Необходимость радикальных изменений в преподавании инженер-
ных дисциплин диктует использование прикладных и информационных 
технологий. Это по существу смена парадигмы и производства и образова-
ния, связанная с системной интеграцией производственных и информаци-
онных технологий, переходом от чертежа и других бумажных конструк-
торских и технологических документов к электронным документам. 

Внедрение компьютерных технологий трехмерного моделирования в 
рабочий процесс инженерных вузов требует пересмотрения сложившихся 
традиций, т.к. наиболее полным, точным и наглядным источником инфор-
мации об объекте становится его 3D-модель (электронный лист), с исполь-
зованием которой может быть оформлена конструкторская рекомендация 
на электронных или бумажных носителях. 

Теоретической основой качества образования является диалектика 
познания, где основные составляющие – это: 

1) способность студентов выступать самостоятельными субъектами 
творчества, а не быть лишь объектами целенаправленного манипулирова-
ния со стороны педагога и учебного заведения; 

2) целостность личности, рассматриваемой не только со стороны 
познавательной деятельности, но и повседневной практики жизнедеятель-
ности, системы основополагающих общественных ценностей; 

3) ориентация учебно-вспомогательного процесса на творчество, 
созидательную деятельность, а не результат усвоения соответствующих 
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разделов предмета, которые будут в дальнейшем необходимы для функ-
циональной деятельности. Быть специалистом – не значит лишь владеть 
определенными знаниями, умениями и навыками как навсегда приобре-
тенной собственностью, необходимо хорошо ориентироваться в современ-
ном уровне техники и технологий, эффективно реагировать на вызовы 
времени, разрешать профессиональные и другие проблемы, принимать 
правильные решения в нестандартных ситуациях и т.д. 

Условием выполнения этих требований является переход: 
− от закрытого монологического к открытому диалогическому об-

щению преподавателя и студента; 
− от абстрактных чертежей и схем к анализу восприятия трехмер-

ного пространства и практических приложений; 
− от стандартных графических приемов и теоретических понятий к 

требованию настоящего времени. 
Важно осознать, какое содержание преподаватель вкладывает в 

понятия «образование», «знания», «личность». Необходимо рассматри-
вать образование как естественный адаптационный процесс, направлен-
ный на освоение знаний, умений и навыков, необходимых для дальней-
шей жизнедеятельности человека, его приспособления к постоянно из-
меняющейся среде.  

В настоящее время реформа образования все больше сводится к по-
иску измерительной степени усвоения студентами информации, а не к по-
вышению качества знаний. Увлеченность методами компьютерного тести-
рования не стимулирует креативный подход к освоению знаний изучаемо-
го предмета.  

Современная графическая культура предполагает такой уровень 
подготовки будущего инженера, когда он не просто владеет графиче-
скими знаниями, методами их применения, но и приобретает в этой сфе-
ре определенный творческий потенциал. Поэтому достижение искомого 
уровня графической культуры специалиста не исчерпывается только ов-
ладением им требуемым объемом учебного материала, но и опирается на 
развитие его способностей и качеств в ходе профессионального и соци-
ального становления. 

Умению адекватно оценивать собственные достижения и возможно-
сти в графической области, делать необходимые выводы относительно 
собственного самосовершенствования необходимо научить во время фор-
мирования графических знаний. Следовательно, в дидактической системе 
графического образования должны использоваться педагогические приемы 
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и средства, формирующие способность к объективной самооценке, само-
стоятельному мышлению и самореализации [8, 9]. Среди составляющих 
качеств профессионального образования выделяется по своему значению 
методологическая подготовка специалистов. 

Фундамент основных личностных качеств студента закладывается в 
ходе его обучения. Одна из ведущих международных тенденций развития 
высшего образования состоит в построении содержания учебного предме-
та и методики его  преподавания на основе методов научного назначения. 
Проблема обучения и методологического анализа научного знания – одна 
из главных задач познания. 

Теория познания концептуально обосновывает процесс познаватель-
ной деятельности обучающихся, поскольку учение всегда связано с позна-
нием и является ее разновидностью. 

В процессе учения выделяются три этапа: восприятие, осмысление и 
применение знаний. 

В процессе суждений  и умозаключений знаний при неоднократном 
повторении укрепляется и вырабатывается условный рефлекс в виде уме-
ния и навыков, которые, при необходимости, применяются в практике.  

Методология изучаемой науки одновременно становится и объек-
том изучения, и способом познания. Идея использования методологиче-
ских знаний при изучении предмета нашло свое отражение в государст-
венных стандартах высшего образования в разных странах мира, где 
особо выделяется принцип усиления методологической составляющей 
содержания образования, обеспечивающей универсальность получаемых 
знаний, возможность применения их в новых ситуациях. Требования 
стандартов высшего образования учтены в современной методической 
литературе [4]. 

В связи с этим методологическая подготовка специалиста выдвига-
ется на первый план. Овладение основами методологии науки перестает 
быть личным делом специалиста, оно становится важнейшим условием 
подготовки инженерно-технических кадров. 

Начертательная геометрия служит теоретическим фундаментом мно-
гих технических дисциплин. Кафедра начертательной геометрии и графики 
непосредственно связана с кафедрами: архитектуры, геодезии, строитель-
ных конструкций, деталей машин. Современный инженер должен хорошо 
владеть основами графической грамотности.  

Графическая подготовка специалиста должна обеспечивать форми-
рование у студентов следующих компетенций: 
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1) академические компетенции: 
− владение навыками, научно-теоретическими знаниями; 
− владение исследовательскими навыками; 
− умение работать самостоятельно; 
− владение междисциплинарным подходом при решении от-
дельных задач; 

2) социально-личностные компетенции: 
− быть способным к социальному воздействию; 
− обладать способностью к межличностным коммуникациям; 
− уметь работать в коллективе; 

3) профессиональные компетенции: 
− умение анализировать результаты работы. 

Курс «Инженерная графика» призван дать студентам ту основу гра-
фической грамотности, которая будет использоваться в дальнейшем при 
изучении специальных дисциплин. 

Первоначальную информацию об изучаемых предметах студенты 
получают в результате ощущений, зрительного и слухового восприятия. 
В основном этот этап происходит во время чтения лекционного мате-
риала. 

Осмысление и закрепление полученных знаний происходит во время 
практических занятий и самостоятельной работы. Практическое примене-
ние знаний осуществляется при решении задач, связанных с производст-
венной необходимостью. 

Таким образом, технология обучения методологически обусловлена 
теорией познания. Однако между ними существуют принципиальные раз-
личия [4, 32]. 

Во-первых, процесс познания есть общественно-историческая кате-
гория. Законы науки открывают ученые, студенты же изучают уже уста-
новленные и проведенные эмпирическим путем закономерности. 

Во-вторых, процесс познания представляет собой долговременный 
период поиска истины, экспериментов и проверки выявленных закономер-
ностей на практике. Студенты изучают уже известные законы науки за ко-
роткое время, под руководством преподавателя и с помощью дидактиче-
ских средств обучения.  

В-третьих, процесс познания идет от живого созерцания к абстракт-
ному мышлению и от него к практике. Тогда как этапы обучения и отдель-
ные его компоненты могут меняться местами и использоваться в зависи-
мости от дидактических целей и задач обучения.  
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На методическом (предметном) уровне существуют авторские и изо-
морфные технологии обучения. Существуют внутриклассная (предметная) 
дифференциация обучения, технология развивающего обучения, игровых 
форм обучения и др. 

Главенствующую роль в учебном процессе при изучении курса «На-
чертательная геометрия» отводится лекционной форме работы. Содержа-
ние каждой лекции должно включать не только программный материал, но 
и, это немаловажно, мотивационно-ценностную ориентацию, личностную 
заинтересованность, направленную на творческую работу студентов и 
краткое усвоение знаний. 

Авторы [5] предлагают разработать конспекты лекций по изучае-
мым дисциплинам, соответствующим рабочим программам и учебному 
плану. 

Во-первых, дисциплина дисциплине – рознь. Как показывает много-
летний опыт преподавательской работы авторов, сотрудников кафедры 
«Дизайн, графика и начертательная геометрия», наличие печатного уни-
версального конспекта лекций по графическим дисциплинам без учета ин-
дивидуальной возможности преподавателя не всегда решает проблему ка-
чества подготовки студентов. 

Во-вторых, сохранение лекций как формы учебных занятий связано с 
менталитетом студентов. В большинстве своем студенты, особенно на 
младших курсах, активно посещают лекционные занятия. Воспитанные 
сильными педагогами и репетиторами студенты приоритет отдают слову 
лектора. С учетом образования единого европейского образовательного 
пространства эта характерная особенность студентов, по всей видимости, 
постепенно будет нивелироваться. 

В-третьих, основным аргументом сохранения лекций является то, 
что лектор на них имеет возможность моделировать, направлять познава-
тельный процесс студентов. Лекционные занятия показывают значимость 
дисциплины, учат мыслить в интерактивном режиме. Именно на лекции 
студент осмысливает вводимые понятия, термины за счет дополнительных 
пояснений преподавателя. 

Современные тенденции совершенствования системы профессио-
нальной подготовки будущих специалистов, использование инноваций в 
образовании в большой степени опираются на потенциал компьютерных 
технологий, которые значительно индивидуализируют учебный процесс, 
увеличивают усвоение материала, повышают качество образования, сти-
мулируют развитие самостоятельной учебной работы [5]. На основе но-
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вейших информационных технологий лекционные занятия можно сделать, 
с одной стороны, более концентрированными с точки зрения содержания 
учебного материала, а с другой – более наглядными и привлекательными 
при общей экономии учебного времени.  

Зрительная информация воспринимается быстрее и доходчивее. Для 
большинства людей гораздо проще воспринять готовый зрительный образ, 
чем создавать его в своем воображении. 

Реализация принципа наглядности лекций осуществляется на основе 
мультимедийных технологий.  

При ознакомлении с дисциплиной целесообразно использовать раз-
личные формы наглядности всех разделов дисциплины с демонстрацией 
практической реализации в промышленности и строительстве. Этот показ 
существенно повышает интерес студентов к изучаемому предмету. 

Таким образом, организация лекционной формы работы в реко-
мендуемом варианте позволяет перейти от информационного обучения – 
обычной трансляции знаний – к моделирующему обучению, когда уже 
на начальном этапе овладения профессиональными навыками в опреде-
ленной предметной области закладывается эффективный алгоритм по-
знавательных действий, положительная мотивация на их дальнейшее 
развитие и постепенное формирование компетенций будущего специа-
листа. 

Основной целью графической подготовки является формирование 
графической культуры студента [5, 6]. Принципиальным в этом отношении 
является освоение теоретических основ геометрического моделирования и 
формирование представления о фундаментальности и конструктивности 
графического подхода к решению инженерных задач. Начертательная гео-
метрия является прикладной математической дисциплиной и составляет 
основу инженерного образования. Графические способы исследования 
широко используются как в технических, так и в других науках, обогащая 
их наглядностью и простотой решения. Кроме того, они предполагают раз-
витие пространственного воображения, способствуют повышению творче-
ского потенциала личности. 

Изучение основ графических приемов обусловлено спецификой дис-
циплины, трудностями при их вербальном восприятии, а также необходи-
мостью представления будущему специалисту объема графических зна-
ний, отражающих методологию, содержание и технологию современной 
инженерии с учетом развития информационно-коммуникационных техно-
логий [5]. 
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К профессиональным компетенциям специалиста в этой области сле-
дует отнести: 

− развитое пространственное воображение; 
− владение теоретическими основами и способность к анализу гра-

фической информации; 
− умение строить изображения пространственных форм на плоско-

сти и реконструировать трехмерные пространственные объекты по данно-
му трехмерному изображению; 

− готовность использовать основные положения ГОСТов, ЕСКД, 
СПДС и других нормативных разработок по оформлению проектной и 
конструкторской документации; 

− наличие навыков автоматизированного выполнения чертежно-
графических работ; 

− владение приемами трехмерного моделирования средствами ком-
пьютерной графики. 

В рамках изучения графических дисциплин возможно формирование 
следующих универсальных компетенций: 

− способность работать концентрированно и дисциплинированно; 
− готовность к саморазвитию и постоянному повышению квалифи-

кации; 
− познавательный интерес; 
− самостоятельность в получении знаний; 
− компьютерная грамотность и владение информационными техно-

логиями. 
В целом, компетентность в области графической подготовки означа-

ет актуализацию личностных качеств и способность эффективно действо-
вать при решении инженерно-реконструкторских задач. 

В соответствии с интегральной структурой компетенций учебный 
материал следует разбить на отдельные модули (структуру излагаемого 
материала), из которых выделяются свои модели из общего материала, что 
позволяет поэтапно формировать заявленные профессиональные и универ-
сальные компетенции обучаемых. 

Способы геометрического моделирования – трехмерного и плоского 
– способствуют развитию у студентов пространственного воображения. 
Последовательное изложение учебного материала и поэтапное построение 
изображений формирует логику рассуждений, учит выделять общие зако-
номерности из ряда частных. Такое построение лекций, основанное на 
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дробном и последовательном изложении материала, развивает у обучае-
мых теоретическое мышление, способствует приобретению ими опыта, а 
также формирует концептуальный подход к начертательной геометрии как 
дисциплине в целом. 

Дополнительное осмысление теоретических знаний и перенос их на 
практические действия происходит в ходе лекции через ряд подобранных 
задач. Поэтапное решение задач сопровождается алгоритмом их построе-
ния и целесообразной анимацией, подчеркивающей логику проводимых 
рассуждений. 

С учетом системы и характера модульного построения дисципли-
ны в конце каждой темы размещаются вопросы для самопроверки и ряд 
характерных графических задач. Используемая система текущего кон-
троля знаний и освоения студентами изучаемого материала способствует 
формированию у обучаемых потребности и способности к самооценке, 
созданию собственных индивидуальных технологий самообразования, 
что отражается на стремлении к профессиональному росту. Наличие 
описанного элемента обучающей лекционной модели является провер-
кой ее адекватности, позволяющей преподавателю оперативно оценить 
качество изложенного материала, степень его усвоения студентами, а 
также выбрать дальнейшие технологии формирования компетенции гра-
фической подготовки с учетом индивидуальных особенностей обучае-
мых. 

Лекционный материал должен быть подготовлен на основе совре-
менных мультимедийных технологий в соответствии с принципами компе-
тентностного подхода, а форма его представления закладывает фундамент 
в процесс формирования компетенции студента в рамках данной дисцип-
лины [5, 6]. 

На кафедре начертательной геометрии и графики осуществляются 
методологические преобразования этой дисциплины, начиная от разработ-
ки учебной программы до создания методического пособия и комплекта 
учебных  материалов в электронном варианте по этому курсу. В курсе пре-
подавания введен раздел «Машинная графика». Начертательная геометрия 
закладывает у студента навыки, позволяющие на раннем этапе – этапе эс-
кизирования – формировать внешний вид изделия.  

В лекционной форме работы должен содержаться элемент контроля 
качества усвоения студентами текущих знаний по дисциплине, на основа-
нии которого выбираются дальнейшие образовательные дисциплины в со-
ответствии с индивидуальными способностями обучаемых. 
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Теория познания в сфере эффективности подготовки будущих спе-
циалистов предполагает реализацию компетентностного подхода в сфере 
получения профессионального образования. Под профессиональной ком-
петентностью понимают интегральную характеристику деловых и лично-
стных качеств специалиста, отражающую не только уровень знаний, уме-
ний и навыков, но и проявляющуюся в адекватности решения стандартных 
и в особенности нестандартных задач в разнообразных социальных и про-
фессиональных ситуациях. Это означает, что компетентностный подход 
должен учитывать не только формирование теоретической  и практической 
готовности к профессиональной деятельности, как это представлено в тра-
диционной подготовке, но и развитие личностных качеств специалиста, 
которые будут обеспечивать успех, эффективность будущей специальной 
деятельности. 

Успешное изучение графических дисциплин зависит от мотивацион-
ной структуры. Чем большая значимость мотивации, тем большая эффек-
тивность усвоения материала. Мотивационная сфера студентов должна 
быть направлена на повышение уровня профессиональной подготовки. 
Она обеспечит успешное применение в трудовой деятельности получен-
ных знаний и умений. Необходимо создать у студентов осознанный и ус-
тойчивый стимул к глубокому изучению отдельных тем и задач дисципли-
ны. Мотивация студентов должна учитывать личностные стимулы к сис-
тематическому и осознанному изучению материала. Это позволит сформи-
ровать имидж высококлассного специалиста. 

На всех этапах процесса познания должны присутствовать такие по-
нятия, как мотивация, личностная заинтересованность, социальная направ-
ленность и т.д. Решение позиционных и метрических задач курса «Начер-
тательная геометрия» вызывает определенные трудности из-за их абст-
рактности. Чтобы добиться эффективности изложения, необходимо по хо-
ду изучения теоретического материала ориентировать студента на его 
практическую направленность. Это повышает личностную заинтересован-
ность студента и позволяет достичь осознанности, глубины, прочности его 
усвоения. 

При изложении материала по теме «Пересечение прямой и плоско-
сти» необходимо продемонстрировать практический выход его на приме-
ры построения перспективного изображения объекта, основанного на пе-
ресечении зрительного луча, т.е. прямой, с картинной плоскостью 
(рис. 1.1). 

Наглядный пример может представлять построение теней, где све-
товой луч пересекается с плоскостью изображения. Приводимые приме-
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ры могут быть представлены с учетом специализации студентов и по 
усмотрению преподавателя. Такая демонстрация не оставляет у студен-
тов сомнений в важности и практической значимости изучения данной 
темы. 

 

 
 

 
 

Рис. 1.1 
 
При изложении материала по темам «Построение линии пересече-

ния двух плоскостей» и «Взаимное пересечение гранных поверхностей» 
следует вначале проиллюстрировать наличие линий пересечения плос-
костей (скатов крыш, фасадов, насыпей и откосов и т.д.) на конкретных 
примерах, используемых в архитектурно-планировочной практике и 
строительстве (рис. 1.2). 

При изложении материала по теме «Взаимное пересечение кривых 
и гранных поверхностей» необходимо демонстрировать примеры их 
практического применения в строительстве и промышленности. Муль-
тимедийная технология с высокой эффективностью может продемонст-
рировать в динамике процессы графических построений искомых пря-
мых и кривых линий. 
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Рис. 1.2 

 
Излагаемые темы по курсу «Начертательная геометрия», обладаю-

щие достаточной абстрактностью и схематичностью, требуют визуализа-
ции на примерах из практики. 

При изложении материала по теме «Перспективные проекции» не-
обходимо более широко раскрывать понятия «точка зрения», «угол зре-
ния», перспективные искажения и сокращения и достоверность зритель-
ного восприятия перспективного изображения. Телевидение, дисплеи, 
видеомониторы, компьютеры формируют перспективные изображения 
на экране. Возможности компьютера ограничены заложенной в него 
программой, т.е. математической обработкой изображения. Но вопросы 
художественно-эстетического восприятия образа и достоверности долж-
ны решаться человеком. 

Архитектор-проектировщик должен быть уверен, что сформирован-
ный им на экране компьютера архитектурный объект зрительно достовер-
но отражает истинную картину в пространстве. Следует отметить принци-
пиальные отличия зрительного восприятия плоских изображений и их про-
странственных образов. Зрительное восприятие – одна из сложнейших 
проблем человеческой психики. 

Важнейшей причиной, обеспечивающей достоверность зрительного 
восприятия трехмерного пространства, является бинокулярность зрения. 
Бинокулярный эффект обеспечивается конвергенцией глаз. Это явление 
порождает неидентичные изображения на сетчатке обоих глаз, называемые 
диспаратностью. Многие авторы, работающие в этой области, единодушно 
показывают, что передать на плоском изображении трехмерный объект с 
такой же достоверностью, как мы видим в пространстве, невозможно из-за 
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отсутствия диспаратности и бинокулярного зрения. Поэтому глубина изо-
бражаемого пространства-оригинала в перспективе зрительно не может 
быть воспринята достоверно. 

Оценка достоверности восприятия глубины пространства зависит 
также от аккомодации глаз – приспособления глаз к четкому видению объ-
ектов, расположенных на различных расстояниях от точки зрения, воз-
душной перспективы, взаимного перекрытия объектов и наличия теней. 

Зрительное восприятие плоского изображения (перспектива) и его 
пространственного оригинала различны в своей психофизиологической и 
геометрической основе. В результате чего на перспективных проекциях 
появляются зрительные несоответствия, называемые перспективными ис-
кажениями и чрезмерно выраженными сокращениями. 

Для наглядности степени участия всех признаков в процессе зри-
тельного восприятия приводится табл. 1.1. 

Перспективные искажения находятся в прямой зависимости от угла 
наклона зрительных лучей к плоскости картинки. Чем меньше этот угол, 
тем больше искажения на перспективе отдельных фрагментов общего изо-
бражения. Это явление заставляет уменьшить углы зрения. Рис. 1.3 иллю-
стрирует нарушение изображений ширины колонны, увеличивающейся к 
периферии картины, что не соответствует зрительному восприятию про-
порций колонны. 

Студент должен осознанно усвоить, что рекомендуемые на практике 
величины горизонтальных углов зрения непосредственно связаны с каче-
ством изображений, т.е. с искажением форм объекта-оригинала.  

Таким образом, выбор величины горизонтального угла зрения и точ-
ки зрения непосредственно влияет на достоверное зрительное восприятие 
перспективного изображения. Перспективы объектов, построенные при 
широких углах зрения, будут содержать искажения пропорций объекта, 
которые могут оказаться настолько значительными, что изображение теря-
ет зрительную достоверность и сходство с натурой. 

Перспективные сокращения являются неотъемлемой частью перспек-
тивного изображения. Но при достаточно больших углах зрения они высту-
пают в чрезмерном виде. Причины этого явления также приведены в табл. 
1.1.  

Всесторонние и осознанные при достаточно высокой мотивации по-
знания, овладение всем комплексом методов построения аксонометриче-
ских объектов на плоскости позволят успешно пользоваться программным 
обеспечением компьютера. 
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Рис. 1.3  

 
На чертеже представлены перспективные изображения объема с рав-

ными гранями, построенные при различных горизонтальных углах зрения. 
Визуальная оценка глубины пространства на перспективных изображениях 
(рис. 1.4, а, б, в) существенно отличается: чем больше горизонтальный 
угол зрения, тем зримее на перспективном изображении проявляется пре-
увеличенная глубина изображаемого пространства. 
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Рис 1.4 

 
Перспективное изображение, построенное при горизонтальном угле 

зрения λ = 120° (рис. 1.4, в), зрительно воспринимается недостоверно из-за 
кажущейся большей протяженности пространства. При угле зрения 
λ = 60° этот недостаток заметен, но в меньшей степени (рис. 1.4, б). 

Глубина пространства на перспективном изображении, построенном 
при угле зрения 30° (рис. 1.4, а), зрительно воспринимается более достовер-
но. Таким образом, зрительное восприятие глубины изображаемого про-
странства на перспективном изображении объекта зависит от принимаемого 
горизонтального угла зрения. Поэтому студент должен осознанно выбирать 
оптимальный угол зрения при построении перспективы объекта. 

То есть когда формируется зрительный образ архитектурного объек-
та на компьютере, достоверность перспективного изображения принимает 
первостепенное значение, т.к. это зрительный эквивалент восприятия 
трехмерного объекта. 

При изложении материала по теме «Построение теней в ортогональ-
ных, аксонометрических и перспективных проекциях» построением пер-
спективных проекций и многих позиционных задач в ортогональных про-
екциях целесообразно демонстрировать возможности коллинеарных пре-
образований и гомологий (рис. 1.5).   
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Рис. 1.5 

 
Свойства фигур, остающиеся неизменными при данном преобразо-

вании, называют инвариантами данного преобразования. Центральное 
проецирование (преобразование) будет называться проективным, или пер-
спективной коллинеацией. Инвариант этого преобразования – соответст-
вие прямой поля плоскости-оригинала прямой поля плоскости проекций. 
Такое преобразование называется коллинеарным, или гомологией. Соот-
ветствие, установленное при помощи центрального проецирования, назы-
вается перспективной коллинеацией (рис. 1.6). 

При использовании центра проекции, находящегося в бесконечно-
сти, проецирующие лучи будут параллельны между собой (рис. 1.7, а, б). 
Такое преобразование плоских полей называется родственным преобра-
зованием. 

Линия s0 (геометрическое место двойных точек) называется осью 
преобразования, А и А/ – родственными точками, Sсо – центром преобразо-
вания (рис. 1.7). 

Теоретические основы перспективной коллинеации плоских полей 
изложены проф. Н.А. Русскевичем [2]. 

Используя гомологическое преобразование, можно определить нату-
ральную величину плоского объекта по его перспективе [33]. 

При построении теней в ортогональных проекциях можно использо-
вать родственное преобразование (рис. 1.8). Падающая и собственная тени 
находятся в родственном соответствии. 
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Рис. 1.6 
 

Такой подход к преподаванию отдельных разделов начертательной 
геометрии способствует не только прочному усвоению знаний, но и рас-
крытию креативных способностей.  

Знания, приобретенные на занятиях по начертательной геометрии, за-
нимают важное место в структуре профессионального образования будущих 
строителей, но не гарантируют специалисту профессионального успеха, если 
он не будет настроен на использование этих знаний в конкретных производ-
ственных ситуациях. Для эффективного выполнения профессиональной дея-
тельности будущий специалист должен овладеть этим предметом не как 
«чистой наукой», а как инструментом профессионального труда. 

 

     
 

Рис.1.7 
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Рис. 1.8 

 
Таким образом, любая тема курса «Начертательная геометрия» для 

всех специальностей требует тщательного, продуманного подбора иллю-
стрированного материала, мультимедийного сопровождения, опреде-
ляющих ее практическую направленность. Это позволит создать усло-
вия, при которых приобретаемые знания и умения будут становиться 
профессионально и личностно значимыми, что в свою очередь составит 
основу для формирования профессиональной компетенции будущего 
специалиста. 
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Глава 2 
МЕТОДИКА ПРЕПОДАВАНИЯ НАЧЕРТАТЕЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ 

 
 
Изучение курса начертательной геометрии студентами связано с 

определенными трудностями. Это обстоятельство можно объяснить как 
объективными, так и субъективными причинами. Начертательная гео-
метрия является для студентов новой дисциплиной, не имеющей пред-
шественника в средней школе. Следовательно, одна из причин трудно-
усваиваемости курса начертательной геометрии – недостаточная подго-
товка по курсу черчения выпускников средних школ. 

Изучаемый в средней школе курс стереометрии нельзя считать 
предшественником начертательной геометрии, хотя отдельные положе-
ния используются в ней. Стереометрия изучает конкретные тела, черте-
жу в ней отводится вспомогательная роль и выполняется он, как прави-
ло, в аксонометрических проекциях. Начертательная геометрия рассмат-
ривает вначале не какие-то определенные предметы, а абстрактные точ-
ки, прямые и плоскости. Чертеж в начертательной геометрии занимает 
ведущее положение, причем выполняется он не в аксонометрических, а в 
ортогональных проекциях. Это требует соответствующей перестройки 
мышления обучаемых и определенных умственных усилий [1]. 

Начертательная геометрия в большинстве вузов изучается только в 
течение одного семестра. Это небольшой срок для изучения дисциплины, 
требующей большого внимания и сосредоточенности, абстрактного мыш-
ления. Изложение материала курса начертательной геометрии происходит 
по нарастающей сложности и невозможно для понимания любого после-
дующего раздела без обязательного усвоения содержания предыдущих 
разделов. Пропустив одну лекцию и не проработав материал этой лекции 
самостоятельно, студент, как правило, уже не понимает  материала, изло-
женного на следующей лекции, и, не поняв материала двух-трех лекций, 
безнадежно отстает и теряет интерес к предмету. 

 
2.1. Лекционный курс 

 
Лекция – способ передачи научных знаний от преподавателя студен-

ту. Лекция имеет значительные преимущества перед всеми другими вида-
ми учебной работы. Выразительность живого слова лектора, эмоциональ-
ность, непосредственный контакт с аудиторией, строгий отбор сообщае-
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мых сведений, их научный анализ, демонстрация наглядных пособий, при-
менение технических средств и т.д. присущи только лекционной системе и, 
безусловно, способствуют достижению высокой эффективности учебного 
процесса в вузе. 

Хорошо поставленный лекционный курс дает возможность в сравни-
тельно короткий срок сообщить большой группе студентов значительный 
объем научных сведений. Информация, полученная студентом на лекции, 
разумеется, подлежит еще переработке и закреплению, но, прослушав лек-
цию, студент, как правило, более продуктивно использует время, отведен-
ное на аудиторные практические занятия, на выполнение лабораторных 
работ, с меньшей затратой времени достигает усвоения учебного материа-
ла при работе над учебниками и выполнение домашних контрольных зада-
ний [1]. 

Основные дидактические требования к лекции могут быть сфор-
мулированы так: научная достоверность и доказательность, логичность, 
четкость, последовательность, выразительность, наглядность, доступ-
ность и эмоциональность изложения материала, образность и правиль-
ность речи, полнота и законченность излагаемой на данной лекции темы 
или раздела. 

Цель лекционного курса – ознакомить студентов с основными тео-
ретическими положениями разделов начертательной геометрии, ее ме-
тодологией, с новейшими достижениями отрасли, т.е. ввести студентов в 
науку, помочь им получить полное общее представление о данной от-
расли науки, ее практическом применении, связи с другими отраслями 
знаний. 

Усвоение курса начертательной геометрии представляет значитель-
ные трудности для студентов, а поэтому на лекциях по этой дисциплине, 
кроме излагаемых теоретических положений, предусмотренных програм-
мой, рассматриваются типовые примеры приложения теории к решению 
основных видов задач. Опасения, что такое изложение материала может 
исключить необходимость обращения студентов к книге, беспочвенны, т.к. 
слушая лекцию, студенты не только достигают восприятия, понимания 
учебного материала, но и усваивают его. Полное усвоение и закрепление 
учебного материала невозможно без самостоятельной работы студентов 
над учебником и без активной мыслительной деятельности их во время ау-
диторных практических занятий, при выполнении домашних контрольных 
заданий. 

Цель лекционных курсов не ограничивается только сообщением 
научных знаний. Большая роль отводится воспитательной работе. Выпу-
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скник вуза – это не только специалист и организатор на производстве, но 
и воспитатель большой группы людей, работающих под его руково-
дством. Воспитательное значение лекционного курса начертательной 
геометрии, также как и других методов обучения (практические занятия, 
консультации и т.д.), заключается в развитии у студентов творческого 
мышления, любознательности, смекалки, организованности, целеуст-
ремленности, аккуратности, точности, художественного вкуса, чувства 
ответственности и долга, чувства коллективизма, дисциплины, трудолю-
бия, инициативы. 

Прежде чем приступить к установлению объема и содержания лек-
ционного курса, т.е. к непосредственной подготовке курса в целом и к ка-
ждой лекции в отдельности, лектор должен тщательно проанализировать 
весь курс, выяснить, в какой связи он находится с другими дисциплинами 
учебного плана данной специальности, и, руководствуясь программой, ко-
торая определяет содержание и объем курса в целом, установить, какие 
вопросы целесообразно рассмотреть на лекциях, какие – на практических, 
лабораторных и других занятиях, какие – рекомендовать студентам для 
самостоятельного изучения. 

Иными словами, вначале лектор должен детально уяснить себе логи-
ческую структуру данного курса, определить последовательность изучения 
отдельных тем и его разделов, четко представить, какими знаниями, уме-
ниями и навыками должен овладеть студент в итоге изучения тем, разде-
лов и всего курса в целом, и, исходя из этого, выбрать наиболее эффектив-
ные методы и средства обучения. И только после того, как будет произве-
дено разграничение учебного материала на «лекционный» и «прочий», 
можно приступать к делению его на «дозы», соответствующие двухчасо-
вой лекции, т.е. приступить к определению объема и содержания каждой 
лекции. 

Начертательная геометрия в общем плане относится к категории ма-
тематических наук. В своих классических формах (метод Монжа, ком-
плексный чертеж) и некоторых специальных начертательная геометрия 
применяется в механике, архитектуре и строительстве, химии (кристалло-
графия), геологии (проекции с числовыми отметками) и т.д. 

Поэтому согласно вузовским программам начертательная геометрия 
является одной из общетехнических дисциплин. 

Цели начертательной геометрии в соответствии с отнесением ее к 
группе общетехнических дисциплин могут быть сформулированы сле-
дующим образом [1]. 
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Во-первых, подготовка студентов к пониманию общетехнических 
дисциплин и, в первую очередь, курса технического черчения, а также к 
усвоению ряда специальных дисциплин. Знание начертательной геометрии 
необходимо для таких общетехнических и общеинженерных дисциплин, 
как теоретическая механика, теория механизмов и машин, детали машин, 
подъемно-транспортные машины. Курс черчения тесно связан с начерта-
тельной геометрией, которая является его теоретической основой. 

Во-вторых, подготовка студентов к применению основных положе-
ний начертательной геометрии и способов построений в специальных слу-
чаях – машиностроении, архитектуре, приборостроении и т.д. Исследова-
ния аналитической геометрии могут быть успешно произведены методами 
начертательной геометрии, а графическое решение задач в большинстве 
случаев проще аналитического и может быть использовано, когда приме-
нение аналитических методов практически затруднено (задачи по топо-
графическим поверхностям и поверхности случайного вида). Методами 
начертательной геометрии успешно решают различные задачи техники, 
например, образование поверхностей, построение разверток поверхностей, 
определение усилий в конструкциях и др. 

В-третьих, развитие способности абстрактно мыслить, развитие про-
странственных представлений и пространственного воображения – ка-
честв, характеризующих высокий уровень инженерного мышления и необ-
ходимых для инженерной практики, для решения прикладных задач. 

В результате изучения начертательной геометрии студенты должны 
знать: 

− правила, которыми руководствуются при составлении и чтении 
комплексного чертежа, т.е. при построении изображения пространствен-
ных форм на плоскости; 

− правила, приемы и способы графического решения ряда задач, 
связанных с пространственными формами. 

Студент должен уметь: 
− строить изображения пространственных форм на плоскости, т.е. 

составлять чертежи; 
− мысленно воспроизводить пространственный вид изображенного 

на чертеже предмета или совокупности предметов, т.е. читать чертежи и 
анализировать геометрические свойства изображенных на чертеже пред-
метов; 

− решать графическим способом на проекционном чертеже ряд 
пространственных задач. 
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Определив общие цели и задачи курса, связь его с другими дисци-
плинами учебного плана, можно приступать к установлению объема и 
содержания учебного материала (анализ учебной программы), последо-
вательности изучения отдельных тем и разделов, выбору методов обуче-
ния и наиболее целесообразных форм учебной работы. При этом следует 
иметь в виду, что подача учебного материала студентам, его содержа-
ние, последовательность изложения и т.д. должны обеспечивать соблю-
дение известных дидактических принципов: систематичности и после-
довательности, доступности и научности при максимальной активности 
обучаемых, а также формирования у них общей картины предмета, по-
строенной на основе его внутренней логики, развития творческого мыш-
ления, умения обобщать и практически осмысливать изучаемый матери-
ал [1]. 

Весь программный материал курса условно разбит на 12 тем, кото-
рые расположены в последовательности, обеспечивающей логическую 
связь между ними и соблюдение перечисленных выше дидактических 
принципов. 

Для определения конкретного содержания каждой темы, рациональ-
ного расположения учебного материала внутри темы, времени, необходи-
мого на изучение каждой темы, формулируются знания и умения, которые 
должны приобрести студенты в результате изучения каждой темы, прави-
ла, усвоение которых дает возможность достичь этих знаний и умений, не-
обходима четкая и логически выдержанная последовательность перехода 
от одной темы к другой. Особое внимание необходимо уделить первой 
(вводной) лекции. 

Основная цель вводной лекции – дать слушателям общее понятие о 
содержании и методологии данной отрасли науки и подлежащего изуче-
нию курса, его целях, методе, указать место курса среди других дисцип-
лин, охарактеризовать порядок и методику его изучения. В начале лекции 
дать перечень и краткую характеристику рекомендуемых учебников и 
учебных пособий, также отметить, что курс начертательной геометрии яв-
ляется одной из трудноусвояемых дисциплин. Указать все виды учебной 
работы (лекции, аудиторные практические занятия, самостоятельная рабо-
та, консультации, экзамены). Дать определение курса, его содержания и 
целей, указать на взаимосвязь его с другими дисциплинами. 

Следует особо отметить и конкретизировать, для чего изучается 
начертательная геометрия и где она находит практическое применение. 
Успешное усвоение учебного материала в значительной мере предопре-
деляется наличием цели обучаемого. Практическую значимость и прак-



 31 

тическое применение теоретических положений, излагаемых в курсе 
«Начертательная геометрия», необходимо отмечать и подчеркивать не 
только во вводной лекции, но и во время прохождения всех тем. Это по-
вышает интерес студентов к дисциплине, стимулирует сознательное от-
ношение к ней. 

Необходимо основательно раскрыть сущность основного метода на-
чертательной геометрии – метода проекций, дать понятие о центральной и 
параллельной проекциях и их свойствах. 

Следует отметить, что традиционные формы чтения лекций по на-
чертательной геометрии имеют и свои недостатки. При конспектировани-
ии лекций студентами замедляется скорость изложения материала лекто-
ром. Чертежи, выполненные студентом в конспекте во время чтения лек-
ции, не могут быть полностью идентичны чертежам, сделанным лектором. 
Это влечет за собой несоответствие графическому оригиналу на демонст-
рационной доске или на экране дисплея. 

Уязвимость качества усвоения материала лекции обусловлена и не-
которыми другими причинами (пропуск лекций, недостаточная графиче-
ская подготовка, субъективные причины и т.д.). 

В своем большинстве низким является качество конспектов студен-
тов. Имеет место неумение студента выделять ключевые моменты лекции, 
записи и т.д. 

В качестве плюсов лекционной формы обучения называют в основ-
ном два: 

− на лекции присутствует «живое слово» лектора; 
− лекционный метод заставляет студента учиться, поскольку он 

обязан присутствовать на лекции. 
Очевидно, что перечисленные плюсы не идут ни в какое сравнение с 

теми минусами, о которых указывалось выше. 
Вместо традиционной лекции лектору следует составить, размно-

жить и распространить среди студентов конспект лекций по начерта-
тельной геометрии, который содержит все чертежи (исходные) и тексты 
необходимой информации. Такой конспект существенно отличается от 
учебника по начертательной геометрии, т.к. «привязан» к конкретной 
программе по специальности и пожеланиями специальных кафедр. По-
мимо наличия в таком конспекте исходных графических условий, можно 
объединить удачные методические находки разных преподавателей при 
решении конкретных графических задач. Это обстоятельство сущест-
венно повышает качество такого конспекта и облегчает контроль над ра-
ботой студента. 
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2.2. Аудиторные практические занятия 
 
Аудиторным практическим занятиям в учебных планах отводится 

значительное место. Цель их – углубление и закрепление знаний, полу-
ченных на лекциях, а также практическое применение этих знаний. За-
дачи по начертательной геометрии – основная и неотъемлемая часть 
курса. Без задач этот курс оказался бы лишенным всякого смысла: не 
усматривалось бы никакой внутренней логики и взаимосвязи между от-
дельными теоретическими понятиями, терялась бы практическая цеп-
кость и значимость его, а также связь с другими отраслями знаний. За-
дачи при изучении начертательной геометрии способствуют не только 
закреплению теоретического материала и обучению студентов практи-
ческому применению теории, но и расширяют их кругозор, учат логиче-
скому мышлению, развивают пространственное представление и про-
странственное мышление. 

На аудиторные практические занятия по начертательной геометрии 
отводится обычно половина общего числа часов, предусмотренных учеб-
ным планом на изучение курса в целом. Поэтому рациональная организа-
ция этих занятий, обеспечивающая систематическое и планомерное углуб-
ление и наращивание знаний, умений и навыков у студентов и базирую-
щаяся на их максимальной активности и самостоятельности, имеет боль-
шое значение [1]. 

При общепринятой организации практических занятий не представ-
ляется возможности индивидуализировать обучение студентов, т.к. объем, 
содержание и темп ведения каждого занятия рассчитываются примени-
тельно к «среднему» студенту. Поэтому хорошо успевающие студенты 
вынуждены работать не с полной нагрузкой, что неизбежно приводит к по-
тере у них интереса к занятию и даже к потере интереса к изучаемому 
предмету в целом. 

Нередки случаи, когда студент неточно переносит  в тетрадь чертеж 
задачи, в результате чего построения при решении задачи не помещаются в 
пределах места или получаются частные решения, что приводит к неувяз-
кам, на разъяснение которых тоже затрачивается определенное время. Эти 
разъяснения необходимо давать индивидуально каждому студенту, а вся 
группа в это время оказывается незанятой. 

Перечисленные недостатки в значительной степени устраняются, ес-
ли проводить практические занятия с применением учебного пособия, ра-
бочей тетради, в которой содержатся условия задач. 
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Поощрение студентов имеет большое воспитательное значение. 
Важным методическим приемом при обучении начертательной геометрии, 
развивающим логическое мышление и способствующим глубокому усвое-
нию программного материала студентами, является требование доказа-
тельства правильного решения той или иной задачи. 

При проведении практических занятий следует вести систематиче-
ский учет затруднений и ошибок, допускаемых студентами при решении 
задач, выявить типичные из них. Это позволит лектору учесть это обстоя-
тельство при дальнейшем совершенствовании лекционного курса, а в дан-
ной учебной группе определить необходимость дополнительных разъясне-
ний по этому разделу курса. 

Ответы студентов у доски также, как и самостоятельная работа, 
должны оцениваться преподавателем. Текущая оценка знаний студентов 
служит для них дополнительным стимулом в обучении, укрепляет уверен-
ность в своих силах, учит критически относиться к результатам своего 
труда и контролировать свою деятельность. В конце занятия целесообраз-
но подытожить его: в течение трех-пяти минут сделать общие замечания, 
проанализировать их ответы, объявить выставленные оценки и т.д. 

Нерегулярный контроль над ходом усвоения учебного материала 
студентами является существенным недостатком метода обучения и не 
стимулирует систематической работы. Для того чтобы контролировать и 
управлять процессом формирования у студентов системы знаний, необхо-
димы серьезные периодические проверки через определенные отрезки 
времени. 

Весьма эффективными для этих целей являются табличные кон-
трольные работы, охватывающие по своему содержанию разделы курса 
[1]. 

Письменная контрольная работа позволяет объективно и сравни-
тельно с небольшими затратами времени проверить знания и навыки по 
разделам курса у студентов всей учебной группы одновременно, что дела-
ет ее важным и экономным средством контроля. Задание по контрольной 
работе должно выполняться на листе бумаги формата А4 индивидуально 
каждым студентом. Время, отведенное на контрольную работу, определяет 
преподаватель в зависимости от сложности предлагаемых задач. 

При подборе задач для контрольных работ необходимо стремиться 
к тому, чтобы они были как можно более равными по трудности, что яв-
ляется важнейшим условием объективности оценки знаний. Неравно-
ценные по сложности задания приведут к необъективной оценке знаний 
студентов. 
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Контрольная работа – не только средство контроля, но одна из форм, 
обеспечивающих активную мыслительную деятельность студентов, актив-
ную работу над усвоением знаний, приобретением умений и навыков. Раз-
решается пользование учебниками, учебными пособиями и конспектами 
лекций во время проведения контрольных работ. Такую методику прове-
дения контрольных работ можно рассматривать как самостоятельную ра-
боту над определенным  разделом под контролем преподавателя. Таким 
образом обеспечивается интенсивная работа над определенной темой од-
новременно всех студентов группы. 

 
2.3. Самостоятельная работа студентов 

 
Самостоятельная работа студентов – один из основных видов учеб-

ной работы. Если лекция имеет своей основной целью уяснение и понима-
ние студентами учебного материала, а практические занятия – овладение 
умениями и навыками, т.е. практическим применением приобретенных 
знаний, то умственная переработка учебной информации – усвоение и дос-
тижение, главным образом, за счет самостоятельной работы студентов над 
учебниками, учебными пособиями и другой специальной литературой, а 
работа их над выполнением домашних контрольных заданий – это допол-
нительно еще и проверка качества этого усвоения и умения применять 
приобретенные знания на практике. 

Кроме своей основной цели – усвоения учебной информации, само-
стоятельная работа должна способствовать развитию у студентов познава-
тельных интересов, инициативы, творческих способностей и т.д. 

Следовательно, самостоятельная работа должна занимать значитель-
ный объем в бюджете времени студентов, а правильная ее организация яв-
ляется одной из важнейших задач высшей школы [1]. 

Неумение работать самостоятельно – одна из основных причин низ-
кой успеваемости значительного числа студентов. 

Непременным условием успеха самостоятельной работы студентов 
является систематичность и последовательность. Нельзя переходить к изу-
чению нового материала до полного усвоения предыдущего и закрепления 
его путем выполнения соответствующих упражнений. Если, несмотря на 
прослушанную лекцию, все же не удается при помощи учебника разо-
браться полностью в каком-либо вопросе программы, необходимо обра-
титься за помощью к своему товарищу или пойти на консультацию к пре-
подавателю. При изучении любой дисциплины (а особенно начертательной 
геометрии) новые знания должны базироваться на уже имеющихся и толь-



 35 

ко при этих условиях может быть достигнуто сознательное, осмысленное и 
прочное усвоение программного материала. 

Основой самостоятельной работы студентов является работа над 
книгой. Поэтому известное место в беседе должен занять вопрос о том, как 
правильно работать над книгой. 

При изучении курса начертательной геометрии важное место зани-
мает их работа над выполнением домашних контрольных работ. Являясь 
одним из методов обучения, благодаря которому достигается углубленное 
усвоение программного материала, самостоятельная работа предоставляет 
возможность проверить, насколько полно усвоен учебный материал данно-
го раздела программы, насколько полно студент овладел умениями и на-
выками практического применения теории. 

Обязательное условие успешной работы студентов по овладению 
комплексом знаний – систематический контроль над ходом усвоения учеб-
ного материала. Это утверждение остается справедливым и по отношению 
к самостоятельной работе студентов над выполнением домашних кон-
трольных заданий. Ни одна из допущенных студентом ошибок при выпол-
нении домашнего задания не должна остаться не замеченной преподавате-
лем. Проверку заданий следует проводить обязательно в присутствии сту-
дента. 

Преподаватель, проверяя домашние контрольные работы, при обна-
ружении ошибок, как правило, не должен их исправлять, а должен только 
указать студенту на их наличие. 

При проверке контрольных домашних заданий, как и при проведе-
нии аудиторных практических занятий и контрольных аудиторных работ, 
следует обращать внимание на характерные, т.е. наиболее часто повто-
ряющиеся ошибки студентов. Наличие таких ошибок может свидетельст-
вовать о недостаточно четком и ясном объяснении лектором данного раз-
дела курса на лекции, в результате чего этот раздел оказался не усвоенным 
многими студентами. Это обстоятельство должно побудить лектора про-
анализировать лекцию, в которой недостаточно хорошо излагался данный 
вопрос, и попытаться найти лучший вариант изложения материала в даль-
нейшем. 

Выполненную домашнюю контрольную работу студент обязан за-
щитить, т.е. ответить на все вопросы преподавателя по данной графиче-
ской работе. Такая методика проверки домашних контрольных работ 
студентов позволяет, во-первых, исключить возможность несамостоя-
тельного решения задач, во-вторых, обязывает студентов готовиться к 
защите своих работ. Защита домашних работ должна оцениваться диф-
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ференцированно, т.е. выставляться оценка. Оценка работы студента – 
важный дополнительный фактор, стимулирующий активность, критич-
ное отношение к результатам своего труда, и хорошая оценка доставит 
моральное удовлетворение студенту, являясь своего рода наградой за за-
траченный труд. 

 
2.4. Консультации 

 
Консультации – такой вид учебной работы, когда преподаватель ока-

зывает помощь в усвоении учебного материала отдельному студенту или 
небольшой их группе. 

Консультации по начертательной геометрии могут проводиться во 
время аудиторных практических занятий, перед экзаменами и по специ-
альному расписанию в течение семестра. 

Необходимость консультации во время практического занятия воз-
никает тогда, когда большинство студентов учебной группы встретили за-
труднение при решении  или понимании той или иной задачи, что явилось 
результатом неусвоения какого-то раздела программы. В этом случае 
должна быть дана групповая консультация – вопрос необходимо разъяс-
нить всей учебной группе. Во время практических занятий может возник-
нуть необходимость и в индивидуальной консультации, когда во время са-
мостоятельного решения задач обнаруживается незнание или непонимание 
каких-либо вопросов программы отдельными студентами. 

На консультациях, проводимых перед экзаменами, преподаватель 
обычно отвечает на вопросы студентов, касающиеся как отдельных разде-
лов учебной программы, методов решения некоторых типов задач, так и 
организации проведения экзаменов – нередко их проведения, критериев 
оценки ответов студентов и т.п. 

Консультации в течение семестра должны проводиться регулярно, 
по заранее составленному расписанию. Они не должны сводиться к про-
стому пересказу преподавателем какого-то раздела курса, не понятного 
студентам, или к разъяснению задачи, решение которой оказалось за-
труднительным для него. Консультация – не пассивный вид обучения, и 
проводить ее надо так, чтобы с помощью преподавателя не только дос-
тигалось выяснение всех вопросов, но и устанавливалась их логическая 
связь с ранее изученным материалом, систематизировались знания по 
курсу в целом. 

В начале консультации преподаватель должен установить, какие во-
просы интересуют студентов. Если вопросы разные, следует уточнить их 
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содержание, дать соответствующие задания каждому студенту и лишь по-
сле этого приступить к индивидуальным консультациям [1]. 

Индивидуальная беседа со студентом должна протекать в деловой 
обстановке, без выражения со стороны преподавателя какого бы то ни бы-
ло неудовольствия по поводу знания студентом того или иного материала. 
Если вопрос, заданный студентом, элементарен и достаточно хорошо из-
ложен в учебнике, давать исчерпывающий ответ не следует. Целесообраз-
но в подобном случае отослать студента к учебному пособию и возобно-
вить беседу после проработки этого материала. Такой методический прием 
способствует развитию самостоятельности студента и умения работать с 
книгой. 

 
2.5. Наглядные пособия и технические средства 

 
Цель наглядных пособий, применяемых в процессе обучения, – по-

будить обучающихся к активному восприятию учебного материала, повы-
сить или сохранить интерес к изученному предмету. 

Наглядность сама по себе не обеспечивает познания, она должна со-
провождаться интенсивной работой мысли и только при этих условиях 
применение наглядных пособий будет облегчать процесс усвоения знаний, 
развивать абстрактное мышление. Демонстрация моделей целесообразна, 
когда словесного объяснения и чертежа недостаточно для уяснения сущ-
ности явления большинством студентов. Методически неправильное при-
менение моделей может привести к тому, что определенная геометриче-
ская зависимость будет ассоциироваться у некоторых студентов с кон-
кретной моделью, в результате чего знания их окажутся формальными и 
применение их к решению конкретных задач станет затруднительным или 
даже невозможным. 

Одной из целей начертательной геометрии является развитие умения 
безошибочно мысленно представлять себе любую пространственную фор-
му, не прибегая к средствам наглядности. В достижении этой цели нагляд-
ные пособия, с одной стороны, играют положительную  роль – помогают 
студентам со слаборазвитой способностью абстрактно мыслить развить эту 
способность, а с другой, отрицательную – не стимулируют дальнейшее со-
вершенствование абстрактного мышления у студентов, достигших опреде-
ленного уровня его развития. 

Демонстрация перед студентами заранее подготовленных плакатов 
или чертежей освобождает преподавателя от необходимости выполнять 
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иногда сложный чертеж на доске, что дает ощутимую экономию времени. 
Однако применительно к курсу начертательной геометрии замена выпол-
няемого на доске преподавателем чертежа готовым плакатом в большинст-
ве случаев методически неоправданна, т.к. чертеж на доске, в отличие от 
готового плаката, выполняется преподавателем поэтапно. Перед студента-
ми последовательно раскрывается сущность того или иного теоретическо-
го положения, что весьма важно для формирования у них прочных и логи-
ческих осмысленных знаний. 

Следует отдельно отметить использование преподавателем аудитор-
ной доски и выполнение чертежей на ней. Вся площадь доски должна ис-
пользоваться полностью и в строгой последовательности: сверху вниз и 
слева направо. Нельзя допускать бессистемное нанесение на доску изо-
бражений. Например, один чертеж изобразить в левой части доски, второй 
– в правой, следующий – в центре и т.п. Также бессистемность не способ-
ствует воспитанию у студентов аккуратности в работе, рассеивает их вни-
мание, теряет логическую последовательность усвоения материала. Черте-
жи на доске должны выполняться преподавателем тщательно и аккуратно. 
Это дисциплинирует студентов. Приучает их к четкости и организованно-
сти, предотвращает возникновение в их конспектах или рабочих тетрадях 
ошибок, часто возникающих из-за небрежно выполненного чертежа на 
доске и такого же небрежного перенесения его в тетрадь. Студент в обяза-
тельном порядке должен пользоваться чертежными инструментами. Недо-
пустимо проведение линий от руки. 

1. Наглядные пособия являются вспомогательным средством для 
преподавателя и не должны занимать ведущего места в занятиях. Приме-
нение  большого количества наглядных пособий утомляет студентов, при-
водит к преобладанию описательного материала, лишает студентов воз-
можности мыслить творчески. 

2. Наглядные пособия, применяемые при чтении лекций, должны 
предоставляться для обозрения только в тот момент, когда рассматривает-
ся вопрос, разъяснять который призваны данные пособия. 

3. Не следует оставлять в поле зрения студентов несколько нагляд-
ных пособий одновременно – это рассеивает их внимание и не способству-
ет целеустремленному усвоению учебного материала [1]. 

Кроме плакатов, чертежей и моделей в качестве наглядных пособий 
при обучении начертательной геометрии могут применяться другие сред-
ства наглядности. Внедрение в учебный процесс компьютерных техноло-
гий позволяет существенно расширить диапазон наглядных средств обуче-
ния. Графические системы автоматизированного проектирования 
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АutoCAD и КОМПАС-3D должны занимать достойное место в арсенале 
технических средств. Использование технических средств – один из мето-
дических приемов, позволяющий воздействовать на студентов наиболее 
рациональными способами, облегчающий и ускоряющий процесс передачи 
информации и контроль над ходом ее усвоения. Применение компьютер-
ной графики при обучении начертательной геометрии позволяет достичь 
также и существенной экономии времени при изложении материала за счет 
того, что отпадает необходимость выполнения чертежа на доске, исключа-
ется возможность ошибочного или неточного построения и получения ма-
ловыразительного, нежелательного результата. 

 
2.6. Экзамены 

 
Экзамены, будучи итоговой проверкой знаний студентов за опре-

деленный период, имеют своей целью выявление степени усвоения и 
понимания ими теоретического материала в соответствии с программой 
курса, а также умений и навыков применения этих знаний для решения 
практических вопросов, а что касается начертательной геометрии – для 
решения задач. 

Результаты экзамена – важный итоговый показатель, характеризую-
щий работу студентов за некоторый отрезок времени, обычно за семестр. 
Кроме этого, они характеризуют и деятельность преподавателя, косвенно 
давая оценку результатам и его труда, являясь, таким образом, показателем 
качества процесса обучения как двустороннего процесса в целом. 

Однако значение экзаменов этим далеко не исчерпывается. Экзамен 
в период подготовки к нему – это важная составная часть процесса усвое-
ния программного материала студентами, неотъемлемая часть учебного 
процесса, одно из средств, направленных на достижение высокого качест-
ва подготовки специалистов. 

Особенно важным является период подготовки к экзаменам – период 
самостоятельной работы студентов, период интенсивной познавательной 
деятельности, в результате которой устраняются пробелы в их знаниях, 
достигается систематизация и взаимно связанное понимание всего про-
граммного материала, обобщение курса в целом. У студентов формируется 
целостное представление о науке и ее внутренней логике, выводах и прак-
тической значимости. 

Экзамен имеет большое воспитательное значение: воспитывает чув-
ство ответственности за результаты труда, учит мобилизовывать силы для 
интенсивной умственной работы, способствует развитию научного и твор-
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ческого мышления, развитию умения логично и правильно излагать свои 
мысли, доказывать правильность своих суждений. 

Характеризуя экзамен и период подготовки к нему как одну из 
действенных форм учебной работы, нельзя не указать на то, что наличие 
экзамена дает еще так называемую «установку на запоминание» – важ-
ный психологический фактор, стимулирующий развитие у студентов 
способности к более прочному запоминанию и более серьезному отно-
шению к предмету. Опыт утверждает, что эффективность обучения сту-
дентов зависит не только от классификации преподавателя, от того, на-
сколько он сумел заинтересовать их предметом, убедить в значимости 
его для усвоения последующих дисциплин учебного плана или в буду-
щей практической деятельности, но и от того, предусмотрен ли по дан-
ному предмету экзамен [1]. 

Итак, экзамен по начертательной геометрии – важная составная 
часть учебной работы над курсом, а поэтому методике и организации про-
ведения его должно быть уделено достаточное внимание. 

Существенным в экзаменационной сессии является период подго-
товки студентов к экзамену. Учитывая отсутствие у студентов первого 
курса опыта и навыков подготовки и сдачи экзаменов, в вузе преподава-
тель для достижения максимального эффекта должен в этот период также 
направлять их работу над курсом. Лектор должен ознакомить студентов с 
порядком проведения экзамена, требованиями, которые будут предъявле-
ны к ним, и примерными критериями оценки их знаний. Накануне экзаме-
на должна проводиться консультация. 

Оптимальный вариант проведения экзаменов по начертательной гео-
метрии – в аудиторию для сдачи экзаменов приглашаются все студенты 
учебной группы и все одновременно готовятся к беседе с экзаменатором 
по врученным им билетам. Время на подготовку ответа по экзаменацион-
ному билету должно быть ограничено и не должно превышать полутора 
часов. 

Важным моментом в достижении объективности оценки знаний сту-
дентов является содержание экзаменационных билетов. Число и сложность 
билетов должны быть одинаковыми и не требовать для своего решения и 
подготовки ответа в целом больше времени, чем это допустимо. 

Важным вопросом при выставлении итоговой экзаменационной 
оценки знаний студентов является учет текущей успеваемости в течение 
семестра на аудиторных практических занятиях, по контрольным работам, 
по домашним контрольным заданиям. 
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Методически целесообразным следует считать то, что текущая успе-
ваемость должна иметь если не решающее, то существенное влияние на 
итоговую оценку. Мотивировать это можно тем, что такая постановка во-
проса стимулирует регулярную работу студентов над курсом в течение се-
местра. 

 
2.7. Заключение 

 
Изучив и проанализировав процесс возникновения и развития начер-

тательной геометрии как науки, ее преподавания в высших учебных заве-
дениях, накопленный опыт по обучению этому курсу во многих учебных 
заведениях, необходимо отметить потребность внедрения в учебный про-
цесс более эффективных методов и организационных форм учебной рабо-
ты, обеспечивающих высокое качество усвоения студентами программно-
го материала. 

По сравнению с традиционной методикой чтения лекционного курса 
и проведения аудиторных практических занятий применение учебно-мето-
дического пособия «Конспект лекций по начертательной геометрии» и 
«Рабочая тетрадь по начертательной геометрии» следует считать более 
прогрессивной [1]. 

1. В силу своей специфики начертательная геометрия традиционно 
является дисциплиной трудноусваиваемой для студентов технических ву-
зов. Поэтому совершенствование методики обучения этому курсу, внедре-
ние в учебный процесс научно объективных и рациональных форм и 
средств обучения, обеспечивающих повышение качества подготавливае-
мых вузом специалистов, имеет очень важное практическое значение. 

2. Формированию правильного методологического подхода студен-
тов к курсу начертательной геометрии, повышению их интереса к нему 
способствует ознакомление их с историей возникновения и развития на-
чертательной геометрии как науки, уяснение ими связи этих процессов с 
развитием строительства, промышленности, техники, с развитием других 
наук. 

3. Лекционные курсы обычно имеют своей целью ознакомление 
студентов с основными теоретическими положениями данной отрасли 
науки, ее техническим применением, методологией. Однако на лекциях по 
этому предмету следует излагать почти все теоретические положения, пре-
дусмотренные программой, рассматривать типовые  примеры приложения 
теории к практике. 
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4. Следует отметить, что подробное конспектирование лекции по 
курсу начертательной геометрии может негативно сказаться на понимании 
и усвоении учебного материала студентами. Центр тяжести конспекта сле-
дует перенести на графическую часть, т.е. студенты записывают только 
подробный план лекции, а чертежи, выполняемые лектором на доске, вы-
полняют все. Такой подход повышает активность и внимание студентов во 
время лекций, что в свою очередь дает возможность рассмотреть большее 
число примеров, т.е. достичь уже на лекции наибольшего закрепления 
учебного материала. 

5. Необходимы регулярные письменные контрольные работы, кото-
рые следует проводить во время аудиторных практических занятий после 
прохождения отдельных законченных разделов программы по индивиду-
альным заданиям. 

6. Действенной формой оказания помощи студентам в их самостоя-
тельной работе являются индивидуальные и групповые консультации, 
проводимые по специальному расписанию в течение семестра. 

7. Реализации одного из дидактических принципов – наглядности 
обучения – призваны служить пособия, макеты, плакаты и т.д. Особое ме-
сто в настоящее время должны занимать информационные технологии. Их 
важность в учебном процессе трудно переоценить. 

8. Наиболее рациональной формой проведения экзаменов по курсу 
начертательной геометрии, способствующей объективной оценке знаний 
студентов, является комбинированная форма, когда студенты вначале вы-
полняют письменную работу по индивидуальным заданиям (билетам), а 
затем защищают ее в беседе с экзаменатором. 
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Глава 3 
МЕТОД ПРОЕКЦИЙ 

 
 

3.1. Центральное проецирование 
 
Законы перехода трехмерного объекта к его плоскому изображению 

(чертежу) и от чертежа к его оригиналу составляет метод проекций [7]. 
Пусть в пространстве задана плоскость П1, которую будем называть 

плоскостью проекций. 
Выберем какую-либо точку S, не лежащую на плоскости проекций. 

Эту точку будем называть центром проецирования. 
Заданную точку А пространства будем проецировать на плоскость 

проекций П1. Для этого через точку А из центра проекций S проведем пря-
мую l. Эта прямая будет называться проецирующей прямой. Затем нахо-
дим точку пересечения А1 проецирующей прямой SA с плоскостью проек-
ций П1. Точка А1 будет называться проекцией точки А (рис 3.1). Анало-
гично выполним построение проекции В1 точки В. 

Очевидно, что каждой точке пространства будет однозначно соот-
ветствовать своя собственная проекция. Однако на рис. 3.2 мы видим, что 
проекцией точки А и точки С является точка пересечения их общей про-
ецирующей прямой с плоскостью проекций.  

 

 
 
         Рис. 3.1                                                          Рис. 3.2 

 
Следовательно, такое изображение не является взаимно однознач-

ным, и судить о положении точек А и С в пространстве по одной проекции 
нельзя. Потому что одним из требований, предъявляемых к чертежам, яв-
ляется точное определение положения пространственного объекта по его 
изображению, по его проекциям. 
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3.2. Параллельное проецирование 
 

Если центр проецирования S∞ удален в бесконечность (рис. 3.3), то 
проецирующие лучи станут параллельны друг другу. Такое проецирование 
называется параллельным.  

Проецирующие лучи, исходящие из бесконечности, могут быть на-
клонены под любым углом к плоскости проекций.  

При заданном аппарате проецирования можно построить параллельную 
проекцию любой точки пространства. Для этого через заданную точку А 
проведем проецирующую прямую, параллельную направлению s, и найдем 
точку А1 – точку пересечения этой прямой с плоскостью проекций П1. 

Через точку А параллельно заданному направлению в пространстве 
можно провести только одну прямую, следовательно, каждая точка про-
странства имеет одну и только одну параллельную проекцию. 

Точки А и В принадлежат одному и тому же проецирующему лучу, 
параллельному направлению s (рис. 3.4). Поэтому проекции этих точек В1 
и А1 совпадают. Отсюда следует, что по одной заданной проекции поло-
жение в пространстве точек В и А определить невозможно. 

 

 
 

                          Рис. 3.3                           Рис. 3.4 
 

3.3. Ортогональное (прямоугольное) проецирование 
 

Ортогональное (прямоугольное) проецирование является частным 
случаем параллельного проецирования, при котором направление проеци-
рования s выбирается перпендикулярным плоскости проекций П1, т.е. 
s ⊥ П1 (рис. 3.5). 

Такое проецирование является наиболее простым и удобным из всех 
других существующих видов проецирования. Оно обеспечивает простоту 
определения проекций геометрических объектов, а также позволяет сохра-
нить на проекциях их форму и размеры.  
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Рис. 3.5 

 
Прямоугольное проецирование имеет те же недостатки, что и цен-

тральное и параллельное проецирование: одна прямоугольная проекция 
не дает возможности определить положение геометрического объекта в 
пространстве. 

Для того чтобы получить так называемый «обратимый чертеж», ко-
торый позволит определить любые геометрические параметры объекта, 
надо иметь хотя бы две, связанные между собой, прямоугольные проек-
ции. 

 

3.4. Проекции точки 
 

Проецирование будем вести на три взаимно перпендикулярные плос-
кости (рис. 3.6): 

П1 – горизонтальная плоскость проекций; 
П2 – фронтальная плоскость проекций; 
П3 – профильная плоскость проекций. 
Линии пересечения этих плоскостей называют осями проекций (ко-

ординатными): 
ОХ – ось абсцисс; 
ОУ – ось координат;  
ОZ – ось аппликат, 

и рассматривают как систему прямоугольных декартовых координат с цен-
тром О. 

Для получения прямоугольных проекций точки А необходимо из 
этой точки опустить перпендикуляры на плоскости проекций. Основания 
перпендикуляров и будут являться проекциями данной точки: 

А1 – горизонтальная проекция точки; 
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А2 – фронтальная проекция точки; 
А3 – профильная проекция точки. 
Для получения более удобного чертежа необходимо совместить 

плоскости проекций П1 и П3 вместе с изображением на них данной точки А 
с плоскостью проекций П2 поворотом их вокруг осей ОХ и ОZ в направле-
нии, указанном стрелкой (рис. 3.6). Такой совмещенный чертеж называется 
эпюром (от франц. epurer – очищенный) (рис. 3.7).  

 

 
 
           Рис. 3.6                                 Рис. 3.7 

 
Из чертежа видно, что горизонтальная и фронтальная проекции точки 

лежат на одном перпендикуляре к оси ОХ, а фронтальная и профильная 
проекции – на одном перпендикуляре к оси ОZ. 

Прямая, которая соединяет на чертеже две проекции одной и той же 
точки, называется линией связи. 

А2А1 – всегда перпендикулярна оси ОХ; 
А2А3 – всегда перпендикулярна оси ОZ. 
Расстояния от заданной точки А до плоскостей проекций определя-

ются ее координатами: 
АА3 – абсцисса точки А; 
АА2 – ордината точки А; 
АА1 – аппликата точки А. 
Каждая проекция точки определяется двумя координатами: А1 (x, у); 

А2(x, z); А3 (у, z), а две любые проекции определяются тремя координа-
тами, следовательно, для задания точки достаточно двух проекций. 

Если все три координаты точки отличны от нуля, точка находится в 
пространстве (рис. 3.6, 3.7). 
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Если одна из координат равна нулю, точка находится в плоскости 
проекций, например, точка В лежит в плоскости П1, поэтому координата 
z = 0 (рис. 3.8). 

Если точка лежит на оси, то нулю равны две ее координаты (точка С 
лежит на оси ОZ, рис. 3.8). Координаты хс и ус равны 0. 

Если все три координаты равны нулю, точка совпадает с началом 
координат. 

По двум известным проекциям всегда можно построить третью 
(рис. 3.9). 

 

 
 
      Рис. 3.8                    Рис. 3.9 

 
Например, чтобы построить профильную проекцию А3 точки А по 

данным горизонтальной А1 и фронтальной А2 проекциям, необходимо: 
1) из точки А1 провести прямую, перпендикулярную ОУ, до пересе-

чения с ней в точке Ау1; 
2) из точки Ау1 провести прямую под углом 45° к оси проекций ОУ1 

до пересечения с осью ОУ3; 
3) из полученной точки Ау3, восстановить перпендикуляр к оси ОУ3; 
4) из фронтальной проекции А2 провести прямую, перпендикуляр-

ную к оси ОZ, и продолжить ее до пересечения с построенной ранее пря-
мой из точки Ау3. На пересечении этих прямых находится искомая проек-
ция А3 точки А. Проекцию А3 можно найти так, как показано на рис. 3.10, 
т.е. отложить от точки Аz отрезок, равный координате у; 

5) на рис. 3.11 построена горизонтальная проекция А1 точки А, если 
известны фронтальная и профильная проекции точки А с помощью посто-
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янной прямой чертежа. Ее проводят под углом 45° к вертикальной или го-
ризонтальной линии связи (рис. 3.10, 3.11). 

Часто для решения задач бывает достаточно иметь на чертеже только 
две прямоугольные проекции предмета. В этом случае для получения чер-
тежа берут две взаимно перпендикулярные плоскости проекций – горизон-
тальную П1 и фронтальную П2. Такой метод был изложен Г. Монжем, по-
этому иногда называется методом Монжа. 

Пересекаясь между собой, плоскости П1 и П2 делят пространство на 
четыре части, которые называются четвертями. Их нумеруют в порядке, 
указанном на рис. 3.12. 

 

 
 
    Рис. 3.10                       Рис. 3.11 

 

 
 

Рис. 3.12 
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Ось проекций делит каждую из плоскостей проекций на две полу-
плоскости – полы: плоскость проекций П1 – на переднюю и заднюю полы, 
плоскость П2 – на верхнюю и нижнюю полы. Фронтальная проекция точки 
А, находящейся в первой четверти, окажется над осью ОХ, горизонтальная 
– под осью ОХ (рис. 3.13). 

 

 
 

Рис. 3.13 
 

При переходе от пространственного изображения к эпюру, т.е. при 
совмещении горизонтальной плоскости с фронтальной передняя пола 
плоскости П1 будет перемещаться на 90° вокруг оси ОХ вниз, а задняя по-
ла – вверх. Поэтому фронтальная и горизонтальная проекции точки, нахо-
дящейся во второй четверти, окажутся над осью ОХ (рис. 3.14). 

 

 
 

Рис. 3.14 

 
Фронтальная проекция точки, находящейся в третьей четверти, ока-

жется под осью ОХ, а горизонтальная – над осью ОХ (рис. 3.15), фрон-
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тальная и горизонтальная проекции точки, находящейся в четвертой чет-
верти, – под осью ОХ (рис. 3.16).  

 

 

 
Рис. 3.15 

 

 
 

Рис. 3.16 

 
Три плоскости проекций делят пространство на восемь октантов. Ну-

мерация октантов дана на рис. 3.17. 
Совмещая плоскости проекций также, как было показано ранее, мож-

но получить чертеж точки, расположенной в любом из восьми октантов 
(рис. 3.18). 

Считают, что наблюдатель, рассматривающий предмет, находится 
в I октанте. 

Приняв для отсчета координат точки систему, показанную на рис. 
3.17, составляют таблицу знаков координат во всех восьми октантах 
(табл. 3.1). 
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                                  Рис. 3.17                    Рис. 3.18 
 

Таблица 3.1 

Октант I II III IV V VI VII VIII 
x + + + + – – – – 
y + – – + + – – + 

Знаки 
координат 

z + + – – + + – – 
 

Любая точка пространства А, заданная координатами, будет обозна-
чаться: А (x, у, z). 

Пусть задана точка А (6, 4, 5). Эта запись означает, что положение 
точки А в пространстве определяется координатами x = 6, у = 4, z = 5. 

Построение изображения самой точки и ее проекций на пространст-
венной модели осуществляют следующим образом: на осях координат от 
точки О откладывают отрезки, соответственно равные 6, 4, 5 единицам 
длины (рис. 3.19).  

 
 

Рис. 3.19 
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На этих отрезках (ОАx, ОАу, ОАz), как на ребрах, строят параллеле-
пипед. Вершина его, противоположная началу координат, определяет по-
ложение заданной точки А. Из рис. 3.19 видно, что для определения поло-
жения точки А достаточно построить только три ребра параллелепипеда, 
например, ОАx, АxА1 и А1А. 

Эпюр точки представлен на рис. 3.20. 
 

 
 

Рис. 3.20 
 

На рис. 3.21 – 3.23 представлены наглядные изображения и эпюры 
точек, которые расположены во II, III, IV октантах. 

 

 
 

Рис. 3.21 
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Рис. 3.22 

 
 

Рис. 3.23 

 
Вопросы для самопроверки 

 
1. Как называются и обозначаются плоскости проекций? 
2. Какие значки координат имеют точки во всех восьми актантах? 
3. В чем заключается сущность метода Монжа? 
4. Как располагаются линии проекционной связи? 
5. Точки на комплексном чертеже. 
6. Правила построения недостающей третьей проекции точки. 
7. Построение проекции точек: А (30, 40, 10), В (25, 10, -40). 
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Глава 4 
КОМПЛЕКСНЫЙ ЧЕРТЕЖ ПРЯМОЙ ЛИНИИ 

 
 

4.1. Задание прямой 
 

Положение прямой линии в пространстве определяется двумя точ-
ками или точкой и направлением. Поэтому на эпюре прямую можно задать 
проекциями ее отрезка (рис. 4.1), проекциями некоторой произвольной 
части прямой, не указывая концевых точек этой части (рис. 4.2) или указы-
вая одну точку этой прямой (рис. 4.3). 

 

 

а                                б 
 

Рис. 4.1 

 

 
 
          Рис. 4.2                                                                  Рис. 4.3 
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Прямая общего положения не параллельна и не перпендикулярна ни 
одной из плоскостей проекций. 

На эпюре проекции прямой общего положения составляют с осями 
проекций произвольные углы, поэтому величина каждой проекции меньше 
истинной величины самой прямой (рис. 4.1). 

 

4.3. Прямая частного положения 
 

Прямые, параллельные или перпендикулярные плоскостям проек-
ций, называют прямыми частного положения. 

Прямая, параллельная какой-либо плоскости проекций, а с двумя 
другими плоскостями образующая произвольные углы, называется прямой 
уровня. Различают три линии уровня: 

1) прямую, параллельную горизонтальной плоскости проекций, на-
зывают горизонтальной, или горизонталью h; 

2) прямую, параллельную фронтальной плоскости проекций, назы-
вают фронтальной, или фронталью f; 

3) прямую, параллельную профильной плоскости проекций, назы-
вают профильной р. 

Каждая линия уровня будет проецироваться в натуральную величину 
на ту плоскость проекций, которой она параллельна, углы наклона (α, β, γ), 
которые эта прямая образует с двумя другими плоскостями проекций, так-
же будут проецироваться на эту плоскость без искажения (рис. 4.4 – 4.6). 

 

 
 

Рис. 4.4 
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Рис. 4.5 
 

 
 

Рис. 4.6 
 

На рис. 4.4 видно, что все точки горизонтальной прямой АВ удалены 
на одинаковые расстояния от плоскости П1, поэтому фронтальная проек-
ция любой горизонтали параллельна оси ОХ, а профильная проекция – па-
раллельна оси ОУ. Величина фронтальной и профильной проекций будут 
меньше натуральной величины самой прямой. 

Эти отличительные особенности характерны и для фронтальной, и 
профильной прямых. 

Прямые уровня могут принадлежать плоскостям проекций. Такие 
прямые называют нулевой горизонталью и нулевой фронталью (рис. 4.7). 

Прямые, перпендикулярные к одной из плоскостей проекций, а двум 
другим параллельные, называются проецирующими: 
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1) горизонтально-проецирующая – прямая, перпендикулярная к го-
ризонтальной плоскости проекций (рис. 4.8); 

2) фронтально-проецирующая – прямая, перпендикулярная к фрон-
тальной плоскости проекций (рис. 4.9); 

3) профильно-проецирующая – прямая, перпендикулярная к про-
фильной плоскости проекций (рис. 4.10). 

На рис. 4.8 – 4.10 видно, что проекции прямых, перпендикулярных к 
плоскостям проекций, на этих плоскостях представляют собой точки, а на 
тех плоскостях, которым прямые параллельны, проекции прямых будут 
перпендикулярны к осям и равны по величине самим прямым. 

 

 
 

Рис. 4.7 

 

 
 

Рис. 4.8 
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Рис. 4.9 

 

 
Рис. 4.10 

 

4.4. Принадлежность точки прямой. 
Деление отрезка прямой линии в данном отношении 
 

Если точка лежит на прямой, то ее проекции будут лежать на одно-
именных проекциях этой прямой. 

На рис. 4.11 изображена прямая и три точки А, В и С. Точка А при-
надлежит прямой l, т.к. А2 ∈ l2, А1 ∈ l1, точки С и В – не принадлежат, т.к. 
С1 ∉ l1, а В2 ∉ l2. 

На рис. 4.12 показано построение точки С, принадлежащей профиль-
ной прямой АВ, если известна фронтальная проекция точки С. Для по-
строения неизвестной горизонтальной проекции используется профильная 
проекция А3В3  отрезка прямой АВ. 
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Чтобы разделить отрезок прямой в данном отношении, достаточно 
разделить в этом отношении одну из проекции заданного отрезка, а потом 
с помощью линии связи перенести делящую точку на другие проекции от-
резка. 

 

 
 
      Рис. 4.11                                                                   Рис. 4.12 

 
На рис. 4.13 точка С делит отрезок АВ в отношении 2:3. Для этого 

из точки А проведена вспомогательная прямая, на которой отложено 
5 равных отрезков произвольной длины. 

 

 
 

Рис. 4.13 
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Если необходимо разделить отрезок профильной прямой АВ точкой 
С заданной фронтальной проекцией С2, то выполняют следующие по-
строения: из точки В1 проводят произвольную вспомогательную прямую, 
откладывают на ней В11 = В2С2 и 1-2 = С2А2. Соединяют точки 2 и А1 и па-
раллельно прямой 2-А1 через точку 1 проводят прямую до пересечения с 
А1В1 в точке С1. Это и будет недостающая проекция точки С (рис. 4.14). 

 

 
 

Рис. 4.14 
 

4.5. Определение длины отрезка прямой общего положения и углов 
 

Для определения натуральной величины отрезка прямой общего 
положения необходимо построить на чертеже прямоугольный треуголь-
ник, одним катетом которого является проекция отрезка на какую-либо 
плоскость проекций, а величина другого катета равна разности расстоя-
ний концов отрезка от этой плоскости проекций. Натуральная величина 
отрезка прямой будет равна гипотенузе этого треугольника. Угол между 
катетом-проекцией и гипотенузой равен углу наклона отрезка к этой 
плоскости проекций. 

На рис. 4.15 показано проецирование отрезка АВ на горизонтальную 
плоскость П1. Через точку А проведена прямая АВ, параллельная горизон-
тальной проекции отрезка А1В1. В полученном прямоугольном треуголь-
нике АВВ' катет АВ' равен проекции А1В1, а ВВ' – разности расстояний 
концов отрезка от плоскости проекций П1(∆Ζ). Гипотенуза этого треуголь-
ника равна длине отрезка АВ. Угол α в треугольнике АВВ' является углом 
наклона отрезка прямой АВ к плоскости П1. 
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Рис. 4.15 
 

Для определения угла наклона отрезка прямой АВ на фронтальной 
плоскости проекций П2 строят прямоугольный треугольник аналогичным 
путем: через точку В проводят прямую ВА', параллельную А2В2. Катет 
ВА' = А2В2, а второй катет АА' равен ∆у – разности расстояний точек А и В 
от плоскости П2 (рис. 4.16).  

 

 
 

Рис. 4.16 
 

Угол β в этом же треугольнике А'ВА является углом наклона прямой 
АВ к плоскости П2. 
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4.6. Следы прямой линии 
 

Прямая общего положения пересекает все плоскости проекций. 
Точки пересечения прямой линии с плоскостями проекций называют 
следами прямой. Точка М – горизонтальный след прямой, точка N – 
фронтальный. Горизонтальная проекция М1 горизонтального следа пря-
мой совпадает с самим следом – точкой М, а фронтальная проекция это-
го следа М2 лежит на оси ОХ (рис. 4.17). Фронтальная проекция N2 
фронтального следа прямой совпадает с точкой N, а горизонтальная про-
екция N1 лежит на оси ОХ. 

Для построения горизонтального следа М прямой необходимо про-
должить фронтальную проекцию прямой до пересечения с осью ОХ и в 
этой точке восставить перпендикуляр до пересечения с горизонтальной 
проекцией прямой. 

 

 
 

Рис. 4.17 

 
Для построения фронтального следа прямой продолжаем горизон-

тальную проекцию прямой до пересечения с осью ОХ и восставляем 
перпендикуляр к оси до пересечения с фронтальной проекцией прямой. 
С помощью этих правил на рис. 4.18, 4.19 построены следы прямых 
а и b. 

Так как следы прямых – точки, в которых прямая переходит из од-
ной четверти в другую, то они позволяют определить ее видимость. Та 
часть прямой, которая расположена в пределах первого октанта, будет ви-
димой. Проекции видимой части прямой изображаются сплошными ли-
ниями, а невидимой – штриховыми. 

На рис. 4.20 показано построение следов прямой а в системе трех 
плоскостей проекций. 
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                Рис. 4.18                                                                 Рис. 4.19 

 

 
 

Рис. 4.20 

 
Построение горизонтального и фронтального следов выполняют по 

правилам, указанным выше. Профильный след Р находят как точку пере-
сечения прямой а с профильной плоскостью проекций. Профильная проек-
ция профильного следа прямой совпадает с самим следом, горизонтальная 
проекция этого следа Р1 лежит на оси ОУ, а фронтальная проекция Р2 ле-
жит на оси ОZ. Чтобы построить профильный след прямой, продолжают 
фронтальную проекцию прямой а до пересечения с осью OZ. Отмечают 
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точку Р2 и из этой точки проводят перпендикуляр к оси OZ до пересечения 
с профильной проекцией прямой. Эта точка и будет искомым следом Р, с 
которым совпадает Р3. Горизонтальная проекция Р1 определяется как пере-
сечение горизонтальной проекции прямой с осью ОУ (рис. 4.21). 

 

 
 

Рис. 4.21 
 

4.7. Взаимное положение прямых 
 
Прямые в пространстве могут занимать различное взаимное положение. 

Они могут быть параллельными, пересекающимися и скрещивающимися. 
Если прямые в пространстве пересекаются, то на эпюре их одно-

именные проекции пересекаются, и точки пересечения проекций этих пря-
мых лежат на одной линии связи (рис. 4.22). 

Если прямые в пространстве параллельны, то на эпюре их одноимен-
ные проекции параллельны. На рис. 4.23 изображены прямые общего по-
ложения АВ и СD. Их горизонтальные и фронтальные проекции парал-
лельны между собой, и можно утверждать, что и в пространстве эти пря-
мые параллельны. Но для профильных прямых этого условия недостаточ-
но. Для определения их взаимного положения необходимо построить про-
фильные проекции прямых. На рис. 4.24 горизонтальные и фронтальные 
проекции прямых CD и EF параллельны, но эти прямые не параллельны, 
что следует из взаимного положения их профильных проекций. 
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Рис. 4.22 
 

 
 

Рис. 4.23                                                              Рис. 4.24 
 

Если прямые в пространстве не пересекаются и не параллельны ме-
жду собой, то такие прямые называются скрещивающимися. На эпюре 
точки пересечения одноименных проекций скрещивающихся прямых не 
лежат на одной линии связи. Эти точки не являются общими для прямых 
(рис. 4.25). Точка пересечения одноименных проекций скрещивающихся 
прямых является на эпюре проекцией двух конкурирующих точек, принад-
лежащих заданным прямым. 

Конкурирующие точки – это точки, лежащие на одном перпендику-
ляре к плоскости проекций. На эпюре (рис. 4.25) горизонтальные проекции 
конкурирующих точек 11 и 21 совпадают, но точка 1 принадлежит прямой 
АВ, а точка 2 – прямой СD. 
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Рис. 4.25 
 

Из чертежа видно, что расстояния от плоскости П1 до точек 1 и 2 
различны. Фронтальная проекция перпендикуляра, обозначенная стрелкой, 
позволяет определить, какая из точек расположена ниже. В данном приме-
ре точка 2, лежащая на прямой CD, расположена выше, чем точка 1, лежа-
щая на прямой АВ. Следовательно, прямая CD проходит под прямой АВ. 

Точке пересечения фронтальных проекций соответствуют точки 3 и 
4, расположенные на прямых АВ и CD. Горизонтальная проекция перпен-
дикуляра, отмеченная стрелкой, позволяет определить, какая из этих точек 
ближе к наблюдателю. Из чертежа видно, что точка 3 расположена ближе к 
наблюдателю, чем точка 4. Поэтому прямая АВ проходит перед CD. 
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4.8. Проекции плоских углов 
 
Плоский угол проецируется на плоскость проекций в натуральную 

величину, если его стороны параллельны этой плоскости проекций. 
Для того чтобы прямой угол проецировался на плоскость в нату-

ральную величину, необходимо и достаточно, чтобы одна из его сторон 
была параллельна, а другая не перпендикулярна плоскости проекций. Изо-
браженный на рис. 4.26 угол АВС – прямой, т.к. одна его сторона АВ па-
раллельна плоскости проекций П1, на которую он спроецировался в виде 
прямого угла, т.е. в натуральную величину.  

 

 
Рис. 4.26 

 
Вопросы для самопроверки 

 
1. Выполнить чертежи линий уровня и назовите их свойства. 
2. Выполнить чертежи проецирующих прямых и назовите их свой-

ства. 
3. Выполнить чертежи прямой общего положения. Определение на-

туральной величины прямой и углы ее наклона к плоскостям проекций. 
4. Принадлежность точки прямой. Деление отрезка прямой в задан-

ном отношении. 
5. Следы прямой. Правила их построения. 
6. Выполнить чертежи скрещивающихся, пересекающихся и парал-

лельных прямых. 
7. Правила проецирования прямого угла. Построить на ортогональ-

ном чертеже прямую, перпендикулярную прямой общего положения. 
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Глава 5 
КОМПЛЕКСНЫЕ ЧЕРТЕЖИ ПЛОСКОСТИ 

 
 

5.1. Изображение плоскости на чертеже 
 

Что такое плоскость? Из геометрии известно, что плоскость пред-
ставляет собой бесконечную поверхность, которая на всем своем протяже-
нии имеет одинаковое направление. Примером получения плоскости в 
пространстве может служить параллельное перемещение одной прямой по 
второй неподвижной прямой. Простейшими плоскостями считаются пло-
ские геометрические фигуры (треугольник, круг и т.п.). 

Плоскость на чертеже может быть задана (рис. 5.1):  
− проекциями трех точек, не лежащих на одной прямой (рис. 5.1, а); 
− проекциями отрезка прямой и точкой, не лежащей на прямой 

(рис. 5.1, б); 
− проекциями двух пересекающихся отрезков прямых (рис. 5.1, в); 
− проекциями двух отрезков параллельных прямых (рис. 5.1, г); 
− проекциями плоской фигуры (треугольника) (рис. 5.1, д). 

 

 
 

Рис. 5.1 
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Соединяя проекции точек на первых четырех рисунках, можно пе-
рейти к изображению в виде треугольника или других плоских фигур. 

На рис. 5.1, е изображена в пространстве плоскость, заданная тре-
угольником АВС. Эта же плоскость показана на чертеже (рис. 5.1, д) двумя 
ее проекциями. 

Плоскость на чертеже также может быть задана следами плоскости. 
Следами плоскости называются линии пересечения плоскости с плоско-
стями проекций (рис. 5.2, а, б). 

Плоскость Р (рис. 5.2) образует с плоскостями проекций П2 и П1 
трехгранный угол, величина которого находится в пересечении следов. 
Две грани этого угла совпадают с плоскостями проекций и находятся 
между осью Х и следами плоскости (hop и fop), а третий угол – между 
следами hop и fop, который всегда меньше суммы двух других углов. Это 
значит, что на чертеже угол, заключенный между следами hop и fop 
(рис. 5.2, б), всегда больше угла между этими следами в пространстве 
(рис. 5.2, а). 

На рис. 5.2, а показаны горизонтальный hop и фронтальный fop следы. 
Точка пересечения следов, расположенная на оси Х, называется точкой 
схода следов (ХР). Так как след плоскости является прямой, лежащей в 
плоскости проекций, то горизонтальная проекция фронтального следа f1p 
будет находиться на оси Х. Здесь же будет находиться и фронтальная про-
екция h2P горизонтального следа плоскости Р. Обычно эти проекции следов 
не используются при решении задач и поэтому их можно не изображать и 
не обозначать. 

Целесообразно следы плоскости обозначить на чертежах по наиме-
нованию самих плоскостей проекций (П1, П2) или по обозначению их ин-
дексов, например, Рп1 и Рп2, или же Р1 и Р2 (рис. 5.3). Такое обозначение бо-
лее удобно при решении задач. Следует иметь в виду, что со следами 
плоскости совпадают (сливаются) их проекции. Так с горизонтальным сле-
дом плоскости Г1 совпадает горизонтальная проекция этого следа, а с 
фронтальным следом плоскости Г2 – фронтальная проекция. 

Построение следов плоскости Г, заданной двумя пересекающимися 
прямыми а ∩ b (а1 ∩ b1 и а2 ∩ b2) показано на рис. 5.4. Чтобы построить 
фронтальный след плоскости Г2, необходимо найти фронтальные следы N и 
N' прямых а и b. Здесь же будут находиться и их фронтальные проекции N2 

и N2'. Соединив данные следы прямой линией, получим фронтальный след 
плоскости Г2. Определив горизонтальные следы М ≡ М1 и М' ≡ М'1 прямых а 
и b и соединив их прямой линией, получим горизонтальный след плоскости 
Г1. Из рис. 5.4 видно, что для построения следа Г1 достаточно найти один 
след М прямой а и соединить эту точку с точкой схода следов Гх. 
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     а                                                            б  
 
                                   Рис. 5.2                                                      Рис. 5.3 

 

 

 
Рис. 5.4 
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5.2. Прямая и точка в плоскости 
 
Прямая принадлежит плоскости, если она проходит через две точки, на-

ходящиеся в этой плоскости, или если она проходит через одну точку плоско-
сти и параллельна прямой, принадлежащей данной плоскости (рис. 5.5).  

 

 
 

Рис. 5.5 
 

На рис. 5.5, а плоскость Р задана двумя пересекающимися прямыми 
а и b. Чтобы прямая принадлежала этой плоскости, необходимо на прямых 
а и b взять точки, например, С и D, и через них провести прямую m. На 
рис. 5.5, б прямая n принадлежит плоскости, т.к. она проходит через точку 
D, принадлежащую плоскости а ∩ b, и параллельна прямой а.  

Точка принадлежит плоскости, если она принадлежит прямой, нахо-
дящейся в этой плоскости. На рис. 5.6 показано построение проекции точ-
ки D на чертеже, заданном треугольником АВС. 

 

 
 
                                  Рис. 5.6                   Рис. 5.7 

 
Для решения задачи проводим в плоскости, заданной треугольником 

АВС, прямую n (n1 и n2), проходящую через произвольно выбранные точки 
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А и 1 (А111 и А212), принадлежащие плоскости треугольника. На прямой n 
в произвольном месте берем точку D. Фронтальная проекция точки D2 на-
ходится на фронтальной проекции прямой m2, а горизонтальная проекция 
точки D1 – на горизонтальной проекции прямой n1. Точку D можно было 
взять и на любой из сторон треугольника АВС. 

Чтобы построить проекции точки D, принадлежащей плоскости Р, 
заданной следами (см. рис. 5.7), проводим в этой плоскости произвольно 
фронтальную и горизонтальную проекции прямой MN (M1N1 и M2N2), 
принадлежащей плоскости Р, и на соответствующих проекциях прямой 
отмечаем проекции точек D2 и D1. 

 
5.3. Главные линии плоскости 

 
К главным линиям плоскости относятся горизонтали (h), фронтали 

(f), профильные прямые (p) и линии наибольшего наклона к плоскостям 
проекций. 

Горизонталью h (h1 и h2) плоскости называется прямая, лежащая в дан-
ной плоскости и параллельная горизонтальной плоскости проекций (рис. 5.8). 
Так как горизонталь плоскости параллельна горизонтальной плоскости про-
екций П1, то фронтальная ее проекция будет параллельна оси Х. Для по-
строения проекций горизонтали проводим через точку А2 прямую параллель-
ную оси Х. Это будет фронтальная проекция горизонтали (h2). Горизонталь-
ную проекцию горизонтали (h1) находим по линии связи. 

 

 
а                                                    б 

 
             Рис. 5.8                                                         Рис. 5.9 
 

На рис. 5.9 показано наглядное изображение плоскости Р (Р1 и Р2) и 
горизонтали h с ее проекциями h2 и h1. При построении проекций горизон-
тали на чертеже плоскости, заданной следами Р1 и Р2 (рис. 5.9, а, б), прово-
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дим через произвольно выбранную точку N (проекция N2) на следе Р2 пря-
мую m параллельно оси Х. Горизонтальная проекция горизонтали (h1) 
пройдет через точку N1 параллельно горизонтальному следу Р1. 

Фронталью плоскости f (f1 и f2) называется прямая, лежащая в данной 
плоскости и параллельная фронтальной плоскости проекций. Горизонталь-
ная проекция фронтали на чертеже параллельна оси Х, а фронтальную про-
екцию фронтали находим при помощи линии связи (рис. 5.10). 

На рис. 5.11, а показано наглядное изображение плоскости Г (Г1 и Г2) 
и фронтали f c ее проекциями f1 и f2, а на рис. 5.11, б представлен чертеж 
плоскости, изображенный следами с ее горизонтальной и фронтальной 
проекциями фронтали. 

 

 а                                                       б 
 
     Рис. 5.10                                  Рис. 5.11 
 
Профильной прямой р (р1, р2, р3) называется прямая линия, принад-

лежащая плоскости и параллельная профильной плоскости проекций (рис. 
5.12). 

В этом случае фронтальная и горизонтальная проекции профильной 
прямой р (Е1F1 и Е2F2) параллельны П3, а профильная проекция Е3F3 = ЕF, 
т.е. равняется натуральной величине отрезка ЕF. 

Линиями наибольшего наклона плоскости к плоскостям проекций 
(горизонтальной, фронтальной и профильной) называются прямые, при-
надлежащие этой плоскости и перпендикулярные к фронталям, горизонта-
лям, профильным прямым плоскости или же к соответствующим следам 
плоскости. Линию наибольшего наклона к горизонтальной плоскости про-
екций чаще всего называют линией ската.  
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Рис. 5.12 
 

Так, если в точку А плоскости Г (рис. 5.13, а) поместить шарик, то 
траектория его движения определится прямой линией АМ (А1М1, А2М2), 
т.е. линией ската, перпендикулярной к горизонтали h (h1, h2), а также к го-
ризонтальному следу Г1 плоскости Г. 

Чтобы в плоскости Г (Г1, Г2) (рис. 5.13, б), заданной следами, провес-
ти линию ската, необходимо на этой плоскости взять произвольную точку 
А (А1, А2) и через ее горизонтальную проекцию А1 точки А провести ли-
нию, перпендикулярную к горизонтальному следу, что тоже самое и к го-
ризонтальной проекции горизонтали (h1). Прямой угол между h1 и M1N1' 
спроецируется на горизонтальную плоскость проекций без искажения, т.к. 
одна из его сторон, а именно горизонталь, параллельна горизонтальной 
плоскости проекций, но h1 параллельна Г1, следовательно, угол между Г1 и 
M1N1 тоже прямой. 

Как видно из рис. 5.13, а, линейный угол АМ1А1, заключенный меж-
ду линией ската АМ1 и ее горизонтальной проекцией М1А1, равняется дву-
гранному углу, образованному плоскостями Г и П1. 

Чтобы определить угол наклона плоскости, заданной треугольником 
АВС к плоскости проекций П1 (рис. 5.14), необходимо выполнить следую-
щее: провести в плоскости треугольника АВС горизонталь h (h1 и h2), затем 
из точки В1 провести горизонтальную проекцию линии ската (В1К1) перпен-
дикулярно к горизонтальной проекции горизонтали и по линии связи опреде-
лить фронтальную проекцию линии ската (В2К2). Построив на горизонталь-
ной проекции линии ската В1К1 прямоугольный треугольник В1К1В0, одним 
катетом которого является горизонтальная проекция линии ската В1К1, а вто-
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рым – превышение (∆z) точки В (В2) над точкой К (К2) относительно гори-
зонтальной плоскости проекций, получим угол α, заключенный между гори-
зонтальной проекцией линии ската и ее натуральной величиной. Это и есть 
угол наклона треугольника АВС к плоскости проекций П1. 

 

 
           а                                                                         б 
 

Рис. 5.13 
 
Определение угла наклона плоскости к плоскостям проекций П2 и П3 

определяется аналогичным образом. Для этого необходимо провести 
фронталь в плоскости, а затем линию перпендикулярно к ней, или же про-
фильную прямую и перпендикуляр к ней. 

 

 
 

Рис. 5.14 
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5.4. Положение плоскости относительно плоскостей проекций 
 
Плоскость в пространстве может занимать относительно плоскостей 

проекций П1, П2, П3 следующие положения: наклонно ко всем плоскостям 
проекций – плоскость общего положения (рис. 5.2; 5.3), перпендикулярно к 
одной из плоскостей проекций – проецирующая плоскость, перпендику-
лярно одновременно к двум плоскостям проекций, т.е. параллельно к 
третьей плоскости проекций – плоскость уровня. 

Проецирующие плоскости: горизонтально-проецирующая (перпен-
дикулярна к П1), фронтально-проецирующая (перпендикулярна к П2), про-
фильно-проецирующая (перпендикулярна к П3). 

В горизонтально-проецирующей плоскости (рис. 5.15, а, б) фрон-
тальный след Г2 расположен перпендикулярно к плоскости проекций П1 и 
к оси ОХ, а горизонтальный след может быть расположен под любым уг-
лом, кроме прямого. Горизонтальный след обладает собирательным свой-
ством, т.е. любая точка, фигура, находящаяся в плоскости Г, всегда про-
ецируется на горизонтальный след Г1, это относится и к точке А (рис. 5.15, 
а, б), принадлежащей плоскости Г. 

 

 
 

Рис. 5.15 

 
На рис. 5.15, в изображен треугольник АВС, который занимает про-

ецирующее положение относительно плоскости проекций П1. Точка К 
принадлежит данному треугольнику. Фронтальная ее проекция К2 совпада-
ет с К (К2 ≡ К). Горизонтальная проекция К1 проецируется на горизонталь-
ную проекцию треугольника А1В1С1. Угол (β), заключенный между осью Х 
и горизонтальным следом плоскости Г1, а также между горизонтальной 
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проекцией треугольника А1В1С1 и осью Х есть угол наклона плоскостей Г 
и треугольника АВС к фронтальной плоскости проекций. 

Фронтально-проецирующие плоскости, изображенные наглядно Р 
(Р2, Р1), следами Р2, Р1 и треугольником ВСD (В1С1D1 и В2С2D2), показаны 
на рис. 5.16, а, б, в.  

 

 

 
Рис. 5.16 

 
В данном случае (рис. 5.16, а и б) горизонтальный след Р1 располо-

жен перпендикулярно П2 и оси Х. Точка В, находящаяся в плоскости Р, 
спроецируется обязательно на фронтальный след Р2. Треугольник ВСD 
(рис. 5.16, в) занимает проецирующее положение относительно плоскости 
проекций П2, поэтому фронтальная его проекция изобразится в виде отрез-
ка прямой В2С2D2.  

Угол α (рис. 5.16, б, в), заключенный между Р2 и осью Х, а также ме-
жду В2С2D2 и осью Х, есть угол наклона плоскостей Р и ВСD к плоскости 
проекций П1. 

Профильно-проецирующая плоскость показана на рис. 5.17. На рис. 
5.17, а показаны наглядное изображение профильно-проецирующей плос-
кости Ф, точка А, принадлежащая этой плоскости и ее проекции. Про-
фильная проекция точки А3 находится на профильном следе Ф3. На рис. 
5.17, б, в изображены профильно-проецирующие плоскости, заданные сле-
дами плоскости Ф (Ф1, Ф2, Ф3) и треугольником СDE (C1D1E1; C2D2E2; 
C3D3E3).  

Профильно-проецирующая плоскость, проходящая через ось Х, на-
зывается осевой, а если она делит двугранный угол между плоскостями 
проекций П1 и П2 пополам, то она еще называется биссекторной. 
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К плоскостям уровня относятся горизонтальная плоскость – парал-
лельная П1, фронтальная – параллельная П2 и профильная – параллельная 
П3. Эти плоскости уровня перпендикулярны одновременно к двум другим 
плоскостям проекций. Например, горизонтальная плоскость перпендику-
лярна одновременно к фронтальной и профильной плоскостям проекций. 

 

 
 

Рис. 5.17 
 

На рис. 5.18, а показано наглядное изображение горизонтальной 
плоскости Г (Г2, Г3) в системе плоскостей проекций П1, П2 и П3, а на рис. 
5.18, б – чертеж данной плоскости, изображенный фронтальным и про-
фильным следами  (Г1 и Г3). Показано также как точка А, находящаяся в 
плоскости Г, проецируется на плоскости проекций. 

 

 
 

Рис. 5.18 
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Горизонтальная плоскость, заданная треугольником АВС (рис. 5.18, в), 
изображена проекциями А1В1С1, А2В2С2 и А3В3С3. При этом фронтальная и 
профильная проекции изображаются отрезками прямых линий, а горизон-
тальная – треугольником, который равняется истинной величине треуголь-
ника АВС, т.к. он в пространстве занимает параллельное положение отно-
сительно плоскости проекций П1. 

На рис. 5.19, а и б изображена фронтальная плоскость Ф, где показа-
ны горизонтальный Ф1 и профильный Ф3 следы этой плоскости, а также 
проекции точки А, принадлежащей этой плоскости. В данном случае гори-
зонтальная и профильная проекции точки А совпадают с соответствующи-
ми следами. 

Проекции треугольника А1В1С1 и А2В2С2 также изображают фрон-
тальную плоскость треугольника АВС. Горизонтальная проекция А1В1С1 
проходит параллельно оси Х, тогда фронтальная проекция А2В2С2 проеци-
руется в натуральную величину А2В2С2=АВС. 

 

 
 

Рис. 5.19 
 

Вопросы для самопроверки 
 
1. Какими геометрическими фигурами может быть задана плос-

кость? Показать на комплексном чертеже. 
2. Построить в заданной плоскости точку и прямую. 
3. Построить главные линии плоскости (h, t, p). 
4. Вычертить чертежи проецирующих плоскостей и плоскостей 

уровня. 
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Глава 6 
ПЕРСПЕКТИВНАЯ КОЛЛИНЕАЦИЯ ПЛОСКИХ ПОЛЕЙ 

 
 
Евклидово пространство не содержит бесконечно удельных геомет-

рических элементов, т.е. параллельные прямые не имеют общей точки. 
Этот факт не обеспечивает полного взаимно однозначного точечного соот-
ветствия плоских полей при центральном проектировании. На рис. 6.1 по-
казаны два плоских поля а и а'. Из произвольно выбранного центра S 
спроецируем точки поля а и а'. Между точками данных двух плоских по-
лей устанавливается взаимно однозначное точечное соответствие. 

 

 
 

Рис. 6.1      Рис. 6.2 

 
Точка А ∈ а соответствует А' ∈ а', также В ∈ а соответствует В' ∈ а'. 

Обратно, точка А соответствует точка А, и т.д. Анализируя установленное 
соответствие, приходим к выводу, что любой точке плоского поля а соот-
ветствует единственная точка поля а' и обратно: любой точке поля а' соот-
ветствует единственная точка поля а. Такое точечное соответствие, уста-
новленное при помощи центрального проецирования, является взаимно 
однозначным. 

Точка Е = а ∩ а' является двойной точкой, т.к. принадлежит полю а' и 
а. Однако установленное взаимное однозначное точечное соответствие 
нельзя распространить в евклидовом пространстве на все точки. 

Рассмотрим это положение на примере (рис. 6.1). 
Через центр проекций S проведем проецируемый луч, параллельный 

с'. Этот луч пересечет поле а в точке D. Для полученной точки D не суще-
ствует соответственной точки на поле а'. Проделав аналогичную графиче-
скую работу для точки С' (SС' // а), также не сможем определить соответ-
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ственную ей точку С ∈ а. Поэтому необходимо дополнить все прямые и 
поля пространства-оригинала бесконечно удаленными (несобственными) 
точками. При таком дополнении устанавливается взаимно однозначное со-
ответствие двух точечных полей для всех точек. Поэтому точке D будет 
соответствовать несобственная точка DS' поля а', т.е. луч SD и поле а' 
имеют общую бесконечно удаленную точку. 

Несобственной точкой будем называть бесконечно удаленную точку 
пересечения параллельных прямых. Поэтому все параллельные прямые 
пространства пересекаются в одной бесконечно удаленной точке. Такое 
принятое допущение позволит установить однозначное точечное соответ-
ствие между двумя плоскими полями для любых точек без исключения.  

Итак, в пространстве, дополненном несобственными элементами, 
справедливы следующие положения: 

1. Каждые две прямые, лежащие в одной плоскости, всегда пересе-
каются (в собственной или несобственной точке). 

2. Две любые плоскости пространства всегда пересекаются (по соб-
ственной или несобственной прямой). 

3. Прямая и плоскость всегда пересекаются (в собственной или не-
собственной точке). 

Непрерывное множество точек какой-либо плоскости принято назы-
вать точечным полем этой плоскости. Аналогично установлено взаимно-
однозначного соответствия между точками двух прямых (см. рис. 6.1). 
Можно установить взаимно однозначное соответствие между точками двух 
плоских полей при проецировании в пространстве. При проецировании из 
центра S каждой точки А поля  плоскости-оригинала П на поле плоскости П' 
получим точку-проекцию А' (рис. 6.2), соответствующую точке-оригиналу 
А. Справедливо и обратное утверждение, что каждой точке-проекции А' по-
ля плоскости П' соответствует точка-оригинал А поля плоскости П. 

При установленном соответствии между прямой ВС поля П и прямой 
В'С' поля П' точке D прямой ВС соответствует D', лежащая на соответст-
вующей прямой В'С' и т.д. 

Линия SО пересечения плоскостей, принадлежащая одновременно 
обоим полям П и П', является двойной (т.к. соответствует сама себе) и на-
зывается осью соответствия. 

Установленное проецирование, т.е. взаимно однозначное соответст-
вие плоских полей, при котором прямой поля плоскости-оригинала соот-
ветствует прямая поля плоскости проекций, называется коллинеарным 
(или коллинеацией). 

Коллинеарное соответствие, установленное при помощи централь-
ного проецирования, называется перспективной коллинеацией. Частным 
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случаем перспективной коллинеации является перспективно-афинное 
(родственное) соответствие плоских полей, установленное параллель-
ным проецированием (когда центр проецирования находится в беско-
нечности). 

 
6.1. Теорема Дезарга 

 
Проецируя треугольник АВС, принадлежащий плоскости П на плос-

кости П', построим проекции А'В'С' на плоскости П'. Определим точки 10, 
20, 30 как точки пересечения соответственных сторон треугольника 
(рис. 6.3). 

Если два треугольника (АВС и А'В'С') расположены в пространстве 
так, что прямые, соединяющие соответственные вершины треугольника, 
пересекаются в одной точке (S), то соответственные стороны этих тре-
угольников пересекаются в точках, лежащих на одной прямой. 

Приведенная теорема называется теоремой Дезарга. Справедлива и об-
ратная теорема. Если соответственные стороны двух треугольников пересе-
каются в точках, лежащих на одной прямой, то прямые, соединяющие соот-
ветственные вершины этих треугольников, проходит через одну точку (S). 

Теорема Дезарга справедлива и для треугольников, лежащих в одной 
плоскости (рис. 6.4). 

 

 
 

Рис. 6.3     Рис. 6.4 

 
Теорема Дезарга будет применяться в дальнейшем при построении 

теней, перспективных изображений и их реконструкции. 
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Перспективно коллинеарное соответствие точек двух плоскостей не 
нарушается, если одну из плоскостей вращают вокруг оси коллинеации. 

При совмещении плоскостей П и П' в одну будет иметь место преоб-
разование точек одной плоскости в другие точки той же плоскости, при 
котором сохраняются все указанные выше свойства. Также взаимно одно-
значное преобразование проективной плоскости в себя называется гомоло-
гией, или гомологическим соответствием двух плоскостей. 

Все прямые, соединяющие соответственные точки, проходят через 
одну точку 3 – центр гомологии (см. рис. 6.4). Прямая, на которой пере-
секаются соответственные прямые (двойные точки), называется осью 
гомологии (30 ). 

 
6.2. Перспективно-аффинное соответствие (родственное) 

 
Перспективно-аффинное соответствие плоских полей является част-

ным случаем перспективной коллинеации и устанавливается параллель-
ным проецированием. Поэтому теорема Дезарга и свойства гомологии 
справедливы и для родственного проектирования. 

 

 
 

Рис. 6.5             Рис. 6.6 

 
Однако необходимо отметить, что родственное соответствие облада-

ет некоторыми особенностями, связанными с положением центра проек-
ций S. 

1. Параллельным прямым одной плоскости соответствуют парал-
лельные прямые второй плоскости. 

2. Отношение длин отрезков одной прямой равно отношению родст-
венных им отрезков. 
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Родственное соответствие двух совмещенных плоскостей может 
быть задано осью родственного S0 и двумя родственными точками 
(А, А'). 

Для того чтобы найти точку В', родственную произвольной точке В, 
проводят прямую АВ до пересечения с осью С0 и соединяют с А'. Прямая 
АС0 родственна А'С0. На прямой А'С0 должна находится искомая точка В', 
которую определяют, проведя прямую ВВ' параллельно направлению род-
ства, т.е. прямой АА'. 

Примером родственных фигур могут служить данная фигура и тень 
от нее на некоторую плоскость. 

На рис. 6.7 показано построение тени фигуры, принадлежащей плос-
кости П, на плоскость П'. Тень точки А на плоскости П' была задана (точка 
А'). Итак, имея две соответственные точки А и А' и ось родства S0, опреде-
ляем положение точек В', С', D', родственные точкам В, С, D. Построения 
видны из чертежа. 

 

 
 

Рис. 6.7 

 
Аффинное преобразование может быть установлено не только между 

двумя плоскими полями, но и в пространстве между двумя трехмерными 
геометрическими фигурами. 

При решении некоторых позиционных задач с участием поверхно-
стей вращения второго порядка бывает целесообразно эту поверхность 
аффинным преобразованием превратить в сферическую поверхность, что 
существенно упростит решение задачи. На примере (рис. 6.8) эллипсоид 

вращения ϕ преобразован в сферу ϕ'. Это позволяет найти точку пересе-
чения прямой ℓ с эллипсоидом, не вычерчивая всего очерка эллипсоида. L 
и L' – родственные прямые, а точка 3 является искомой точкой. 
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Рис. 6.8 

 
Вопросы для самопроверки 

 
1. Определение несобственных точек, прямых и плоскостей в про-

ективном пространстве. 
2. Основные свойства перспективной коллинеации. 
3. Теорема Дезарга. 
4. Гомология, определение 
5. Свойства перспективно-аффинного соответствия. 
6. Чем задается родственное соответствие? 
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Глава 7 
ПРЯМАЯ И ПЛОСКОСТЬ 

 
 

7.1. Прямая линия, параллельная плоскости 
 

Прямая линия относительно плоскости пространства может занимать 
следующие положения: находиться в плоскости, быть параллельной плос-
кости и пересекаться с плоскостью.  

Из геометрии известно, что прямая линия параллельна плоскости, 
если она параллельна любой прямой, находящейся в этой плоскости. Пусть 
требуется через точку D (D1, D2) провести прямую, параллельную плоско-
сти, заданной треугольником АВС (А1В1С1, А2В2С2) (рис. 7.1). 

В треугольнике АВС проводим произвольно отрезок ВК (В2К2 и 
В1К1), а через точку D (D1, D2) проводим прямую m, параллельную данно-
му отрезку, т.е. m2 К2В2, а m1 К1В1. Через данную точку D можно про-
вести бесчисленное множество прямых, параллельных плоскости тре-
угольника АВС, в т.ч. и параллельных сторонам треугольника. 

Если была бы поставлена задача провести через точку D прямую, па-
раллельную треугольнику АВС и фронтальной плоскости проекций, то в 
данном случае можно провести только одну прямую параллельную и тре-
угольнику и П2. Для этого в треугольнике проводим фронталь f (f1, f2), а че-
рез точку D (D1, D2) прямую n (n1, n2), соответственно параллельные n1 и f1, 
n2 и f2 (рис. 7.2). 

 

 
 

Рис. 7.1                       Рис. 7.2 

 
Если необходимо провести прямую, параллельную плоскости Р, за-

данной следами, необходимо в плоскости Р провести произвольно прямую 
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или горизонталь (фронталь), а затем провести проекции прямой, проходя-
щей через точку D (D2, D1), параллельные соответствующим проекциям 
прямых, взятых в плоскости Р (рис. 7.3). 

 

 
 

Рис. 7.3 

 
На рис. 7.3, а в плоскости Р проведен отрезок прямой MN (M1N1, 

M2N2) произвольно, а через точку D – прямая m (m1, m2), одноименные 
проекции которой параллельны проекциям отрезков, взятых в плоскости, 
т.е. m1 M1 N1, m2 M2 N2. 

На рис. 7.3, б в плоскости Р проведена горизонталь h (h1, h2), через D1 – 
прямая n1, параллельная h1, а через D2 – прямая n2, параллельная h2. 

 
7.2. Прямая линия, перпендикулярная плоскости 

 
Прямая линия перпендикулярна к плоскости, если она перпендику-

лярна к двум пересекающимся прямым этой плоскости (рис. 7.4). 
На комплексном чертеже легко построить проекции прямого угла 

между прямой общего положения и линией уровня (фронталью, горизон-
талью). На основании свойств прямого угла, т.е. прямой угол проецирует-
ся в натуральную величину, например, на П2, если одна из его сторон па-
раллельна этой плоскости проекций, т.е. является фронталью. Чтобы пря-
мой угол проецировался на П1 без искажения, необходимо, чтобы одна из 
его сторон была параллельна П1, т.е. должна быть горизонталью. На 
рис. 7.5 показано, как проведен перпендикуляр из точки К к фронтали и 
горизонтали. 
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Рис. 7.4             Рис. 7.5 

 
Если задать плоскость двумя пересекающимися прямыми, одна из 

которых будет фронталью, а вторая горизонталью, и провести из точки 
А2 перпендикуляр к А2В2, т.е. к фронтальной проекции фронтали, а из А1 
перпендикуляр к А1D1, т.е. к горизонтальной проекции горизонтали, то 
этот отрезок будет перпендикулярен к заданной плоскости АВ ∩ АD 
(рис. 7.6). 

Для того чтобы прямая была перпендикулярна к плоскости, необ-
ходимо и достаточно, чтобы на чертеже ее горизонтальная проекция бы-
ла перпендикулярна к горизонтальной проекции горизонтали, а фрон-
тальная проекция прямой – к фронтальной проекции фронтали. 

 

 
 

Рис. 7.6 

 
Пусть плоскость задана следами. С учетом того, что горизонтальная 

проекция горизонтали (h1) всегда параллельна горизонтальному следу Г1, а 
фронтальная проекция фронтали – фронтальному следу Г2, то чтобы из 
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точки К (К1, К2) провести прямую перпендикулярно к плоскости Г (рис. 
7.7), необходимо его горизонтальную проекцию провести перпендикуляр-
но к горизонтальному следу Г1, а фронтальную проекцию – перпендику-
лярно к фронтальному следу Г2. 

 

 
 

Рис. 7.7 

 
7.3. Прямая линия, пересекающаяся 
с плоскостью частного положения 

 
Точку пересечения (встречи) прямой линии с плоскостью частного 

положения определяют непосредственно из чертежа без дополнительных 
построений. Так как известно, что их следы обладают собирательным 
свойством, и любая точка, находящаяся в плоскости, обязательно проеци-
руется на один из следов плоскости, вторая проекция точки находится по 
линии связи. Подробно это рассмотрим на примере пересечения отрезка 
АВ с горизонтально-проецирующей плоскостью Г (рис. 7.8).  

Отрезок АВ пересекается с плоскостью Г (Г1, Г2) в точке К, горизон-
тальная ее проекция К1 находится на следе Г1 как точка, принадлежащая 
этой плоскости. Фронтальная проекция К2 определяется по линии связи 
(рис. 7.8, а и б). Часть отрезка КВ (К2В2) на фронтальной плоскости проек-
ций, а именно, за точкой пересечения К, закрыта плоскостью, поэтому она 
изображается штриховой линией. 

На рис. 7.8, в приведен пример определения точки пересечения пря-
мой m (m1, m2) с горизонтально-проецирующей плоскостью, заданной тре-
угольником АВС (А1В1С1, А2В2С2). 
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Рис. 7.8 

 
На рис. 7.9, а приведен пример нахождения точки пересечения пря-

мой а с фронтально-проецирующей плоскостью Г. Фронтальная проекция 
К2 находится на пересечении фронтальной проекции прямой а2 с фрон-
тальным следом Г2. Горизонтальная проекция К1 определена по линии свя-
зи. Определение проекций точек пересечения прямой b с горизонтальной 
плоскостью Ф (Ф2) и прямой d с фронтальной плоскостью Λ (Λ1) показано 
на рис. 7.9, б и в. 

 

 
 

Рис. 7.9 

 



 91 

7.4. Пересечение плоскости частного положения 
с плоскостью общего положения 

 
Рассмотрим построение линии пересечения плоскости общего поло-

жения Г и проецирующей Р, заданных следами (рис. 7.10). 
 

 
 

Рис. 7.10 
 
Из наглядного изображения (рис. 7.10, а) видно, что на пересечении го-

ризонтальных следов плоскостей Г и Р (Г1 и Р1) находится горизонтальный 
след линии пересечения этих плоскостей М и его горизонтальная проекция 
М1. На пересечении фронтальных следов Г2 и Р2 находится фронтальный след 
линии пересечения N и его проекция N2. Соединив одноименные проекции 
точек М и N, получим фронтальную и горизонтальную проекции линии пере-
сечения М2N2 и М1N1, причем последняя совпадает с горизонтальным следом 
плоскости Р1. Это же решение показано на чертеже (рис. 7.10, б). 

Пример построения линии пересечения горизонтально-проецирую-
щей плоскости Г, заданной следами, и плоскости общего положения, за-
данной треугольником, приведен на рис. 7.11. 

На рис. 7.11, а показано наглядное изображение двух плоскостей с 
линией пересечения 12, на рис. 7.11, б это показано на чертеже. Горизон-
тальная проекция линии пересечения 1121 в таких случаях находится все-
гда на горизонтальном следе. 

Построение линии пересечения плоскости общего положения Р и 
плоскости уровня, в частности горизонтальной плоскости Г, показано на 
рис. 7.12. 
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Рис. 7.11 
 

 
 

Рис. 7.12 

 
Так как плоскость Г (Г2) и плоскость проекций П1 параллельны меж-

ду собой, а общей пересекающей их плоскостью является плоскость Р (Р1, 
Р2), то линия пересечения плоскости Р и П1 есть горизонтальный след Р1, а 
плоскостей Г и Р – отрезок прямой линии NК (см. рис. 7.12, а). Они долж-
ны быть параллельны между собой (исходя из вышеизложенного), т.к. две 
параллельные плоскости одновременно пересекаются третьей плоскостью 
Р. Фронтальная  проекция линии пересечения совпадает с фронтальным 
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следом Г2 плоскости Г и проходит параллельно оси Х, горизонтальная про-
екция линии пересечения проходит параллельно горизонтальному следу 
Р1, к тому же отрезок NК является горизонталью. На рис. 7.12, б приведен 
чертеж пересечения плоскости общего положения Р (Р1, Р2) и горизонталь-
ной плоскости Г (Г2). 

 
7.5. Проведение плоскостей частного положения 

через прямую линию 
 
Для решения задач на определение точек пересечения прямой c раз-

личными плоскостями необходимо проводить дополнительные построе-
ния, такие, например, как проведение через прямую проецирующих плос-
костей или плоскостей уровня. Через прямую общего положения можно 
провести любую проецирующую плоскость (рис. 7.13, 7.14), а через пря-
мые, параллельные плоскостям проекций, можно провести как проеци-
рующие плоскости, так и плоскости уровня (рис. 7.14). 

 

 
 

Рис. 7.13         Рис. 7.14 

 
На рис. 7.13, а изображен отрезок прямой АВ общего положения, а 

на рис. 7.13, б через этот отрезок проведена фронтально-проецирующая 
плоскость Г (Г1, Г2). Через отрезок СD (рис. 7.14, а) проведена горизон-
тально-проецирующая плоскость Р (Р1, Р2), что изображено на рис. 7.14, б. 

Ниже показаны примеры проведения горизонтальной плоскости Ф, 
след Ф2 (рис. 7.15) и фронтальной Т – след Т1 (рис. 7.16) через соответст-
вующие отрезки прямых EF (E1F1, E2F2 ) и КМ (К1М1, К2М2).  



 94 

 
 

Рис. 7.15                  Рис. 7.16 

 
7.6. Пересечение прямой с плоскостью общего положения 

 

Рассмотрим порядок определения точки пересечения прямой m с 
плоскостью, заданной треугольником АВС (рис. 7.17) или следами Г (Г1, 
Г2) (рис. 7.18). 

 

 
 

Рис. 7.17                                          Рис. 7.18 

 
Чтобы определить точку пересечения прямой m с плоскостью, задан-

ной треугольником АВС, необходимо выполнить следующее: 
− провести через прямую m фронтально-проецирующую плоскость 

Р (Р2); 
− определить линию пересечения плоскости Р и треугольника АВС 

1, 2 (1222 и 1121); 
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− определить точку пересечения прямой m (m1, m2) с треугольником 
АВС. Эта точка находится на линии пересечения двух плоскостей Р и тре-
угольника АВС 1, 2 (1121 и 1222). Сначала определяем горизонтальную про-
екцию К1, а затем фронтальную – К2.  

В заключение необходимо определить видимые и невидимые части 
прямой m относительно плоскостей проекций П1 и П2, считая, что тре-
угольник АВС является непрозрачным. Для этого необходимо сравнить 
положение в пространстве двух конкурирующих точек, одна из которых 
принадлежит прямой m, а вторая – стороне треугольника АВС.  

При определении видимости прямой m относительно горизонтальной 
плоскости проекций, рассмотрим взаимное положение прямой m и сторо-
ны АВ треугольника АВС. В точке пересечения их горизонтальных проек-
ций m1 и А1В1 совпадают две горизонтальные проекции 31 и 41 точек 3 и 4. 
Точка 3 (31, 32) принадлежит стороне АВ (А1В1, А2В2) треугольника АВС, 
точка 4 (41, 42) принадлежит прямой m (m1, m2). По расположению фрон-
тальных проекций 32 и 42 этих точек устанавливаем, что точка 3 (31, 32) на-
ходится выше точки 4 (41, 42) относительно горизонтальной плоскости 
проекций П1. Это значит, что участок прямой линии m от точки пересече-
ния К (К1, К2) с треугольником АВС до точки 7 (41, 42) находятся под тре-
угольником. Следовательно, горизонтальная проекция отрезка К141 будет 
невидимой, и она изображена штриховой линией. 

При определении видимости прямой m относительно фронтальной 
плоскости проекций рассмотрим взаимное положение прямой m и стороны 
АС треугольника АВС. В точке пересечения их фронтальных проекций m2 
и А2С2 совпадают две фронтальные проекции 12 и 52 точек 1 и 5. Точка 1 
(11, 12) принадлежит стороне АС (А1С1, А2С2), точка 5 (51, 52) принадлежит 
прямой m (m1, m2). По расположению горизонтальных проекций 11 и 51 
этих точек замечаем, что точка 5 (51, 52) находится далее от плоскости про-
екции П2 и ближе к нам, чем точка 1 (11, 12). Это значит, что прямая m до 
точки пересечения К (К1, К2) с треугольником АВС находится перед тре-
угольником. Следовательно, фронтальная проекция m2 прямой m будет ви-
димой до точки К (К1, К2), а фронтальная проекция отрезка К222 будет не-
видимой и она изображена штриховой линией. 

При определении точки пересечения прямой m с плоскостью, задан-
ной следами Г1 и Г2 (рис. 7.18), необходимо также прямую m заключить в 
горизонтально-проецирующую плоскость Ф (Ф1 и Ф2) и найти их линию 
пересечения MN (M1N1 и M2N2). Фронтальная проекция точки пересечения 
прямой К2 будет находится на фронтальной проекции линии пересечения 
M2N2, горизонтальная проекция К1 находится при помощи линии связи.  
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7.7. Пересечение двух плоскостей общего положения. 
 

Линия пересечения двух плоскостей – это прямая, принадлежащая 
как одной, так и другой плоскости. Но положение любой прямой в про-
странстве определяется положением ее двух точек. Поэтому для построе-
ния линии пересечения двух плоскостей надо найти две точки, каждая из 
которых принадлежит обеим плоскостям. 

Рассмотрим построение линии пересечения двух плоскостей Г и Р, за-
данных следами (рис. 7.19, а – наглядное изображение, рис. 7.19, б – чертеж). 

 

 
 

Рис. 7.19 
 

На наглядном изображении (см. рис. 7.19, а) показана линия пересе-
чения этих плоскостей – MN. Она проходит через точку N, в которой пере-
секаются фронтальные следы Г2 и Р2, и точку М, в которой пересекаются 
горизонтальные следы Г1 и Р1. 

Точка N является фронтальным следом линии пересечения плоско-
стей, а точка М – горизонтальным следом линии пересечения. Одновре-
менно в этих точках находятся и соответствующие проекции этих следов 
N2 и M1. Так как точка N2 находится во фронтальной плоскости проекций, 
то горизонтальная проекция N1 будет находится на оси Х. Аналогично и с 
точкой М (М1 и М2). Соединяя прямыми линиями одноименные проекции 
точек М1 с N1 и М2 с N2, получим проекции прямой MN – линии пересече-
ния плоскостей Г и Р (рис. 7.19, б). 

При построении линии пересечения двух плоскостей общего поло-
жения, заданных непрозрачными треугольниками АВС и DEF (рис. 7.20), 
воспользуемся способом построения точек пересечения прямой линии с 
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плоскостью общего положения, т.е. в качестве прямых линий примем две 
стороны DE и FE треугольника DEF, и определим точки пересечения их с 
плоскостью, заданной треугольником АВС. 

 

 
 

Рис. 7.20 
 

Для нахождения точки пересечения стороны DE треугольника DEF 
проводим через DE фронтально-проецирующую плоскость Г (показан след 
Г2). Эта плоскость пересекает треугольник АВС по линии 12 (1222, 1121). На 
пересечении горизонтальной проекции стороны D1E1 и горизонтальной 
проекции линии пересечения 1121 находится горизонтальная проекция точ-
ки пересечения К1 стороны DE с треугольником АВС. Фронтальная проек-
ция К2 этой точки определена при помощи линии связи. 

Точка пересечения стороны EF (E1F1, E2F2) треугольника DEF с 
плоскостью, заданной треугольником АВС, определяется аналогичным об-
разом. Для этого через EF проводим фронтально-проецирующую плос-
кость Р (Р2). 
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Видимость участков треугольников определена таким же образом, 
как и в примере, приведенном на рис. 7.17. 

Видимость треугольников относительно горизонтальной плоскости 
проекции П1 определена при помощи конкурирующих точек 5 (51, 52) и 6 
(61, 62), находящихся на сторонах АВ (А1В1, А2В2) и DE (D1E1, D2E2) тре-
угольников. Точка 5 (51, 52) принадлежит стороне АВ (А1В1, А2В2) тре-
угольника АВС, а точка 6 (61, 62) – стороне DE (D1E1, D2E2) треугольника 
DEF. Горизонтальные проекции этих точек совпадают (51≡61), т.к. нахо-
дятся в точке пересечения горизонтальных проекций сторон А1В1 и D1E1. 
Фронтальная проекция 52, принадлежащая А2В2, находится выше фрон-
тальной проекции 62, принадлежащей D2E2. Следовательно, горизонталь-
ная проекция А1В1 будет видимой на П1.  

Относительно фронтальной плоскости проекций П2 видимость опре-
делена при помощи конкурирующих точек 4 (41, 42) и 7 (71, 72). Так как на 
П1 горизонтальная проекция 71 точки 7, принадлежащая стороне EF (E1F1, 
E2F2), расположена дальше от П2, т.е. ближе к нам, чем горизонтальная 
проекция 41 точки 4, принадлежащей стороне ВС (В1С1, В2С2), то видимой 
на П2 будет фронтальная проекция E2F2 стороны EF на участке Е2L. 

 
Вопросы для самопроверки 

 
1. Условия параллельности и перпендикулярности прямой и плос-

кости. 
2. Алгоритм решения задачи на определение точки пересечения 

прямой и плоскости. 
3. Последовательность решения задачи на построение линии пере-

сечения двух плоскостей (общий случай). 
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Глава 8 
ВЗАИМНОЕ ПОЛОЖЕНИЕ ДВУХ ПЛОСКОСТЕЙ 

 
8.1. Взаимно параллельные плоскости 

 
Две плоскости в пространстве могут занимать два различных поло-

жения: быть параллельны между собой или пересекаться. 
Две плоскости параллельны, если две пересекающиеся прямые одной 

плоскости соответственно параллельны двум пересекающимся прямым 
другой плоскости. Рассмотрим параллельность плоскостей на примере. 
Пусть требуется через точку К (К1, К2) построить плоскость (а ∩ b) (а1 ∩ b1 

и а2 ∩ b2), параллельную плоскости, заданной треугольником DEF (D1E1F1 
и D2E2F2) (рис. 8.1).  

 

 
 

Рис. 8.1 

 
Через точку К проводим прямые а DE и b DF. Это значит, что го-

ризонтальная проекция а должна быть параллельна D1Е1, а фронтальная 
проекция а2 – параллельна D2E2. Что же касается прямой b, то горизон-
тальная проекция b1 D1F1, а b2 D2F2. Построенная плоскость 
(а ∩ b) параллельна плоскости (DEF), т.к. пересекающиеся прямые а и b 
соответственно параллельны двум пересекающимся сторонам DE и DF 
треугольника DEF. 
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Если плоскости заданы следами, то признаком параллельности дан-
ных плоскостей является параллельность одноименных следов Р1 и Г1, Р2 и 
Г2 (рис. 8.2, а и б).  

 

 
       а                                                                           б 

 
Рис. 8.2 

 

Рассмотрим пример построения параллельной плоскости, проходя-
щей через заданную точку. Пусть требуется через точку К провести плос-
кость Р (Р1, Р2), заданную следами и параллельно плоскости Г (Г1, Г2) так-
же заданной следами (рис. 8.3). 

Для решения задачи через точку К проводим в первом случае 
(рис. 8.3, а) горизонталь h (h1, h2), т.е. h1 проводим параллельно следу 
плоскости Г1, а h2 – параллельно оси Х, и находим фронтальный след 
этой горизонтали N (N1 и N2). Через N2 проводим фронтальный след 
плоскости Р2 параллельно Г2, а через точку схода следов Гх проводим Г1 
параллельно Р1. 

Во втором случае (рис. 8.3, б) для построения плоскости Р, парал-
лельной плоскости Г, применена фронталь f (f1, f2). Ход решения виден 
из чертежа. Это относится ко всем видам плоскостей за исключением 
профильно-проецирующих плоскостей. 

Чтобы определить, параллельны ли такие плоскости при парал-
лельности одноименных следов, например, горизонтальных и фронталь-
ных (рис. 8.4, а, б), необходимо построить профильные следы данных 
плоскостей. Если они параллельны, то и плоскости параллельны, а если 
пересекаются, то и плоскости – пересекаются (рис. 8.4).  

В данном случае профильные проекции следов пересекаются Р3 ∩ Г3, 
следовательно, плоскости также пересекаются. Проекциями линии пересе-
чения KL служат отрезки К1L1, K2L2 и K3 ≡ L3. 
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Рис. 8.3 

 

 
 

Рис. 8.4 
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Следует отметить, что плоскости также пересекаются, если хотя бы 
одна пара одноименных следов пересекается. На рис. 8.5, а показаны две 
горизонтально-проецирующие плоскости Т (Т1 и Т2) и Ф (Ф1 и Ф2), у кото-
рых фронтальные следы Ф2 и Т2 параллельны, а горизонтальные – пересе-
каются. Такие плоскости пересекаются по линии АВ. На рис. 8.5, б показа-
на фронтальная проекция линии пересечения А2В2. Горизонтальная проек-
ция этой линии проецируется в точку А1 ≡ В1, т.к. расположена перпенди-
кулярно к плоскости проекций П1. 

 

 
 

Рис. 8.5 
 

8.2. Взаимно перпендикулярные плоскости 
 
Две плоскости взаимно перпендикулярны: 
− если одна из них проходит через перпендикуляр к другой плоско-

сти (рис. 8.6); 
− если одна из плоскостей проходит перпендикулярно к прямой, 

расположенной в другой плоскости (рис. 8.7). 
Иными словами, две плоскости взаимно перпендикулярны, если име-

ется возможность провести прямую, принадлежащую одной плоскости и 
одновременно перпендикулярную к другой плоскости. 

В первом случае (рис. 8.6) плоскость Р перпендикулярна к плоскости 
Г, т.к. проходит через отрезок АМ, перпендикулярный к плоскости Г. На 
рис. 8.7 также плоскость Р перпендикулярна к плоскости Г, т.к. проходит 
перпендикулярно отрезку АВ, принадлежащему плоскости Г. 
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Рис. 8.6                                                              Рис. 8.7 
 

Рассмотрим построение взаимно перпендикулярных плоскостей на 
чертеже. Пусть требуется провести плоскость через отрезок прямой DE 
(D1E1, D2E2), перпендикулярную плоскости, заданной треугольником АВС 
(А1В1С1, А2В2С2). Задача будет решена, если из точки D отрезка DE про-
вести прямую перпендикулярно к треугольнику АВС (рис. 8.8). Для этого в 
треугольнике АВС проводим фронталь и горизонталь. Затем из точки D1 
проводим перпендикуляр D1K1 к h1 (горизонтальная проекция горизонта-
ли), а из точки D2 – перпендикуляр D2K2 к f2 (фронтальная проекция фрон-
тали). Таким образом, плоскость, заданная двумя пересекающимися пря-
мыми (KD ∩ DE), перпендикулярна к треугольнику АВС, т.к. проходит к 
нему через перпендикуляр DK. 

Рассмотрим второй случай. Пусть требуется из точки D провести 
плоскость перпендикулярно к стороне АС треугольника АВС (рис. 8.9). 
Иными словами, чтобы сторона АС была перпендикулярна к новой плос-
кости, проходящей через точку D, т.е. А1С1 должна быть перпендику-
лярна горизонтальной проекции горизонтали (h1), а А2С2 – перпендику-
лярна фронтальной проекции фронтали f2 новой плоскости (h ∩ f). По-
этому из точки D1 проводим h1 перпендикулярно к А1С1 (h2 пройдет па-
раллельно оси Х), а из точки D2 проводим перпендикуляр к f2 (f1 пройдет 
параллельно оси Х). Данные плоскости взаимно перпендикулярны, т.к. 
плоскость (f ∩ h) проходит перпендикулярно к стороне АС треугольника 
АВС. 

На приведенных примерах (рис. 8.10, 8.11) изображены взаимно пер-
пендикулярные плоскости, которые заданы треугольником АВС и следами 
плоскости. 
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Рис. 8.8                                                                Рис. 8.9 
 

 
 

Рис. 8.10                    Рис. 8.11 
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Плоскость Г перпендикулярна к плоскости треугольника АВС (рис. 
8.10). Она проходит перпендикулярно к прямой m, лежащей в этой плоско-
сти (Г1 ⊥ m1 и Г2 ⊥ m2).  

Плоскость Р также перпендикулярна к плоскости треугольника 
АВС (рис. 8.11), т.к. она перпендикулярна горизонтали h (h1, h2), т.е. 
Р1 ⊥ h1, а Р2 ⊥ h2. Одновременно она еще перпендикулярна к горизон-
тальной плоскости проекций, т.е. является горизонтально-проецирую-
щей плоскостью.  

Следует также отметить, что перпендикулярность горизонтальных 
следов плоскости общего положения Р и горизонтально-проецирующей Г 
(рис. 8.12) соответствует взаимной перпендикулярности этих плоскостей. 

 

 
 

Рис. 8.12                     Рис. 8.13 
 

Это легко доказать, если попытаться провести прямую, принадлежа-
щую плоскости Р и перпендикулярно к плоскости Г. Такой прямой являет-
ся горизонталь, которая проведена через точку N (N1, N2), взятую на следе 
плоскости Р2 (h1 ⊥ Р1 и h2 ⊥ Р2). 

Перпендикулярность фронтальных следов плоскости общего поло-
жения и фронтально-проецирующей также дает основание утверждать о 
перпендикулярности этих плоскостей. Доказательство аналогичное.  

Однако если одноименные следы двух плоскостей общего положе-
ния перпендикулярны между собой, то такие плоскости не перпендикуляр-
ны (см. рис. 8.13), т.к. здесь не соблюдается условие перпендикулярности 
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плоскостей. Невозможно провести прямую, принадлежащую одной плос-
кости, например, Т, перпендикулярно ко второй плоскости Ф. Если взять в 
плоскости Т горизонтальную проекцию прямой и провести ее перпендику-
лярно горизонтальному следу Ф1, то это будет горизонтальная проекция 
горизонтали, а фронтальная проекция горизонтали должна быть проведена 
параллельно оси Х, т.е. не перпендикулярно Ф2.  

 

8.3. Взаимно перпендикулярные прямые 
 

Как известно (см. раздел 8.2), легко построить прямой угол между 
прямой общего положения и прямой уровня (фронталью, горизонталью). 

Чтобы построить две взаимно перпендикулярные прямые общего по-
ложения, необходимо предварительно выполнить дополнительные по-
строения, т.к. прямой угол между такими прямыми проецируется на плос-
кости проекций с искажением. 

Пусть требуется из точки А (рис. 8.14) провести перпендикуляр к 
прямой общего положения b (b1, b2). 

Для решения задачи необходимо выполнить следующее: 
− из точки А провести плоскость, заданную f ∩ h, перпендикулярно 

к прямой b; 
− определить точку пересечения К прямой b с плоскостью (f ∩ h).  
Для этого нужно заключить прямую b в проецирующую плоскость, 

например, горизонтально-проецирующую плоскость Г (след Г1), и найти 
линию их пересечения (1, 2). На этой линии находится точка К (К1, К2) пе-
ресечения прямой b с плоскостью (f ∩ h). Соединив точки А и К, получим 
искомый отрезок АК (А1К1, А2К2), перпендикулярный прямой b, т.к. он на-
ходится в плоскости перпендикулярной к прямой b. 

На рис. 8.15 приведено решение задачи на проведение через точку А 
(А1, А2) прямой линии, перпендикулярной к прямой общего положения b 
(b1, b2). Здесь в качестве плоскости, перпендикулярной к прямой b прове-
дена плоскость Г, заданная следами Г1 и Г2. Для ее построения применена 
фронталь f (f1, f2), проведенная через точку А и перпендикулярно к прямой 
b (f2 ⊥ b2). Определив горизонтальный след фронтали М'1, проводим через 
него горизонтальный след плоскости Г1, перпендикулярно b1. Фронталь-
ный след Г2 проводим перпендикулярно к b2. Определив линию пересече-
ния MN (M1N1, M2N2) двух плоскостей Г и Р, находим точку К пересечения 
прямой b с плоскостью Г. Отрезок АК (А1К1, А2К2) является перпендику-
ляром к прямой b. 
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Рис. 8.14                        Рис. 8.15 

 
8.4. Метрические задачи на определение расстояний 

 
Рассмотрим решение задач на определение расстояний от точки до 

плоскости и до прямой линии общего положения. Пусть требуется опреде-
лить расстояние от точки А до плоскости Г, расположенной перпендику-
лярно к горизонтальной плоскости проекций (рис. 8.16). 

Из точки А проводим перпендикуляр к плоскости Г. Горизонтальная 
проекция перпендикуляра будет перпендикулярна горизонтальному следу 
Г1, а фронтальная проекция перпендикуляра – фронтальному следу Г2. Рас-
стояние от точки А до плоскости Г определится проекциями А1В1 и А2В2. 
Сначала определим точку В1, которая находится на пересечении перпенди-
куляра и горизонтального следа Г1. Фронтальная проекция точки В2 нахо-
дится по линии связи. 

При определении расстояния от точки А до плоскости общего поло-
жения Г, заданной следами (рис. 8.17), необходимо: 

− через точку А провести прямую перпендикулярно к плоскости Г; 
− провести через перпендикуляр горизонтально-проецирующую 

плоскость Р (Р1, Р2); 
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− найти линию пересечения MN (M1N1, M2N2) плоскостей Г и Р; 
− определить точку пересечения К (К1, К2) перпендикуляра с плос-

костью Г. Она находится на линии пересечения плоскостей MN. Проекции 
отрезка АК (А1К1, А2К2) являются соответственно горизонтальной и фрон-
тальной проекциями расстояния от точки А до плоскости Р; 

− определить истинную величину перпендикуляра, например, при 
помощи прямоугольного треугольника.  

Отрезок А1К0 есть расстояние от точки К до плоскости Г. 
 

 
 

Рис. 8.16        Рис. 8.17 

 
На рис. 8.18 показано определение расстояния от точки С до плоско-

сти, заданной параллельными прямыми (а b).  
Чтобы провести из точки С (С1, С2) перпендикуляр к плоскости (a  b),  

необходимо в первую очередь в плоскости провести фронталь f (f1, f2) и го-
ризонталь h (h1, h2). Фронтальная проекция перпендикуляра проведена из 
точки С2 перпендикулярно к f2, а горизонтальная – из точки С1 перпенди-
кулярно к h1. Точка пересечения К (К1, К2) перпендикуляра с плоскостью 
(a  b) найдена при помощи фронтально проецирующей плоскости Г 
(фронтальный след Г2). Истинная величина расстояния К2С0 определена 
путем построения прямоугольного треугольника С2К2С0. 

При определении расстояния от точки А до прямой общего положе-
ния b (см. рис. 8.14), где показано, что из точки А проведена плоскость 
(f ∩ h), перпендикулярная к прямой b. Затем найдена точка пересечения К 
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(К1, К2) прямой b с заданной плоскостью. Соединив точки А и К, получим 
проекцию расстояния от точки А до прямой b (А1К1 и А2К2). Для опреде-
ления истинной величины расстояния от точки А до прямой b необходимо 
построить на одной из проекций А1К1 или А2К2 прямоугольный треуголь-
ник. 

 

 
 

Рис. 8.18 

 
Вопросы для самопроверки 

 
1. Условие параллельности двух плоскостей. 
2. Признак перпендикулярности двух плоскостей. 
3. Определение расстояния от точки до прямой и плоскости в общем 

случае. 
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Глава 9 
МЕТОДЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЧЕРТЕЖА (окончание) 

 
 

9.1. Метод замены плоскостей проекций 
 

При решении задач на определение истинной величины отрезка пря-
мой линии, плоской фигуры или наклона их к плоскостям проекций, а также 
на определение расстояний между точкой и прямой или плоской фигурой 
было замечено, что если эти прямые или плоские фигуры «удобно» располо-
жены относительно плоскостей проекций, т.е. занимают частное положение, 
то задачи имеют простые решения. Сравним решение двух примеров. Пусть 
требуется определить истинную величину отрезков АВ и СD (рис. 9.1). В 
первом случае отрезок АВ занимает общее положение (рис. 9.1, а), во втором 
отрезок CD занимает частное положение (рис. 9.1, б). 

 

 
 

Рис. 9.1 
 

Истинная величина отрезка АВ (А1В0) определена при помощи пря-
моугольного треугольника. Что же касается отрезка CD, то истинная вели-
чина его равняется С2D2, т.к. отрезок расположен параллельно плоскости 
проекций П2, т.е. решение задачи вытекает из самого чертежа. 

Если заданные геометрические элементы расположены наклонно ко 
всем плоскостям проекций, то применяя метод замены плоскостей проек-
ций, т.е. дополняя основную систему плоскостей проекций П1/П2 одной 
или несколькими новыми плоскостями проекций, переходим к такому по-
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ложению, что геометрические элементы в новой системе плоскостей про-
екций, например, П1/П4, занимают частное положение. 

Метод замены плоскостей проекций заключается в том, что одна из 
основных плоскостей проекций П1 или П2 заменяется новой плоскостью 
проекций П4, перпендикулярной к незаменяемой плоскости проекций. На-
пример, если заменяется плоскость проекций П2, то новая плоскость про-
екций П4 должна быть расположена перпендикулярно П1 и параллельно, 
например, проецируемому отрезку. При данном методе положение в про-
странстве отрезков прямых или плоских фигур не изменяется. 

Рассмотрим построение проекции точки А в новой системе плоско-
стей проекций П1/П4. Для этого основную систему плоскостей проекций 
П1/П2 дополняем новый плоскостью проекций П4, расположенной пер-
пендикулярно к П1 в произвольном месте (рис. 9.2, а). Линия пересечения 
этих плоскостей образует новую ось проекций Х14. 

Положение точки А4 в новой системе плоскостей проекций П1/П4  
определяем также, как и в системе П1/П2, т.е. из точки А проводим пер-
пендикуляр до пересечения с плоскостью проекций П4. Затем плоскость 
П4 совмещаем с плоскостью проекций П1, как совмещали плоскость про-
екций П1 с П2 при нахождении проекций точек, расположенных в первой 
четверти. Проекции А1 и А4 точки будут лежать на одном перпендику-
ляре к оси Х14. 

 

 
 

Рис. 9.2 
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Чтобы построить чертеж точки А4 в новой системе плоскостей проек-
ций (см. рис. 9.2, б), проводим из точки А1 перпендикуляр к новой оси проек-
ций, а затем на продолжении этого перпендикуляра от оси Х14 откладываем 
расстояние, равное А2Ах12, взятое с фронтальной плоскости проекций П2. 

При необходимости замены плоскости проекций П1 новую плоскость 
проекций П4 располагаем перпендикулярно П2. Остальное решение анало-
гично предыдущему. 

Определим натуральную величину отрезка АВ и угол наклона его к 
горизонтальной плоскости проекций методом замены плоскостей проек-
ций (рис. 9.3).  

Учитывая, что одновременно нужно определить величину отрезка 
АВ и угол наклона его к П1, то необходимо, чтобы новая дополнительная 
плоскость проекций П4 была расположена параллельно отрезку АВ и пер-
пендикулярно к плоскости проекций П1. Таким образом, на горизонталь-
ной плоскости проекций П1 проводим новую ось проекций Х14 параллель-
но А1В1 на произвольном расстоянии от А1В1. Отрезок АВ спроецируется 
на новую плоскость проекций П4 в натуральную величину. Построение 
проекции А4В4 видно из чертежа. Из точек А1 и В1 проведены перпендику-
ляры к оси  проекции Х14 и от этой оси на продолжении перпендикуляров 
отложены величины расстояний, взятые с фронтальной плоскости проек-
ций (показано засечками). 

Угол α, заключенный между найденной проекцией А4В4 и осью про-
екций Х14, равняется углу наклона отрезка к горизонтальной плоскости 
проекций. 

Для того чтобы определить угол наклона отрезка АВ к фронтальной 
плоскости проекций, необходимо новую плоскость проекций расположить 
параллельно отрезку и перпендикулярно к фронтальной плоскости проек-
ций, т.е. новая ось на эпюре должна пройти параллелью А2В2. Дальнейшее 
решение аналогично предыдущему. 

На рис. 9.4 приведен пример преобразования отрезка СD в проеци-
рующее положение в новой системе плоскостей проекций П2/П4,. Так как 
отрезок CD занимает частное положение, т.е. расположен параллельно 
плоскости проекций П2, то расположив дополнительную плоскость проек-
ций П4 (ось Х24) перпендикулярно плоскости проекций П2 и отрезку CD, 
последний спроецируется в точку, т.е. С4 совпадает с D4 (С4≡D4). Это вид-
но из чертежа, т.к. горизонтальные проекции точек С1 и D1 отстоят на оди-
наковом расстоянии от оси Х. 
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Рис. 9.3              Рис. 9.4 
 

Чтобы преобразовать плоскость общего положения Ф, заданную сле-
дами (рис. 9.5), в проецирующее положение, необходимо дополнительную 
плоскость П4 расположить перпендикулярно данной плоскости и перпен-
дикулярно к одной из плоскостей проекций П1 или П2. Для сравнения на 
рис. 9.6 показаны горизонтально-проецирующая плоскость (рис. 9.6, а) и 
фронтально-проецирующая Р (рис. 9.6, б), у которых один из следов пер-
пендикулярен к оси Х, а это значит, что он перпендикулярен и к одной из 
плоскостей проекций. 

Для решения задачи необходимо плоскость П4 расположить перпен-
дикулярно горизонтальному следу Ф1, который является линией пересече-
ния плоскости Ф и плоскости проекций П1. Это значит, что ось Х14 должна 
быть проведена перпендикулярно к следу Ф1. Следовательно, плоскость П4 

одновременно займет положение, перпендикулярное к П1, что является не-
обходимым условием при замене плоскостей проекций. Чтобы построить 
след Ф4 в новой системе плоскостей проекций П1/П4 возьмем на следе Ф2 
фронтальную проекцию точки 12 и найдем точку 14, принадлежащую 
фронтальному следу в новой системе плоскостей проекций. Проведя пря-
мую линию через точку 14 и точку пересечения следа Ф1 с осью проекций 
Х14, получим фронтальный след Ф4 в новой системе плоскостей проекций. 
Плоскость же заданная следами Ф1 и Ф4 является фронтально-проецирую-
щей в новой системе плоскостей проекций. 

Задача решается аналогично при замене горизонтальной плоскости 
проекций. 
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Рис. 9.5                                                                 Рис. 9.6 
 

Рассмотрим задачу, для решения которой замена одной плоскости 
проекций дополнительной плоскостью проекций является недостаточной. 
Пусть требуется преобразовать систему плоскостей проекций так, чтобы 
отрезок АВ, занимающий в основной системе плоскостей проекций П1/П2 
общее положение, в новой системе был бы перпендикулярен к одной из 
плоскостей проекций, т.е. спроецировался бы в точку. 

Новую плоскость проекций сразу выбрать, чтобы она была перпен-
дикулярна к отрезку АВ в одной из плоскостей проекций, невозможно, т.к. 
отрезок занимает общее положение. Поэтому необходимо вначале приме-
нить промежуточную плоскость проекций П4, которую нужно расположить 
параллельно отрезку АВ и перпендикулярно П1 (рис. 9.7). 

Для этого проводим новую ось проекций параллельно отрезку АВ, 

т.е. Х14  А1В1, и строим новую фронтальную проекцию отрезка А4В4. Вто-
рую дополнительную плоскость проекций П5 в системе П4/П5 располагаем 
перпендикулярно промежуточной плоскости проекций П4 и отрезку АВ, 
т.е. ось проекций Х45 проводим перпендикулярно проекции отрезка А4В4. 
Точки А5 и В5 совпадают, т.к. отрезок А1В1 расположен на одинаковом 
расстоянии от точки Х14. 

На рис. 9.8 приведен пример определения истинной величины тре-
угольника АВС путем применения двух дополнительных плоскостей про-
екций. 
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Рис. 9.7 
 

 
 

Рис. 9.8 
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Заменяем систему плоскостей проекций П1/П2 новой системой плос-
костей проекций П1/П4, располагая плоскость проекций П4 перпендикуляр-
но к треугольнику АВС и плоскости проекций П1. Это значит, что новая 
ось проекций должна быть расположена перпендикулярно к горизонталь-
ной проекции горизонтали h1. Плоскость треугольника в данном случае 
спроецируется на П4 в прямую линию (С4А4В4). 

Чтобы получить истинную величину треугольника АВС, нужно 
плоскость П5 расположить параллельно плоскости треугольника АВС и 
перпендикулярно П4. Это значит, что ось проекций Х45 должна быть рас-
положена параллельно проекции треугольника С4А4В4. Полученная проек-
ция А5В5С5 соответствует истинной величине треугольника АВС. 

 
9.2. Метод вращения вокруг оси, 

перпендикулярной к плоскости проекций 
 
Сущность метода вращения вокруг оси, перпендикулярной к плоско-

сти проекций, состоит в том, что сохраняя основную систему плоскостей 
проекций П1/П2 неизменной, проецируемым отрезкам прямых, плоским 
фигурам придаем путем вращения вокруг некоторой оси частное положе-
ние по отношению к плоскостям проекций. Если отрезок прямой повер-
нуть до положения, параллельного плоскости проекций, то на эту плос-
кость проекций он спроецируется в натуральную величину. 

В качестве осей вращения применяют прямые, перпендикулярные к 
плоскостям проекций, располагающиеся вне этих плоскостей или принад-
лежащие им (рис. 9.9). 

 

 
 

Рис. 9.9 
 

Рассмотрим пример на вращение точки А вокруг оси, перпендикуляр-
ной к горизонтальной плоскости проекций. Пусть требуется точку А повер-
нуть на некоторый угол ϕ, вращая по ходу часовой стрелки (рис. 9.10).  
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Ось вращения i проецируется на горизонтальную плоскость проекций 
П1 точкой (i1), а на П2 – прямой линией (i2), перпендикулярной к оси Х. При 
вращении точки А вокруг оси i она будет перемещаться в плоскости Г по 
окружности с радиусом ОА и центром вращения О. Плоскость Г, построен-
ная дополнительно, располагается перпендикулярно к оси i и называется 
плоскостью перемещения точки. Следовательно, горизонтальная проекция 
радиуса вращения О1А1 равняется истинной величине радиуса вращения 
ОА, т.к. плоскости Г и П1 параллельны между собой. При вращении точки А 
по ходу часовой стрелки на угол ϕ она переместится в плоскости Г по дуге 
окружности радиуса ОА в точку А'. Горизонтальная проекция точки А так-
же будет перемещаться по окружности радиуса О1А1 = ОА и займет поло-
жение А'1. Фронтальная проекция А2 будет перемещаться по прямой, па-
раллельной оси Х (след Г2), и займет положение А'2. 

На рис. 9.11, а показан пример вращения точки А на угол ϕ вокруг 
оси i, перпендикулярной к П1, а на рис. 9.11, б – вращение точки В вокруг 
оси i, перпендикулярной к П2. 

 

 
 

Рис. 9.10                              Рис. 9.11 
 

В первом случае горизонтальная проекция А1 точки А перемещается 
по дуге радиуса О1А1 до положения А'1, а фронтальная А2 – по прямой ли-
нии, параллельной оси Х (А'2). Во втором случае – наоборот, фронтальная 
проекция точки (точка В2) перемещается по дуге радиуса О2В2 до положе-
ния В'2, а горизонтальная – по прямой параллельной оси Х до В'1. 
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Рассмотрим примеры определения истинных величин геометриче-
ских образов методом вращения вокруг оси перпендикулярной плоскости 
проекций. 

Пусть требуется определить истинную величину отрезка АВ (рис. 9.12). 
Целесообразно ось вращения проводить через одну из точек, принад-

лежащих отрезку, тогда получается более простое решение. В данной задаче 
ось i проходит через точку В перпендикулярно к горизонтальной плоскости 
проекций, следовательно, горизонтальная ее проекция совпадает с В1 (i1 ≡ В1). 
Перемещая горизонтальную проекцию точки А1 по дуге радиуса R=А1В1 с 
центром вращения в точке В1 ≡ i1, располагаем ее на таком расстоянии от оси 
Х, как расположена точка В1, т.е. горизонтальная проекция отрезка А1В1 зай-
мет положение, параллельное оси Х (В1А'1), поэтому фронтальная проекция 
В2А'2 будет равняться истинной величине отрезка АВ. Как видно из чертежа, 
фронтальная проекция А2 точки А перемещается параллельно оси Х до пере-
сечения с линией связи, проходящей от точки А'1. 

Определение истинной величины отрезка CD вращением вокруг оси, 
перпендикулярной к фронтальной плоскости проекций, показано на 
рис. 9.13, где C'1D'1 является истинной величиной отрезка CD. 

 

 
 

Рис. 9.12                                                         Рис. 9.13 
 

Как видно из рис. 9.14 и 9.15, при вращении отрезка прямой вокруг 
оси, перпендикулярной к П1 или к П2, ее проекция на эту плоскость проек-
ций остается неизменной. Зная это положение, представляется возможным 
решать аналогичные задачи без применения осей вращения, так называе-
мым плоскопараллельным перемещением, при котором все точки прямой, 
фигуры перемещаются в плоскостях, параллельных между собой.  



 119 

На рис. 9.14 определена истинная величина отрезка АВ плоскопа-
раллельным перемещением. Мысленно вращаем этот отрезок вокруг мни-
мой оси, перпендикулярной П1, до положения параллельного П2 и распола-
гаем горизонтальную проекцию А1В1 в произвольном месте параллельно 
оси Х. Получаем отрезок А'1В'1. Фронтальные проекции точек А и В в дан-
ном случае перемещаются параллельно оси Х. 

На рис. 9.15 дан пример нахождения истинной величины отрезка CD, 
когда ось вращения i проходит перпендикулярно плоскости проекций П1, 
но не через отрезок CD. Из точки i1 опускаем перпендикуляр i1K1 к гори-
зонтальной проекции отрезка C1D1 и вращаем этот перпендикуляр с проек-
цией отрезка C1D1 до положения, пока i1K1 не расположится перпендику-
лярно к оси Х. Тогда отрезок C'1D'1 займет положение, параллельное оси Х, 
т.е. спроецируется на П2 в истинную величину C'2D'2. 

 

 
 
                       Рис. 9.14                                                                Рис. 9.15 
 
При решении отдельных задач для достижения поставленной цели 

недостаточно применения одной оси вращения. Тогда применяется не-
сколько осей вращения. Так, при определении истинной величины тре-
угольника АВС (рис. 9.16), занимающего общее положение относительно 
плоскостей проекций, необходимо его вначале повернуть до проецирую-
щего положения, а затем до плоскости уровня. 

Ось вращения i проводим перпендикулярно к горизонтальной плос-
кости проекций, а в треугольнике АВС проводим горизонталь h. Вращаем 
эту горизонталь до проецирующего положения относительно плоскости 
проекций П2. Горизонталь спроецируется в точку, а весь треугольник – в 
отрезок А'2С2В'2. 
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Рис. 9.16 
 
Вторую ось вращения i' (i'1, i'2), проходящую через точку В (В'1, В'2), 

располагаем перпендикулярно к плоскости проекций П2 и вращаем тре-
угольник АВС (А'2С2В'2) до положения, параллельного плоскости проек-
ций П1 (В'2С'2А''2  Х). В этом случае горизонтальная проекция А0В'1С0 
треугольника спроецируется в натуральную величину, т.е. А0В'1С0 = АВС. 

 
Вопросы для самопроверки 

 
1. Основы метода замены плоскостей проекций. 
2. Определение натуральной величины плоской фигуры (треуголь-

ника) методом замены плоскостей проекций. 
1. Основы метода вращения вокруг оси, перпендикулярной плоско-

сти проекций. 
2. Определение натуральной величины треугольника методом вра-

щения вокруг оси, перпендикулярной плоскости проекций. 
5. Основы метода вращения вокруг оси, параллельной плоскости 

проекций. 
6. Определение натуральной величины прямой и плоской фигуры 

указанным методом. 
7. Привести примеры решения метрических задач методом преобра-

зования чертежа. 
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Глава 10 
МЕТОДЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЧЕРТЕЖА 

 
 

10.1. Вращение вокруг оси, параллельной плоскости проекций 
 
При определении формы и размеров плоских фигур применение ме-

тода вращения вокруг оси, расположенной параллельно одной из плоско-
стей проекций (горизонталь, фронталь), значительно упрощает решение 
задач по сравнению с другими методами. 

Пусть требуется точку А повернуть вокруг некоторой оси h (рис. 10.1), 
расположенной параллельно плоскости проекций П1, до положения, пока 
она не окажется на одном уровне с осью h относительно П1, т.е. пока их 
расстояния до плоскости проекций П1 не окажутся одинаковыми.  

 

 
 
                          Рис. 10.1                                                          Рис. 10.2 

 
При вращении точки А вокруг оси h она будет перемещаться по ок-

ружности в плоскости Р, где О – центр вращения (точка пересечения оси с 
плоскостью Р), ОА – радиус вращения. Плоскость Р перпендикулярна к 
оси вращения h, следовательно, она перпендикулярна и к горизонтальной 
проекции h1 оси вращения h, т.е. плоскость Р является горизонтально-
проецирующей. Поэтому горизонтальная проекция точки А при вращении 
также будет перемещаться по горизонтальному следу Р1 плоскости Р. Для 
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выполнения поставленной задачи необходимо вращать радиус ОА до тех 
пор, пока он не займет положение, параллельное горизонтальной плоско-
сти проекций П1 (ОА'). В этом случае точка А окажется на одинаковом 
уровне с осью h относительно плоскости проекций П1. Тогда горизонталь-
ная проекция радиуса вращения О1А'1 будет соответствовать натуральной 
величине радиуса вращения ОА (О1А'1 = ОА). 

При определении нового положения точки А на чертеже (см. рис. 
10.2) необходимо выполнить следующее: выбрать положение оси вращения h 
(h1 и h2), затем из горизонтальной проекции точки А1 провести перпендику-
ляр к горизонтальной проекции оси вращения h1, далее определить центр вра-
щения О (О1, О2) и радиус вращения ОА (О1А1, О2А2). В заключение необхо-
димо определить натуральную величину радиуса вращения О1А0 и отложить 
его величину от h1 на продолжении перпендикуляра О1А1, т.е. на горизон-
тальной проекции траектории перемещения точки А. Получим горизонталь-
ную проекцию А'1 точки А, которая расположена на одном уровне с горизон-
талью, поэтому фронтальная проекция А'2 будет проецироваться на h2. 

Рассмотрим пример построения натуральной величины треугольника 
АВС вращением вокруг горизонтали (рис. 10.3). 

Сторона треугольника АС расположена параллельно горизонтальной 
плоскости проекций, поэтому проводим через нее горизонталь h (h1, h2), ко-
торая и будет являться осью вращения. Так как точки А и С треугольника на-
ходятся на оси вращения, то при вращении они своего положения не меняют. 
Точка В будет перемещаться в плоскости, перпендикулярной к горизонтали, 
поэтому из горизонтальной проекции точки В1 проводим прямую, перпенди-
кулярную к h1. На пересечении этой прямой с h1 находится горизонтальная 
проекция центра вращения О1 точки О. Фронтальная проекция О2 определена 
по линии связи и расположена она на h2. Радиусом вращения является отре-
зок ОВ (О1В1 и О2В2). Определив натуральную величину радиуса вращения 
О1В0, откладываем его на продолжении отрезка В1О1, т.е. на горизонтальной 
проекции траектории перемещения точки В. Получим точку В'1. В таком по-
ложении радиус вращения ОВ будет расположен параллельно П1, поэтому 
О1В'1 будет равняться ОВ. Соединив точку В'1 с точками А1 и С1, получим го-
ризонтальную проекцию треугольника А1В'1С1, которая соответствует нату-
ральной величине треугольника АВС, т.к. он в данном случае оказался па-
раллельным П1. Фронтальная проекция треугольника проецируется на фрон-
тальную проекцию горизонтали h2 (А2В'2С2). 

При необходимости поворота плоской фигуры параллельно фрон-
тальной плоскости проекций нужно в качестве оси вращения выбрать 
фронталь, остальные построения аналогичны, как и при вращении вокруг 
горизонтали. 
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На рис. 10.4 показан поворот отрезка прямой АВ вокруг горизон-
тали h, пересекающей данный отрезок в точке К. Точки А и В при вра-
щении перемещаются в горизонтально-проецирующих плоскостях Г и Р 
(следы Г1 и Р1), поэтому из горизонтальных проекций точек А1 и В1 про-
водим прямые, перпендикулярные к горизонтальной проекции горизон-
тали. На пересечении этих прямых с h1 получим горизонтальные проек-
ции О1 и О'1 центров вращения. Проекциями радиусов вращения являют-
ся отрезки О1А1 и О'1В1. Так как точка К расположена на пересечении 
отрезка АВ и горизонтали h, то при вращении отрезка она остается на 
месте. Достаточно определить натуральную величину одного радиуса 
вращения О1А0 и отложить его величину на продолжении А1О1. Полу-
чим точку А'1, которую соединяем прямой с проекцией точки К (К1) и 
продолжаем ее до пересечения с В1О'1. 

Полученная проекция отрезка А'1В'1 является натуральной величиной 
отрезка АВ. Фронтальная его проекция (А'2В'2) спроецируется на фрон-
тальную проекцию горизонтали h2. 

 

 
 

                   Рис. 10.3                                                                   Рис. 10.4 
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10.2. Вращение вокруг следа плоскости 
 
Вращение плоскости вокруг следа этой плоскости находит применение 

в тех случаях, когда необходимо, например, определить истинную величину 
отрезка прямой, плоской фигуры и др., расположенных в данной плоскости. 
Чтобы добиться этой цели, необходимо плоскость вращать вокруг ее следа до 
совмещения с одной из плоскостей проекций П1 или П2. Этот способ еще на-
зывается способом совмещения, т.к. здесь плоскость пространства совмеща-
ется (накладывается) с какой-либо плоскостью проекций. 

Пусть требуется плоскость Г совместить с плоскостью проекций П1, 
вращая ее вокруг горизонтального следа Г1 (рис. 10.5, а). 

 

 
 

Рис. 10.5 
 
Учитывая, что горизонтальный след Г1 плоскости Г является осью 

вращения, то при вращении он, а вместе с ним и точка схода следов Рх, 
своего положения не меняют, т.е. остаются на месте. Чтобы найти совме-
щенное положение фронтального следа Г2, достаточно найти хотя бы еще 
одну точку в совмещенном положении, принадлежащую следу Г2. Второй 
точкой будет являться точка схода следов Гх плоскости Г, т.к. она принад-
лежит одновременно фронтальному и горизонтальному следам этой плос-
кости.  

Для решения задачи возьмем на фронтальном следе Г2 в произволь-
ном месте точку N (N2). При вращении она будет перемещаться по окруж-
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ности в плоскости Р, перпендикулярной к горизонтальному следу Г1 плос-
кости Г, т.е. к оси вращения. Центром вращения является точка О, а радиу-
сом вращения – ОN (ON2). Проведя дугу радиусом ON до пересечения с Р1, 
получим точку N (N'2) в совмещенном положении. Соединив точку N'2 c 
точкой схода следов Гх прямой линией, получим совмещенное положение 
фронтального следа Г'2, а следовательно, и всей плоскости Г с плоскостью 
проекций П1. Следует отметить, что при вращении плоскости Г вокруг го-
ризонтального следа отрезок ГхN не изменяет своей величины, поэтому со-
вмещенное положение точки N с плоскостью П1 можно найти, если из точ-
ки схода следов Гх сделать засечку радиусом ГхN на следе Р1 (траектория 
перемещения точки N). 

Такое решение приведено на рис. 10.5, б, где из точки схода следов 
Гх проведена дуга радиусом ГхN2 до пересечения с прямой, перпендику-
лярной к Г1, проходящей от точки N1. 

На рис. 10.6 приведено решение задачи на совмещение плоскости Г и 
точки А, принадлежащей этой плоскости с плоскостью проекций П2. 

Первоначально проводим в плоскости Г через точку А фронталь f (f1, 
f2). Затем находим совмещенное положение плоскости Г с плоскостью П2 и 
совмещенное положение фронтали f1, на которой отмечаем совмещенную 
точку А'1. 

Построение истинной величины треугольника АВС, расположенного 
в плоскости общего положения Р, приведено на рис. 10.7.  

В данном случае плоскость Р с находящимся в ней треугольником 
АВС совмещена с горизонтальной плоскостью проекций П1. Для этого 
применены горизонтали, проходящие через вершины треугольника. При их 
совмещении с горизонтальной плоскостью проекций они пройдут парал-
лельно горизонтальному следу Р1. Точки А, В и С треугольника АВС будут 
перемещаться перпендикулярно горизонтальному следу Р. На пересечении 
этих линий с горизонталями и будут находиться вершины совмещенного 
треугольника А0В0С0, который равняется истинной величине треугольника 
АВС. 

В том случае, если имеется совмещенное положение плоскости Г 
(Г'2) с плоскостью проекций П1 и совмещенное положение отрезка АВ 
(А0В0) (рис. 10.8, а) и необходимо построить (восстановить) фронтальный 
след плоскости Г2 и проекции отрезка АВ, т.е. выполнить действие, обрат-
ное совмещению, то первоначально необходимо определить положение 
недостающего следа плоскости в системе плоскостей проекций П1/П2, за-
тем найти проекции отрезка. 
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                    Рис. 10.6                                                                  Рис. 10.7 
 

 
 

Рис. 10.8 
 



 127 

Чтобы определить положение следа Г2 на его совмещенном положе-
нии Г'2, в произвольном месте возьмем точку N'2 и найдем ее фронтальную 
проекцию N2 (рис. 10.8, б). Для чего из точки N'2 проводим перпендикуляр 
к горизонтальному следу Г1 до пересечения с осью Х (N1). Из точки N1 
восстанавливаем перпендикуляр к оси Х до пересечения с дугой радиуса 
Г'хN'2, получим точку N2. Через точку схода следов Гх и N2 проводим фрон-
тальный след плоскости Г2. Затем через точку А0 проводим совмещенное 
положение горизонтали и находим ее проекции, на которые заносим про-
екции А1 и А2 точки А. 

Для определения проекций точки В воспользуемся фронталью f (f1, 
f2). В совмещенном положении проводим ее через точку В0 параллельно 
совмещенному фронтальному следу Г'2. Затем находим проекции фронтали 
f1 и f2, что видно из чертежа и по линиям связи определяем проекции В1 и 
В2 точки В. Соединив А1 с А2 и В1 с В2, получим необходимые проекции 
отрезка АВ.   

 
10.3. Решение метрических задач 
методом преобразования чертежа 

 
1. Определить расстояние между двумя параллельными отрезками 

прямых АВ и CD методом замены плоскостей проекций (рис. 10.9). 
Для решения данной задачи необходимо выполнить двойную замену 

плоскостей проекций. При первой замене новую плоскость проекций (ось Х14) 
располагаем параллельно данным отрезкам и перпендикулярно плоскости 
проекций П1. В новой системе  плоскостей проекций П1/П4 отрезки прямых 
преобразуются в отрезки уровня и на П4 проецируются в натуральную ве-
личину. Вторую плоскость проекций располагаем перпендикулярно одно-
временно к П4 и к отрезкам АВ и CD, которые проецируются на нее в точ-
ки С5≡D5 и А5≡В5. А5≡С5 и В5≡D5 будет искомым расстоянием между дан-
ными отрезками прямых линий. 

2. Определить расстояние от точки А до прямой CD методом плос-
копараллельного перемещения (рис. 10.10). 

Рассматривая точку А и отрезок CD как одну плоскость (на рис. не 
показано), располагаем эту систему плоскопараллельным перемещением, 
чтобы отрезок занял положение, параллельное плоскости проекций П2, не 
изменяя при этом величину отрезка и его конфигурацию. Фронтальную 
проекцию C2D2 и А2 получим при помощи линий связи и линий перемеще-
ния, которые проходят параллельно оси Х. 

Второе вращение (плоскопараллельное перемещение) выполняем парал-
лельно П2. Отрезок CD располагаем параллельно П2 и перпендикулярно П1. 
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Рис. 10.9 
 

 
 

Рис. 10.10 
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В данном случае отрезок CD спроецируется в точку C''1≡D''1, а точка 
А – в точку А''1. Расстояние между проекциями А''1 и К''1 и есть расстояние 
от точки А до отрезка CD. Фронтальная проекция точки К''2 определена 
при помощи прямой, проходящей от А''2 параллельно оси Х. Так как А''1К''1 
является истинным расстоянием от точки А до отрезка CD, то фронтальная 
проекция А''2К''2 должна быть параллельна оси Х. На рис. 10.10 также по-
казаны все проекции расстояния АК. 

3. Определить угол наклона прямой b (b1, b2) к плоскостью общего 
положения Г, заданной следами (Г1, Г2) (рис. 10.11). 

С целью упрощения решения задачи при определении угла наклона 
прямой b (b1, b2) к плоскости Г воспользуемся нахождением дополнитель-
ного угла между этой прямой и перпендикуляром, проведенным из произ-
вольной точки А, расположенной на прямой b, к плоскости П0 (рис. 10.12). 
Как видно из рис. 10.12, угол ϕ2 можно определить из прямоугольного тре-
угольника АА0К0. Он равняется ϕ2 = 90° – ϕ1, где ϕ1 – дополнительный 
угол между прямой b и перпендикуляром с, проведенным к плоскости П0. 

 

 
 
                                           Рис. 10.11                                                  Рис. 10.12 
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Для определения угла наклона прямой b к плоскости Г (рис. 10.11) 
проводим из точки А (А1, А2) перпендикуляр к плоскости Г2, т.е. с1 ⊥ Г1 

и с2 ⊥ Г2, получаем проекции угла, который дополняет до 90° искомый 
угол между прямой b и плоскостью Г. 

Проведя фронталь f (f1, f2) в произвольном месте, но чтобы пересека-
ла прямые b и c, и вращая дополнительный угол ϕ (ϕ1, ϕ2) при вершине А 
до положения, параллельного плоскости проекций П2, определим его ис-
тинную величину 12А'222. Затем дополняя его до 90°, получим угол ϕ0, ко-
торый равняется ϕ0 = 90° – ϕ'2. Этот дополнительный угол и есть угол на-
клона прямой b к плоскости Г. 

 
Вопросы для самопроверки 

 
1. Основы метода замены плоскостей проекции. 
2. Сущность методов вращения вокруг осей, перпендикулярных и 

параллельных к плоскостям проекций. 
3. Метод плоскопараллельного перемещения. 
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Глава 11 
ГРАННЫЕ ПОВЕРХНОСТИ 

 
 

11.1. Основные понятия 
 

Все поверхности можно разделить на две группы: многогранные и 
кривые. 

Многогранником называется совокупность таких плоских много-
угольников, у которых каждая сторона одного является одновременно сто-
роной другого. Вершины и стороны многоугольников являются вершина-
ми и ребрами многогранников, а сами многоугольники – гранями. Мы бу-
дем рассматривать только выпуклые многогранники, т.е. такие, которые 
расположены по одну сторону плоскости любой из его граней. 

Многогранники, гранями которых являются одинаковые правильные 
многоугольники и в вершинах пересекается одинаковое число ребер, назы-
ваются правильными. У правильных многогранников ребра имеют одина-
ковые длины, линейные углы взаимно равны, также равны друг другу дву-
гранные углы. 

Наибольший практический интерес представляют призмы и пирами-
ды. Призмой называется многогранник, две грани которого представляют 
собой равные многоугольники с взаимно параллельными сторонами – ос-
нованиями. Ребра, не принадлежащие основаниям и параллельные между 
собой, называют боковыми ребрами. Пирамидой называется многогран-
ник, одна грань которого – многоугольник со сколь угодно большим чис-
лом сторон (не менее трех), а остальные грани являются треугольниками с 
общей вершиной. 

Форма и положение многогранника в пространстве могут быть опре-
делены заданием его ребер, основанием и вершиной, если это пирамида, 
основанием и высотой, если это призма. 

Выбирая положение пирамиды и призмы для ее изображения, целе-
сообразно располагать их основания параллельно плоскости проекций. 
Примеры даны на рис. 11.1 – 11.3. Здесь в системе плоскостей проекций 
П1, П2 изображены трехгранная пирамида, прямая и наклонная призмы. 

Как видно, пирамида задается на эпюре проекциями ее основания и 
вершиной, а призма – проекциями основания и ребер. 
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         Рис. 11.1                                 Рис. 11.2                                    Рис. 11.3 
 

11.2. Пересечение плоскости и прямой с многогранниками 
 

При пересечении многогранника плоскостью в общем случае полу-
чается плоский многоугольник АВСD (рис. 11.4).  

 

 

 
Рис. 11.4 

 

Этот многоугольник можно построить или по точкам пересечения 
с плоскостью ребер многогранника, или по линиям пересечения граней 
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многогранника с плоскостью. Следовательно, задача сводится к опреде-
лению точек пересечения прямой с плоскостью или к определению ли-
ний пересечения плоскостей. Первый способ на практике применяется 
чаще второго. 

Плоскую фигуру, полученную от пересечения многогранника плос-
костью, называют сечением. 

Рассмотрим несколько примеров. 
На рис. 11.5 построены проекции фигуры сечения наклонной трех-

гранной призмы фронтально-проецирующей плоскостью Φ (Φ2). 
 

 
 

Рис. 11.5 

 
Фронтальными проекциями точек встречи ребер призмы с секущей 

плоскостью (фронтальными проекциями вершин фигуры сечения) являют-
ся точки 12, 22, 32. Их горизонтальные проекции 11, 21, 31 определены при 
помощи линий связи. Фронтальной проекцией фигуры сечения в данном 
примере является отрезок 122232, совпадающий с фронтальным следом 
плоскости Ф, а горизонтальной – треугольник 112131. 

На рис. 11.6 построены проекции фигуры сечения четырехгранной 
пирамиды фронтально-проецирующей плоскостью. Здесь, как и в преды-
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дущем примере, фронтальная проекция сечения 12223242 изображается от-
резком прямой, совпадающим с фронтальным следом плоскости Г. Гори-
зонтальная проекция сечения 11213141 находится по линиям связи. 

Если многогранник пересекает плоскость общего положения, то для 
определения линии пересечения необходимо воспользоваться некоторыми 
дополнительными вспомогательными построениями. Эти построения воз-
можно выполнять двумя способами: 

− методом ребер – нахождение точек пересечения ребер много-
гранника с плоскостью, т.е. нахождение вершин многогранника, получаю-
щегося в сечении; 

− методом граней – нахождение линий пересечения граней много-
гранника с секущей плоскостью, т.е. нахождение сторон сечения. 

 

 
 

Рис. 11.6 
 
Так, на рис. 11.7 линия пересечения призмы ABC с плоскостью об-

щего положения Ф построена с использованием метода ребер. 
Горизонтальный след Ф1 проходит по нижнему основанию, следова-

тельно, он пересекает нижнее основание по прямой 1121. 
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Ребро А находится перед плоскостью и не пересекается с ней. Через 
ребра призмы B и C проводим фронтальные плоскости Г и Θ и строим ли-
нии пересечения вспомогательных плоскостей с плоскостью Φ. Фронталь-
ные проекции ребер будут пересекаться с проекциями линий пересечения 
плоскостей в точках встречи их с плоскостью Ф. 

 

 

 
Рис. 11.7 

 
Использование метода граней показано на рис. 11.8, когда необхо-

димо построить сечение призмы ABC плоскостью общего положения Ф 
(а ∩ b). Заключаем грани AB и BC в горизонтально-проецирующие плос-
кости Г, Θ и строим линии пересечения данных плоскостей с плоскостью 
Ф. В пределах граней AB и BC эти линии являются сторонами много-
угольника, полученными при пересечении плоскостью Ф призмы ABC. 
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Рис. 11.8 

 
На рис. 11.9 построены проекции сечений плоскостью Ф наклонной 

призмы. Для нахождения проекций сечения заключаем поочередно ребра 
призмы во фронтально-проецирующие плоскости Г, Θ, Σ и находим точки 
встречи ребер с плоскостью Ф. Полученные точки 1, 2, 3 соединяем лома-
ной линией и определяем видимость. 

На рис. 11.10 построены проекции сечения плоскостью Ф (∆ABC) 
пирамиды. 

Задача решена нахождением точек встречи (точек 3, 6, 9) каждого 
ребра пирамиды с секущей плоскостью. Чтобы найти точку (3) встречи 
ребра FS с секущей плоскостью (∆ABC), через ребро необходимо провес-
ти вспомогательную фронтально-проецирующую плоскость Г, построить 
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линию пересечения 1, 2 с секущей плоскостью Ф (∆ABC) и в пересечении 
горизонтальной проекции линии пересечения с горизонтальной проекци-
ей ребра FS отметить горизонтальную проекцию искомой точки 3. Фрон-
тальная проекция точки 3 построена при помощи линии связи. Точка 9 
построена аналогично. Для нахождения точки встречи ребра ES с плоско-
стью Ф (∆ABC) ребро заключаем во вспомогательную горизонтально-
проецирующую плоскость Θ. Соединив точки 3, 6, 9, находим искомое 
сечение. 

 

 

 
Рис. 11.9 
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Рис. 11.10 

 
Прямая линия может пересекать поверхность многогранника в двух 

точках при условии, что многогранник выпуклый. Решение этой задачи 
основано на схеме определения точки пересечения прямой с плоскостью и 
распадается на три этапа: 
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1) через заданную прямую проводится вспомогательная плос-
кость; 

2) строится проекция фигуры сечения многогранника; 
3) определяются точки пересечения прямой с контуром сечения. 
На рис. 11.11 построены точки M (М1 М2) и N (N1 N2)пересечения 

прямой l с поверхностью пирамиды SABC. 
На рис. 11.12 построены точки R (R1 R2) и S (S1 S2) пересечения пря-

мой k с поверхностью наклонной призмы. 
 

 

 
Рис. 11.11 
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Рис. 11.12 

 
11.3. Взаимное пересечение многогранников 

 
Многогранные поверхности пересекаются друг с другом по замкну-

тым ломаным линиям, для построения которых сначала находим точки пе-
ресечения ребер одного многогранника с гранями другого, а затем – ребер 
второго с гранями первого. Соединяя в определенной последовательности 
полученные точки, строим искомую ломаную, каждое звено которой пред-
ставляет собой прямую пересечения двух граней – грани первого много-
гранника с гранью второго. 

Итак, построение линии пересечения двух многогранников сводится 
к решению задачи на пересечение прямой линии с многогранником (или на 
взаимное пересечение двух плоскостей – граней многогранников). 

На чертеже 11.13 приведен пример построения линии взаимного пе-
ресечения прямой четырехугольной призмы с пирамидой SABC. 
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Рис. 11.13 

 
Основание призмы совмещено с плоскостью П1. Горизонтальные 

проекции вертикальных ребер преобразуются в точки. Грани боковой по-
верхности призмы представляют собой отсеки горизонтально-
проецирующих плоскостей. Линия пересечения многогранников определя-
ется по точкам пересечения ребер каждого из них с гранями другого мно-
гогранника. Так, ребро SA (S1A1, S2A2) пирамиды пересекает две верти-
кальные грани призмы: одну – в точке 1 (11 12) и вторую – в точке 2 (21 22). 
Ребро SB (S1B1 S2B2) пирамиды пересекает две вертикальные грани приз-
мы в точках 3 (31 32) и 4 (41 42); ребро SC (S1C1 S2C2) – в точках 5 (51 52) и 6 
(61 62). 

Из четырех вертикальных ребер призмы только одно пересекает пи-
рамиду. Находим точки его пересечения с гранями пирамиды. Через это 
ребро и вершину S (S1 S2) пирамиды проводим вспомогательную горизон-
тально-проецирующую плоскость Ф. Она пересекает пирамиду по прямым 
DS (D1S1, D2S2 ) и ES (E1S1, E2S2 ). Эти прямые пересекают ребро призмы в 
точках 7 (71 72) и 8 (81 82) – в точках пересечения ребра призмы с гранями 
пирамиды. Соединяя каждые пары таких точек одних и тех же граней от-
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резками прямых, получаем две линии пересечения многогранников. Одна 
из них представляет собой пространственный многоугольник 138571 
(113181517111, 123282527212), другая – треугольник 246 (214161, 224262). 

Видимыми являются только те из отрезков многоугольников пересе-
чения, которые принадлежат видимым граням многогранников; невидимые 
отрезки обозначаем на эпюре штриховыми линиями. 

Отрезки 24 (2141, 2242) и 26 (2161, 2262) линии пересечения 246 (214161, 
224262) видимы на фронтальной проекции. Они принадлежат видимым гра-
ням призмы и пирамиды. Отрезок 46 (4161, 4262) является невидимым на 
фронтальной проекции. Этот отрезок принадлежит видимой на этой про-
екции грани призмы и невидимой грани пирамиды. На фронтальной про-
екции видимы отрезки 13 (1131, 1232) и 17 (1171, 1272) второй линии пересе-
чения, а отрезки 38 (3181, 3282), 85 (8151, 8252) и 75 (7151, 7252) этой линии – 
невидимы. 

 
Вопросы для самопроверки 

 
1. Определение многогранных поверхностей. 
2. Построение сечений многогранников проецирующими плоско-

стями. 
3. Построение сечений многогранников плоскостями общего поло-

жения. 
4. Построение точек пересечения прямой с многогранными поверх-

ностями. 
5. Взаимное пересечение многогранников. Пример. 
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Глава 12 
КРИВЫЕ ЛИНИИ 

 
 

12.1. Основные понятия 
 

Кривой линией называется геометрическое место (непрерывное 
множество) последовательных положений точки, движущейся в простран-
стве. 

Кривые линии широко применяются в различных областях науки и 
техники. По кривым линиям очерчиваются различные инженерные конст-
рукции (арки, своды и т.д.). Кривые линии применяются для образования 
поверхностей различных архитектурных деталей и конструкций зданий и 
сооружений, покрытий, колонн, сводов, куполов, винтовых лестниц и т.п. 
В геодезии кривыми линиями – так называемыми горизонталями – изо-
бражается рельеф земной поверхности. При различных исследованиях и 
расчетах кривые линии применяются для составления всевозможных гра-
фиков, монограмм, диаграмм и т.д. 

Кривые линии могут быть образованы следующими способами: 
1) движением точки в пространстве; 
2) взаимным пересечением двух кривых поверхностей; 
3) пересечением кривой поверхности плоскостью. 
Следует отметить, что одна и та же кривая линия может быть обра-

зована различными способами. Например, эллипс может быть образован 
движением точки в плоскости, при котором в каждый данный момент 
сумма расстояний от этой точки до двух других неподвижных точек – 
фокусов эллипса – постоянна и равна большей оси этого эллипса. Но эл-
липс может быть образован и пересечением кругового цилиндра плоско-
стью, расположенной произвольно по отношению к его оси, или полным 
пересечением поверхностей двух круговых цилиндров одинакового диа-
метра и т.п. 

Все кривые линии по положению их в пространстве делятся на два 
вида: плоские и пространственные. 

Плоские кривые – это кривые, все точки которых лежат в одной 
плоскости. К ним относятся окружность, эллипс, парабола, гипербола, ли-
нии пересечения кривых поверхностей плоскостями. 

Пространственные кривые, или «линии двойной кривизны», – это 
кривые, точки которых не лежат в одной плоскости. К ним относятся вин-
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товые линии, линии пересечения двух кривых поверхностей (в общем слу-
чае) и др. 

Кривые линии подразделяются и по другим признакам. Если поло-
жение всех точек кривой может быть выражено аналитически, в виде 
уравнения, то она относится к закономерным кривым в отличие от кривых 
случайного вида (графических) и т.д. 

Закономерные кривые делятся на алгебраические, определяемые ал-
гебраическими уравнениями, и трансцендентные (например, синусоида, 
циклоида и др.). 

В зависимости от степени уравнения алгебраические кривые под-
разделяются на кривые второго (окружность, эллипс и т.д.), третьего 
(например, кубическая парабола) и высших порядков. Геометрический 
порядок плоской алгебраической кривой равен наибольшему возможно-
му числу точек пересечения ее с прямой линией, а порядок пространст-
венной кривой – числу точек пересечения ее с плоскостью общего по-
ложения. 

Касательной а к кривой b в точке А называется прямая, занимающая 
предельное положение секущей а', проходящей через точки А и В, конус 
В, непрерывно перемещаясь по кривой b, стремится совпасть с точкой А 
(рис. 12.1). 

 

 
 

Рис. 12.1 

 
Таким образом, прямая а становится касательной к кривой b. 
На данном примере касательная а к кривой b называется обыкновен-

ной. Некоторые точки кривых линий называют особыми (рис. 12.2):  
− точки излома, в которой кривая a имеет две касательные; 
− точки возврата В, С, в которых касательная единственная; 
− точка узловая D, в которой кривая d пересекает сама себя; 
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− точка самоприкосновения Е, в которой кривая е касается сама се-
бя и имеет одну касательную; 

− точка перегиба F кривой f, в которой касательная пересекает кри-
вую b особой точке F.   

 

 
 

Рис. 12.2 

 
Следует отметить важный аспект расположения касательных пря-

мых в пространстве и на их проекциях. Его можно выразить следующим 
образом: прямая, касательная к кривой линии в обыкновенной точке, 
проецируется в касательную к проекции кривой а1 (рис. 12.3). 

 

 
 

Рис. 12.3 
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12.2. Спрямление кривой линии 
 
Спрямлением кривой линии называется построение отрезка прямой, 

приближенно равного длине дуги кривой линии. Для этого разделим гори-
зонтальную проекцию кривой А1В1 на некоторое число частей (рис. 12.4). 

 

 
 

Рис. 12.4 

 
На горизонтальной проекции проводим отрезок А'1В'1, равный длине 

горизонтальной проекции дуги между точками А1 и В1. При этом длина 
каждой части дуги принимается равной длине стягивающей ее хорды. Эти 
хорды последовательно откладываются в натуральную величину на отрез-
ке А'нВ'н. Длина каждой части дуги принимается равной длине стягиваю-
щей ее хорды. Проведя линии связи через А'1В'1, определим точки А'2 и О'2 

их пересечения с горизонтальными прямыми проекционной связи, прове-
денные через точки А2, В2. 

Аналогично строятся все промежуточные точки. Соединив кривой 
найденные точки, получим развертку кривой А'2В'2. Для определения нату-
ральной величины кривой АВ необходимо хорды А'21'2, 1'22'2 и т.д. после-
довательно отложить на прямой l. Отрезок АнВн будет приблизительно ра-
вен спрямленной дуге кривой АВ. 

Из пространственных кривых наибольшее практическое применение 
имеют винтовые линии. Так, например, в инженерно-строительном деле 
они применяются для образования поверхности винтовых лестниц; в ма-
шиностроении – для образования поверхности резьб, цилиндрических и 
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конических пружин, винтовых транспортеров (шнеков), конических зубча-
тых колес со спиральным зубом и т.д. 

Винтовая линия, нанесенная на поверхности кругового цилиндра, на-
зывается цилиндрической винтовой линией и является совокупностью по-
следовательных положений точек А, вращающихся вокруг прямой i с од-
новременным поступательным движением вдоль этой прямой, пропорцио-
нальным угловым перемещением. 

На рис. 12.5 представлены проекции i1 и i2 оси вращения, являющей-
ся осью винтовой линии i (ось кругового цилиндра) и А1,А2, точки А. Ра-
диус R вращения точки А называется радиусом винтовой линии, а рас-
стояние h, проходимое этой точкой вдоль оси i за один полный оборот, – 
шагом винтовой линии. Цилиндрически винтовая линия обладает свойст-
вами равного подъема и развертывания в прямую линию. 

Построить цилиндрическую винтовую линию можно, разделив гори-
зонтальную проекцию цилиндра на некоторое число равных частей, уста-
новив проекционную связь и затем проведя фронтальные проекции обра-
зующих. Разделив отрезок А2В2 на тоже число частей, что и горизонталь-
ную проекцию основания цилиндра, следует провести через полученные 
точки винтовую линию. 

 

 
 

Рис. 12.5 
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Построение конической винтовой линии показано на рис. 12.6. 
 

 
 

Рис. 12.6 

 
Вопросы для самопроверки 

 
1. Определение кривых линий. 
2. Классификация кривых линий. 
3. Свойство касательных прямых к кривым линиям в ортогональных 

проекциях. 
4. Графическое определение длины кривых линий. 
5. Построение винтовых линий. 



 149 

Глава 13 
КРИВЫЕ ПОВЕРХНОСТИ 

 
 

13.1. Основные понятия 
 

Кривой поверхностью называется геометрическое место последова-
тельных положений линии, движущейся в пространстве. Этот способ обра-
зования поверхности непрерывным перемещением в пространстве некото-
рой линии по определенному закону называется кинематическим и являет-
ся основным в начертательной геометрии. 

При кинематическом способе задания поверхность рассматривается 
как совокупность всех положений движущейся линии. Линию, производя-
щую поверхность, в каждом ее положении называют образующей. Обра-
зующая линия может быть прямой или кривой, которая перемещается в 
пространстве по определенному закону. Такое задание поверхности явля-
ется наиболее простым и общепринятым в начертательной геометрии. 

Линия L, образующая поверхность, называется образующей, а линия m, 
по которой передвигается образующая, – направляющей. Образующая во всех 
своих положениях L1 L2 пересекает направляющую m в точках А1, А2, …, Аm. 

Конкретный вид образующей и конкретный закон ее перемещения, 
являющиеся параметрами поверхности, выделяют данную поверхность од-
нозначно из всего класса поверхностей, к которому они относятся. Сово-
купность элементов поверхности (параметров), выделяющих данную по-
верхность из всего класса поверхностей, к которому она принадлежит, бу-
дет называться определением поверхности. Определитель поверхности ус-
ловно записывают в скобках после буквенного обозначения этой поверх-
ности. Например, цилиндрические и конические поверхности (рис. 13.1, 
13.2) с направляющей m и образующей L определитель следует записывать 

так: ϕ (m х L). Полное задание поверхности на комплексном чертеже ха-
рактеризуется возможностью однозначного построения проекций любой 
точки этой поверхности. Поверхность считается графически заданной на 
чертеже, если относительно любой точки пространства, заданной на чер-
теже, можно однозначно решить вопрос о принадлежности к этой поверх-
ности. 

Кривые поверхности находят разнообразное и широкое практическое 
применение. Например, в инженерно-строительном деле кривыми поверх-
ностями являются своды и купола цилиндрических и сферических пере-
крытий оболочки, различные архитектурные элементы, резервуары, трубо-
проводы и т.п. 
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Рис. 13.1                 Рис. 13.2 

 
Широкие возможности для создания новых оригинальных и разно-

образных архитектурных решений открылись благодаря применению кри-
вых поверхностей при конструировании оболочек и висячих перекрытий. 
Пролетные несущие конструкции висячих перекрытий работают на растя-
жение и свободны от возникновения изгибающих моментов. Они отлича-
ются от оболочек тем, что оболочки сжаты и выпуклы, а пролетные несу-
щие конструкции висячих покрытий растянуты и вогнуты. Поверхности 
висячих покрытий на комплексном чертеже, как правило, задаются линей-
ным каркасом. 

 
13.2. Классификация кривых поверхностей 

 
В основу деления кривых поверхностей на классы кладутся общие 

для них признаки и свойства. 
По виду образующей кривые поверхности делятся на два класса: 
− прямолинейные (образующая L – прямая линия). К ним относят-

ся: цилиндрические и конические поверхности, поверхности с ребром воз-
врата, с плоскостью параллелизма, винтовые, поверхности вращения (кру-
говые цилиндры) и конус, одноколонный гиперболоид вращения и др.; 

− криволинейные (образующая L – кривая линия). К ним относятся 
сфера, кольца, поверхности случайного вида и др. 

По развертыванию поверхности делятся на два класса: 
− развертываемые – поверхности, которые точно могут быть раз-

вернуты в плоскость (коническая, цилиндрическая поверхности и поверх-
ность с ребром возврата); 
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− неразвертываемые – поверхности, которые только приблизитель-
но можно развернуть в плоскость (сферические поверхности, косые плос-
кости и т.п.). 

 

13.3. Прямолинейчатые поверхности 
 

Цилиндрической поверхностью называется поверхность, образован-
ная параллельным самой себе перемещением образующей прямой L по на-
правляющей кривой m (рис. 13.3). Определителем цилиндрической по-

верхности являются линии L и m. Условная запись: ϕ (m, L // S). 

Конической поверхностью ϕ называется поверхность, образованная 
перемещением по кривой направляющей m образующей прямой L, прохо-
дящей через неподвижную точку S – вершину конуса. Условная запись оп-

ределителя: ϕ (m, L, S) (рис. 13.4). 
 

                      
 

Рис. 13.3         Рис. 13.4 
 

Поверхностью с ребром возврата называется поверхность ϕ, образо-
ванная движением прямолинейной образующей L, во всех своих положе-
ниях касающейся некоторой пространственной кривой m (рис. 13.5). 
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Кривая m являются ребром воз-
врата. Условная запись определителя: 

ϕ (m, L ≡ L). 
Вид поверхности с ребром воз-

врата зависит от вида самого ребра воз-
врата. Например, пусть ребром возврата 
служит цилиндрическая винтовая линия 
m, тогда прямая образующая L, пере-
двигаясь по ней и все время оставаясь 
касательной к ней, опишет винтовую 

поверхность ϕ. Такая поверхность бу-
дет называться развертывающимся ге-
ликоидом. 

 
13.4. Поверхности 

с плоскостью параллелизма 
 
Поверхности, все прямолинейные образующие которых параллельны 

одной плоскости (так называемой плоскости параллелизма), относятся к 
классу неразвертываемых поверхностей. Определитель поверхности с 
плоскостью параллелизма состоит из двух направляющих линий m и n, об-
разующей прямой L и плоскости параллелизма λ, параллельно которой по 
направляющим перемещается образующая. Условная запись определителя: 

ϕ (m, n, L // λ). 

Косой плоскостью называется линейчатая поверхность ϕ, образо-
ванная  движением образующей L по двум скрещивающимся прямым – 
направляющим m и n  параллельно плоскости α (рис. 13.6). 

Плоскость β, параллельная скрещивающимся прямым m и n, является 
второй плоскостью параллелизма. В этом случае прямые m и n можно рас-
сматривать как образующие «второй серии», а образующие «первой серии» L 
и L' – как направляющие. Следовательно, через любую точку косой плоско-
сти проходят только две прямолинейные образующие разных серий. Таким 
образом, косая плоскость является дважды прямолинейчатой поверхностью. 

Случайная плоскость пересекает косую плоскость по кривым второ-
го порядка – параболе или гиперболе. Поэтому косая плоскость является 
поверхностью второго порядка и называется также гиперболическим пара-
болоидом. 

Рис. 13.5 
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Рис.13.6 

 
13.5. Поверхности вращения 

 

Поверхностью вращения называется поверхность ϕ, образованная 
вращением образующей линии L вокруг неподвижной прямой I (рис. 13.7 – 
13.10). 

 

                
 
                             Рис. 13.7                                               Рис. 13.8  
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Определитель поверхности вращения состоит из образующей линии 
L и оси вращения i. 

Условная запись определителя: ϕ (L, i). Конкретный вид поверхно-
сти вращения выделяется из всей группы таких поверхностей формой об-
разующей линии и ее положением относительно оси вращения. 

При вращении вокруг оси каждая точка образующей L описывает 
окружность, которую называют параллелью поверхности вращения. Плос-
кости параллелей перпендикулярны оси поверхности. Наибольшую из па-
раллелей поверхности вращения называют экватором поверхности, а наи-
меньшую – горлом. Линии, получаемые при пересечении поверхности 
вращения плоскостями, проходящими через ось, называют меридианами 
поверхности. Меридиан, расположенный во фронтальной плоскости Г, – 
главным меридианом. 

 

           
 
                      Рис. 13.9                 Рис. 13.10 
 

Различают поверхности вращения с прямолинейной и криволиней-
ной образующей. 

Образующая – прямая линия. Образующая L – прямая, параллельная 
оси вращения i. Поверхность – круговой цилиндр (см. рис. 13.3). 

Определитель поверхности: ϕ (L // i). Точка А принадлежит поверх-
ности цилиндра. 

Образующая L – прямая, пресекающая ось вращения i. Поверхность 

– круговой конус, ее определитель: ϕ (L ∈ i). Точка А принадлежит по-
верхности конуса (см. рис. 13.4). 
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Образующая – окружность. Образующая L – окружность, ось враще-
ния I совпадает с ее диаметром. Поверхность – сфера (см. рис. 13.8). Опре-

делитель поверхности: ϕ [L × (i ∈ 0)]. 
Образующая L – окружность, ось вращения i является произвольной 

прямой, лежащей в плоскости окружности. Поверхность – кольцо (см. рис. 

13.9). Определитель поверхности: ϕ (L, i). 
Образующая L – прямая, скрещивающаяся с осью вращения i. По-

верхность – однополостный гиперболоид вращения (см. рис. 13.7). Опре-

делитель поверхности: ϕ (L, i). 
Образующая L – эллипс. Ось вращения i совпадает с его осью. По-

верхность – эллипсоид вращения. 
Образующая L – парабола. Ось вра-

щения i совпадает с ее осью. Поверхность 
– параболоид вращения. 

Образующая L – гипербола. Ось i 
вращения совпадает с ее мнимой осью.  

Графические поверхности. В прак-
тике встречаются криволинейные поверх-
ности, кривая, образующая L в процессе 
образования поверхности, произвольно 
изменяет свой вид. Эти поверхности на-
зываются графическими (рис. 13.11). 

Графические поверхности в инже-
нерно-строительном деле и топографии 
используются для изображения рельефа 
земной поверхности. В этом случае их 
принято называть топографическими по-
верхностями. 

 
Вопросы для самопроверки 

 
1. Определение кривых линий. 
2. Способы задания поверхностей. 
3. Классификация кривых поверхностей. 
4. Определение поверхностей. 

Рис. 13.11 
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Глава 14 
ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ПЛОСКОСТИ И ЛИНИИ 

С ПОВЕРХНОСТЬЮ 
 
 

14.1. Основные понятия 
 
В пересечении поверхностей вращения плоскостью получаются раз-

личные плоские кривые линии, проекции которых строятся по проекциям 
ряда точек, определяемых соответствующими способами. При этом следу-
ет стремиться определить, прежде всего, так называемые характерные 
(опорные) точки фигуры сечения – верхние и нижние (т.е. точки наиболее 
и наименее удаленные от плоскостей проекций), левые и правые (т.е. точ-
ки, лежащие на крайних образующих поверхностей). После этого опреде-
ляется ряд промежуточных точек, которые затем соединяются с характер-
ными плавной кривой линией. 

В пересечении кругового цилиндра плоскостью в зависимости от по-
ложения секущей плоскости могут получаться: окружность, если секущая 
плоскость перпендикулярна к оси вращения цилиндра (рис. 14.1); эллипс, 
если секущая плоскость наклонена к оси цилиндра под углом, отличным от 
прямого (рис. 14.2); прямоугольник, если секущая плоскость параллельна 
оси цилиндра (рис. 14.3).  

 

 
 
   Рис. 14.1                      Рис. 14.2                 Рис. 14.3 

 
Проекции фигуры сечения цилиндра плоскостью могут быть по-

строены аналогично проекциям фигуры сечения призмы плоскостью. Для 
этого в цилиндр вписывается многогранная призма, находятся точки 
встречи ребер этой призмы с секущей плоскостью, которые соединяются 



 157 

плавной кривой линией. В случае, когда цилиндр прямой, построение про-
екций фигуры сечения может быть выполнено по-другому. 

На рис. 14.4 показано построение проекций фигуры сечения прямого 
кругового цилиндра плоскостью общего положения Ф, заданной треуголь-
ником АВС. 

 

 
 

Рис. 14.4 
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Так как цилиндр прямой, горизонтальные проекции фигуры сечения и 
самого цилиндра будут совпадать. Как отмечалось выше, в сечении будет по-
лучаться эллипс. Для нахождения точек, ограничивающих большую ось эл-
липса (нижней и высшей), необходимо в плоскости треугольника АВС по-
строить горизонталь h (h1, h2), т.к. большая ось совпадает с линией ската 
плоскости. Затем через ось цилиндра перпендикулярно h1 проводим линию 
ската плоскости и заключаем ее в горизонтально-проецирующую плоскость Г 
(Г1). Плоскость Г пересечет плоскость треугольника АВС по линии 2, 3 (2131, 
2232), а цилиндр – по прямоугольнику. Точки, общие для линии пересечения 
плоскостей и сечения цилиндра плоскостью Г, – D и Е (D1D2, Е1E2) и будут 
искомыми. Точки, ограничивающие малую ось эллипса, – М и N определим, 
проведя через ось цилиндра линию перпендикулярно горизонтальной проек-
ции большой оси – 41, 51 и заключая ее в плоскость ∆. Дальнейшие построе-
ния аналогичны приведенным выше. Точки, лежащие на крайних образую-
щих и определяющие границы видимости, – К и L (К1L1, К2L2) определим 
при помощи фронтальной плоскости уровня Σ (Σ1), а ближнюю и дальнюю 
точки линии сечения Q и R (Q1R1, Q2R2) – с помощью плоскостей Θ и λ, про-
ведя их касательно к цилиндру через ближнюю и дальнюю образующие. 
Промежуточные точки, принадлежащие линии пересечения R и G (R1G1, 
R2G2), определены с помощью горизонтальной плоскости уровня Τ (Τ2). 

В пересечении кругового конуса плоскостью в зависимости от положе-
ния секущей плоскости могут получиться: окружность, если секущая плос-
кость перпендикулярна к оси вращения конуса (рис. 14.5); эллипс, если секу-
щая плоскость наклонена к оси вращения конуса под углом, отличным от пря-
мого и пересекает все образующие конуса (рис. 14.6); гипербола, если секущая 
плоскость параллельна двум образующим конуса (рис. 14.7); парабола, если 
секущая плоскость параллельна одной образующей конуса (рис. 14.8); тре-
угольник, если секущая плоскость проходит через вершину конуса (рис. 14.9). 

 

 
 

                     Рис. 14.5                                 Рис. 14.6                                    Рис. 14.7 
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                                    Рис. 14.8                                                 Рис. 14.9 

 
Проекции фигуры сечения конуса плоскостью можно построить ана-

логично проекциям фигуры сечения пирамиды плоскостью (в конус впи-
сывается многогранная пирамида).  

Построение линии пересечения плоскости с конической поверхно-
стью выполняется в следующем порядке. Основание конуса делится на 
равномерное число частей, в нашем примере 12, проводятся горизонталь-
ные проекции S111, S121…, S1121 образующих и строятся их фронтальные 
и профильные проекции. На фронтальной проекции отмечаются фрон-
тальные проекции точек пересечения построенных образующих на види-
мой поверхности конуса с секущей плоскостью Ф: А2, В2, С2, D2, Е2, а 
также крайних точек F2 и G2. Горизонтальные проекции строятся в проек-
ционной связи на соответствующих проекциях образующих. На профиль-
ную проекцию точки переносятся также по линиям связи. Горизонтальная 
проекция точки С1 строится после того, как она построена на профильной 
проекции (рис. 14.10). 

На фронтальной проекции большая ось эллипса F2G2 – линия пересе-
чения фронтально-проецирующей плоскости с конусом – проецируется в 
натуральную величину. Малая ось MN эллипса перпендикулярна большой 
и проецируется в точку M2 = N2 в середине фронтальной проекции F2G2 
большой оси. 

Построение горизонтальной проекции малой оси эллипса выполнено 
с помощью горизонтальной плоскости уровня Ω (Ω2), проведенной через 
малую ось эллипса. Плоскость Ω пересекла конус по окружности радиуса 
r, точки М2 и N2 по линиям связи перенесены на горизонтальную проек-
цию окружности. 
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Рис. 14.10 
 

На рис. 14.11 показано построение сечения конуса плоскостью обще-
го положения, заданной следами. 

Построение проекций сечения начато с нахождения точек, ограничи-
вающих большую ось эллипса (высшая и низшая точки сечения). Для этого 
проведена вспомогательная секущая плоскость Г, горизонтально-проеци-
рующая, перпендикулярная следу Ф1 и проходящая через ось конуса. 
Плоскость Г пересекает конус по образующим S1 (S111, S212) и S2 (S121, 
S222), а плоскость Ф – по линии MN (М1N1, М2N2). Точки А и В, получаю-
щиеся в пересечении образующих S1 и S2 с прямой MN, будут искомыми 
точками. Отрезок АВ является большой осью эллипса, получающегося при 
пересечении данного конуса плоскостью Ф. Проекция А1В1 является 
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большой осью эллипса – горизонтальной проекции фигуры сечения. Разде-
лив АВ пополам, получим положение малой оси эллипса – точку О (О1, 
О2). Точки С и D (C1D1, C2D2), ограничивающие малую ось эллипса, опре-
делим, воспользовавшись горизонтальной плоскостью уровня Θ, прове-
денной через точку О. Она пересекает поверхность конуса по окружности, 
а плоскость Ф – по горизонтали. Точки на пересечении этих линий и будут 
искомыми.  

 

 
 

Рис. 14.11 
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Точки, лежащие на очерке фронтальной проекции конуса и опреде-
ляющие границы видимости линии пересечения, получены при помощи 
вспомогательной секущей плоскости ∆, проведенной через ось конуса па-
раллельно П2. Плоскость ∆ пересекает плоскость Ф по фронтали, а конус – 
по двум образующим. Точки Е и F, получающиеся при пересечении фрон-
тали с образующими, принадлежат искомой линии пересечения конуса с 
плоскостью Ф. 

Промежуточные точки линии пересечения удобно построить, ис-
пользуя горизонтальные секущие плоскости, аналогично построению то-
чек ограничивающих малую ось эллипса. 

Задачу можно решить, используя метод замены плоскостей проек-
ций, с помощью которого привести условие к виду, показанному на 
рис. 14.10. 

Для построения точек пересечения прямой с какой-либо поверхно-
стью необходимо провести через данную прямую вспомогательную секу-
щую плоскость; затем найти линию пересечения вспомогательной плоско-
сти с данной поверхностью и, наконец, определить точки пересечения ли-
нии с данной прямой. Эти точки и будут искомыми точками пересечения 
прямой с поверхностью. 

Вспомогательную плоскость, проводимую через прямую при пересе-
чении ею какой-либо поверхности, следует выбирать так, чтобы получа-
лись простейшие сечения. 

В некоторых случаях показ вспомогательной плоскости излишен. 
Например, точки встречи прямой l с поверхностью прямого кругового ци-
линдра, имеющего вертикальную ось (рис. 14.12), определяют следующим 
образом. 

Горизонтальная проекция цилиндрической поверхности представля-
ет собой окружность, поэтому горизонтальные проекции всех точек, рас-
положенных на цилиндрической поверхности, в т.ч. и двух искомых точек 
встречи, будут расположены на этой же окружности. 

Фронтальные проекции А2 и В2 искомых точек встречи определяют 
проведением через точки А1 и В1 вертикальных линий связи до пересече-
ния с фронтальной проекцией l2 прямой l. 

На рис. 14.13 построена точка пересечения горизонтально-проеци-
рующей прямой с поверхностью кругового конуса. В этом случае также 
нет необходимости применять вспомогательную плоскость. Горизонталь-
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ная проекция А1 искомой точки совпадает с горизонтальной проекцией l1 
данной прямой. Фронтальная проекция этой точки определяется: А2 – с 
помощью образующей S1 конуса. 

 
 
 
 

  
 

Рис. 14.12                                                            Рис. 14.13 

 
На рис. 14.4 показано построение точек встречи прямой общего по-

ложения l с конической поверхностью. 
В данном случае целесообразно через прямую l провести вспомога-

тельную плоскость общего положения, проходящую через вершину кону-
са, которая пересечет поверхность по образующим. Такую плоскость зада-
дим следующим образом. Через произвольно взятую на прямой l точку А и 
вершину конуса S проведем прямую k. Две пересекающиеся прямые l и k 
определяют плоскость Ф. Находим горизонтальные следы М1 и М'1 прямых 
l и k, через которые пройдет горизонтальный след вспомогательной секу-
щей плоскости Ф. Отметим точки 11 и 22, в которых след Ф1 пересекает ос-
нование конуса. Построим их фронтальные проекции и при их помощи 
найдем две образующие, по которым коническая поверхность пересекается 
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вспомогательной плоскостью Ф – S1 и S2 (S212, S222). На пересечении этих 
образующих с фронтальной проекцией l2 прямой l отметим фронтальные 
проекции точек пересечения В2 и С2. Горизонтальные проекции точек В1 и 
С1 построим при помощи линий связи. 

 

 
 

Рис. 14.14 

 
На рис. 14.15 показано построение точек пересечения поверхности 

наклонного цилиндра с круговым основанием прямой линией l. Для этого 
через прямую l проведем вспомогательную плоскость Ф параллельно обра-
зующим цилиндра. Такая плоскость может быть задана двумя пересекаю-
щимися прямыми l и k, проведенными через точку А (прямую k проводим 
параллельно образующим цилиндра). 

Плоскость Ф пересекает цилиндр по его образующим. Если постро-
ить горизонтальные следы прямых, определяющих плоскость, то получим 
горизонтальный след Ф1 плоскости. Отметим точки 11 и 22 в пересечении 
следа Ф1 с основанием цилиндра и построим их на фронтальной проекции 
– 12 и 22 и проведем через эти точки прямые параллельные образующим 
цилиндра. Точки В2 и С2 – фронтальные проекции точек пересечения пря-
мой l c поверхностью цилиндра. 
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Рис. 14.15 

 
14.2. Плоскости, касательные к поверхности 

 
При изображении кривых поверхностей и при выполнении связан-

ных с ними построений может оказаться необходимым проведение плос-
кости, касательной к поверхности.  

Возьмем небольшую часть поверхности и точку на ней. Если через 
эту точку на поверхности проведем кривые и касательные к ним прямые, 
то последние оказываются в одной плоскости. Эту плоскость называют ка-
сательной к плоскости в данной ее точке. 

Рассмотрим несколько примеров построения касательной плоскости 
к поверхностям. 

На рис. 14.16 показано построение плоскости, касательной к сфере в 
точке А. 
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Плоскость, касательная к сфере, перпендикулярна к радиусу, прове-
денному в точке касания. Поэтому, проведя радиус ОА, строим плоскость, 
задавая ее горизонталью h и фронталью f. Эти прямые определяют плос-
кость, касательную к сфере в ее точке А. 

В рассмотренном примере касательная плоскость имеет с поверхно-
стью одну общую точку. 

 

 
 

Рис. 14.16 

 
На рис. 14.17 показано построение плоскости, касательной к цилинд-

ру в точке С. Здесь плоскость касается поверхности не в одной точке, а во 
всех точках на образующей. 

Данная поверхность линейчатая. Поэтому через точку А можно 
провести образующую k, которая является одной из двух пересекающих-
ся, определяющих касательную плоскость. В качестве второй прямой 
можно взять касательную l к окружности – горизонтальному следу ци-
линдрической поверхности. Прямые l и k определяют искомую каса-
тельную плоскость. Прямая l является горизонтальным следом этой 
плоскости.  
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Рис. 14.17 

 
Вопросы для самопроверки 

 
1. Наименование кривых линий, полученных в результате пересече-

ния поверхностей второго порядка плоскостями. 
2. Методы построения сечений поверхностей плоскостями общего и 

частного положений. 
3. Построение точек пересечения прямых с поверхностями. 
4. Построение касательных плоскостей с поверхностями. 
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Глава 15 
ВЗАИМНОЕ ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

 
 

15.1. Способ вспомогательных секущих плоскостей 
 

Линия пересечения двух поверхностей есть линия, принадлежащая 
обеим поверхностям. Следовательно, для построения линии пересечения 
поверхностей необходимо найти общие точки для данных поверхностей. 

Линию пересечения поверхностей можно построить, применяя вспо-
могательные секущие плоскости (посредники), пересекающие данные по-
верхности по каким-либо линиям. Взяв достаточное количество вспомога-
тельных поверхностей, можно найти достаточное количество точек иско-
мой линии. 

Сформулируем общее правило построения линии пересечения по-
верхностей: 

− выбираем вид вспомогательных поверхностей; 
− строим линии пересечения вспомогательных поверхностей с за-

данными поверхностями; 
− находим точки пересечения построенных линий и соединяем их 

между собой. 
В качестве вспомогательных поверхностей выбирают такие, линии 

пересечения которых с заданными поверхностями проецируются в графи-
чески простые линии – прямые или окружности, т.к. при этих условиях за-
дача решается проще и точнее. В качестве вспомогательных поверхностей 
можно использовать плоскости или сферы. 

Рассмотрим применение вспомогательных секущих плоскостей на 
примере построения линии пересечения сферы с конусом вращения (рис. 
15.1). При построении точек линии пересечения поверхности вначале на-
ходят те точки, которые называют характерными (или опорными). Основа-
ния заданных поверхностей, представленных окружностями, принадлежат 
горизонтальной плоскости проекций П1. В пересечении окружностей осно-
вания получаем опорные точки 11 и 1'1. По линии связи переносим эти точ-
ки на фронтальную проекцию. 

Проведенная фронтальная плоскость уровня ∆ (∆1), проходящая че-
рез ось конической поверхности и центр сферы, пересекает коническую 
поверхность по контурным образующим SA и SB, а сферу – по окружно-
сти, совпадающей с проекцией главного меридиана. В пересечении кон-
турной образующей SB и главного меридиана получим опорную точку 2 
(21, 22) – наивысшую точку линии пересечения. 
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Рис. 15.1 

 
Промежуточные точки найдем при помощи горизонтальных плоско-

стей уровня Ф и Г, которые пересекают заданные поверхности по окруж-
ностям. При взаимном пересечении этих окружностей получают промежу-
точные точки искомой линии. Вначале находим горизонтальные проекции 
31 и 3'1 точек 3 и 3' на пересечении окружностей m1 и n1, получающихся от 
пересечения плоскостью Ф конуса и сферы. Затем, используя линии связи 
и принадлежность этих точек плоскости Ф, находим их фронтальные про-
екции 32 и 3'2. 

Число вспомогательных секущих плоскостей, а следовательно, и 
промежуточных точек линии пересечения, зависит от требуемой точности 
решения. 

Относительно горизонтальной плоскости проекций видимой являет-
ся заданная половинка сферы и коническая боковая поверхность. Следова-
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тельно, видима и вся горизонтальная проекция линии пересечения этих по-
верхностей. 

Относительно фронтальной плоскости проекций видимой является 
часть 1, 4, 3, 2, фронтальная проекция линии пересечения, расположенная 
на видимых (передних) участках заданных поверхностей, а часть 1', 4', 3', 2' 
– невидима. 

Заданные поверхности симметричны относительно фронтальной 
плоскости уровня ∆, проходящей через оси их вращения, следовательно, 
симметрична и линия их пересечения относительно этой же плоскости. 
Значит на фронтальной плоскости проекций П2 проекции видимой и не-
видимой частей линии пересечения совпадут и будут кривой второго по-
рядка. 

На чертеже одноименные проекции точек 11, 41, 31, 21, 3'1, 4'1, 1'1 и 
121'2, 424'2, 323'2 и 22 соединяем плавной сплошной основной линией и по-
лучаем искомые проекции линии пересечения. 

Как отмечалось выше, для нахождения промежуточных точек, при-
надлежащих линии пересечения были использованы горизонтальные плос-
кости уровня. 

Фронтальные плоскости уровня, кроме проходящей через ось кони-
ческой поверхности плоскости ∆ (∆1), пересекают эту плоскость по слож-
ным кривым (гиперболам). Значит, их не следует применять в качестве 
вспомогательных секущих поверхностей. 

Проецирующие плоскости будут давать в пересечении сложные для 
построения на чертеже линии, поэтому их также нецелесообразно приме-
нять в качестве вспомогательных секущих плоскостей. Например, горизон-
тально проецирующие плоскости, проходящие через ось заданной кониче-
ской поверхности, будут пересекать ее по образующим, а сферу по окруж-
ностям. Но эти окружности будут проецироваться на плоскость П2 в эл-
липсы. 

После сравнения всех возможных вариантов в качестве вспомога-
тельных секущих плоскостей были выбраны горизонтальные плоскости 
уровня, т.к. их применение дает наиболее простые графические построения 
на чертеже. 

На рис. 15.2 приведено построение линии пересечения кругового ко-
нуса с вертикальной осью с фронтально-проецирующим цилиндром. 

Характерные точки 1, 2, 4, 4' (12, 22, 42, 42') определены непосредст-
венно на эпюре. Характерные точки 3, 3', находящиеся на контурной обра-
зующей цилиндра и определяющие границу видимости линии пересечения, 



 171 

а также точки 5, 5', 6, 6', 7, 7' определены с помощью вспомогательных се-
кущих горизонтальных плоскостей уровня Г, Ф, ∆, Θ, которые пересекают 
конус вращения по окружности, а цилиндр по прямолинейным образую-
щим. На пересечении горизонтальных проекций полученных окружностей 
и образующих получают общие точки, принадлежащие искомой линии пе-
ресечения. На плоскость проекций П2 линия пересечения проецируется на 
основание цилиндра. 

На рис. 15.3 показано построение линии пересечения кругового ци-
линдра с вертикальной осью и сферы. 

 

 
 

Рис. 15.2 
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Рис. 15.3 

 
Ход решения задачи аналогичен описанному выше. В качестве вспо-

могательных секущих плоскостей использованы фронтальные плоскости 
уровня, которые пересекают сферу по окружностям, а цилиндр – по пря-
молинейным образующим. Опорные точки 44' (414'1, 424'2), лежащие на 
главном меридиане сферы, на фронтальной проекции построены при по-
мощи линий связи. 

Способом вспомогательных секущих плоскостей можно воспользо-
ваться для построения линии взаимного пересечения гранной поверхности 
с поверхностью вращения. 

На рис. 15.4 приведено построение линии пересечения трехгранной 
призмы и конуса. 

В качестве вспомогательных секущих плоскостей приняты горизон-
тальные плоскости уровня. Каждая секущая плоскость пересекает конус по 
окружности, радиус которой равен расстоянию от оси до образующей. 
Строим горизонтальные проекции окружностей и на их пересечении с про-
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екциями ребер призмы находим проекции 1111', 212'1, 313'1 и 121'2, 222'2, 323'2 
опорных точек. Промежуточные точки находим с помощью плоскостей Σ и 
Θ. Плоскости Σ и Θ пересекают грани призмы по прямым линиям. Их го-
ризонтальные проекции при пересечении с соответствующей окружностью 
(проекцией линии пересечения плоскостей Σ и Θ с конусом) дают проек-
ции промежуточных точек 414'1, 515'1, 616'1, 711'1 и 424'2, 525'2, 626'2, 127'2. Как 
видим на рис. 15.4, фронтальная проекция линии пересечения совпадает с 
проекцией основания призмы. 

Линией пересечения грани АВ призмы с поверхностью конуса явля-
ются ветви окружности, т.к. эта грань параллельна основанию конуса. 

 

 
 

Рис. 15.4 
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На рис. 15.5 приведено построение линии пересечения конуса и трех-
гранной призмы, грани которой являются горизонтально-проецирующими 
плоскостями. 

 

 
 

Рис. 15.5 

 
Боковые грани призмы пересекаются с поверхностью конуса по ги-

перболам. Построим точки, принадлежащие линиям пересечения, в каж-
дой грани. Ребра А и В проецируются на окружность – проекцию основа-
ния конуса. Отметим точки 1 и 2 (1121, 1222) – эти точки будут принадле-
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жать линии пересечения. Чтобы определить точку пересечения ребра С, 
которое пересекает боковую поверхность конуса, проведем через ребро С 
образующую SG (S1G1, S2G2). Точка пересечения фронтальной проекции 
S2G2 с ребром С2 дает искомую точку 32 пересечения ребра С с поверхно-
стью конуса. Чтобы определить высшие точки линии пересечения, по-
строим на боковой поверхности конуса образующие SD (S1D1, S2D2), SE 
(S1E1, S2E2) и SF (S1F1, S2F2) перпендикулярно граням призмы. Горизон-
тальные проекции точек пересечения образующих с гранями – 41, 51, 61, 
будут искомыми. По линиям связи находим их фронтальные проекции – 
42, 52, 62. Отметим точки М1 и N1 – точки, лежащие на крайних образую-
щих конуса. Фронтальные проекции этих точек M2 и N2 будут определять 
границы видимости линий пересечения в гранях АВ и АС. Промежуточ-
ные точки определим при помощи вспомогательной секущей плоскости Г 
– горизонтальной плоскости уровня. Плоскость Г пересекает конус по ок-
ружности m (m1, m2), а призму по треугольнику, совпадающему с гори-
зонтальной проекцией призмы. Горизонтальные проекции точки, общие 
для линий пересечения 7181, 91101, 111, 121, будут искомыми. Фронталь-
ные проекции этих точек по линиям связи переносим на след секущей 
плоскости – 7282, 92102, 112122. Соединяем плавной кривой точки, лежа-
щие в одной грани, имея в виду, что точки М2 и N2 определяют границы 
видимости линий пересечения в гранях АВ и АС. Фронтальная проекция 
линии пересечения в грани ВС будет невидимой, т.к. находится на неви-
димой грани.  

При помощи плоскости Ф находим линию пересечения конуса и 
верхнего основания призмы – окружности m' (m'1, m'2). 

 
15.2. Частные случаи пересечения поверхностей второго порядка 

 
При взаимном пересечении поверхностей второго порядка получает-

ся в некоторых случаях распадение линии пересечения на две плоских 
кривые второго порядка. Это бывает в тех случаях, когда обе пересекаю-
щиеся поверхности вращения (цилиндр и конус, два конуса и т.п.) – вокруг 
общей для них сферы. В примерах, приведенных на рис. 15.6, а и б, пере-
сечение происходит по эллипсам. 

На рис. 15.7 показаны два цилиндра равного диаметра с пересекаю-
щимися осями. Из точки пересечения осей может быть проведена сфера, 
вписанная в оба цилиндра. Обе поверхности пересекаются по линии, со-
стоящей из двух эллипсов. 
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а                                                              б 
 

Рис. 15.6 

 

 
 

Рис. 15.7 

 
Изображенные на рис. 15.6 и 15.7 кривые пересечения поверхностей 

проецируются на фронтальную плоскость проекций в виде прямолинейных 
отрезков, т.к. общая плоскость симметрии для каждой пары рассмотрен-
ных поверхностей расположена параллельно плоскости П2. 

Указанные выше построения основаны на следующих положениях:  
1) поверхности второго порядка, имеющие двойное соприкоснове-

ние, пересекаются между собой по двум кривым второго порядка, причем 
плоскости этих кривых проходят через прямую, определяемую точками 
прикосновения; 

2) две поверхности второго порядка, описанные около третьей по-
верхности второго порядка (или в нее вписанные), пересекаются между 
собой по двум кривым второго порядка. Это положение известно под на-
званием теоремы Монжа. 
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Соосные поверхности вращения (т.е. поверхности с общей осью) пере-
секаются по окружностям. На рис. 15.8 даны три примера: цилиндр и сфера 
(рис. 15.8, а), конус и сфера (рис. 15.8, б), две сферы (рис. 15,8, в). 

 

 
а                                      б                                                  в 
 

Рис. 15.8 

 
15.3. Способ сфер 

 
С помощью вспомогательных сферических поверхностей удобно 

строить линии пересечения двух поверхностей вращения с общей плоско-
стью симметрии, параллельной одной из плоскостей проекций. 

При этом возможны два случая: 
− если оси поверхностей вращения пересекаются, то для построе-

ния линии пересечения этих поверхностей применяют семейство концен-
тричных сфер; 

− если оси поверхностей вращения не пересекаются, то используют 
эксцентрические сферы. 

План решения задачи способом концентрических сфер следующий: 
1) принимая точку пересечения осей заданных поверхностей за 

центр, строим вспомогательные сферы – посредники; 
2) определяем окружности, по которым пересекаются сферы-

посредники с каждой из заданных поверхностей; 
3) находим общие точки пересечения полученных окружностей. 
Эти точки и принадлежат искомой линии пересечения поверхностей. 
На рис. 15.9 построена линия пересечения двух конусов вращения, 

оси которых пересекаются, образуя общую фронтальную плоскость сим-
метрии. 
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Рис. 15.9 
 

В данном случае применены вспомогательные сферы, проведенные 
из одного и того же центра – точки О (О2) пересечения осей конусов. Диа-
пазон радиусов сфер определяется минимальным и максимальным радиу-
сами. Минимальный радиус секущей сферы назначается из условия каса-
ния сферы одной и пересечения другой пересекающихся поверхностей. 
Максимальным радиусом является отрезок прямой от центра сферы до 
наиболее удаленной точки пересечения, очерков пересекающихся поверх-
ностей. Окружности, по которым сферы пересекают одновременно две по-
верхности, проецируются на фронтальную плоскость проекций в виде 
прямолинейных отрезков. 
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Точки пересечения фронтальных проекций очерковых образующих 
12223242 являются высшими и низшими точками линии пересечения. Точки 
5262 на фронтальной проекции, наиболее близко расположенные к оси вер-
тикального конуса, определены с помощью сферы радиуса Rmin, вписанной 
в этот конус. Промежуточные точки 728292 получены при помощи сферы 
радиуса R, очерк которой на фронтальной проекции изобразится в виде 
окружности этого же радиуса. Сфера радиуса R пересечет горизонтальный 
конус по окружности диаметра АВ и CD, а вертикально расположенный 
конус – по окружности EF и MN. В пересечении полученных проекций ок-
ружностей – отрезков А2В2 и C2D2 с E2F2 и M2N2 – получаем искомые точ-
ки 728292 линии пересечения. 

Изменяя радиус R вспомогательной секущей сферы, можно получить 
последовательный ряд точек линии пересечения. Недостающие горизон-
тальные проекции точек линии пересечения определяют на соответствую-
щих параллелях вертикального конуса. Точки 111 и 121, в которых проис-
ходит разделение горизонтальной проекции линии пересечения на види-
мую и невидимую ветви, определены с помощью горизонтальной плоско-
сти Ф, проходящей через ось горизонтального конуса. 

Пример построения линии пересечения двух поверхностей вращения 
способом эксцентричных сфер приведен на рис. 15.10 (открытый тор пере-
секается с конусом вращения). 

Поверхности имеют одну общую плоскость симметрии. Оси пересе-
кающихся поверхностей вращения между собой не пересекаются. Поверх-
ности заданы фронтальными отрезками. 

При построении линии пересечения поверхностей прежде всего оп-
ределяем точки 1 и 2 пересечения очерковых образующих поверхностей. 
Затем через ось вращения тора проводим фронтально-проецирующую 
плоскость Ф. Она пересекает тор по окружности. Центры сфер, пересе-
кающих тор по окружности, находятся на перпендикуляре, восстановлен-
ном в центре окружности к плоскости Ф. Пересечение этого перпендику-
ляра с осью конуса вращения даст центр О (О2) вспомогательной секущей 
сферы с радиусом R. Такая сфера пересекает как тор, так и конус вращения 
по окружностям, фронтальные проекции которых – отрезки А2В2 и C2D2 
прямых. Точка 32 и 3'2 пересечения окружностей принадлежат фронталь-
ной проекции линии пересечения поверхностей. 

Аналогично определяют другие промежуточные точки линии пере-
сечения поверхностей. Вспомогательные сферы имеют различные центры, 
находящиеся на оси конуса вращения. 
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Рис. 15.10 

 
Вопросы для самопроверки 

 
1. Выбор вспомогательных секущих поверхностей (плоскостей). 
2. Частные случаи пересечения поверхностей второго порядка. 
3. Способ сфер. Необходимые условия применения способа сфер. 
4. Применение эксцентричных сфер. 
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Глава 16 
РАЗВЕРТКА ПОВЕРХНОСТЕЙ 

 

 

16.1. Построение развертки поверхности 
простейших геометрических тел 

 
Построение разверток имеет большое практическое значение, т.к. по-

зволяет изготавливать разнообразные изделия из листового материала пу-
тем изгибания. 

Разверткой поверхности называется фигура, полученная совмещени-
ем поверхности без складок и разрывов с плоскостью чертежа. 

Не все поверхности можно совместить с плоскостью чертежа, поэто-
му те поверхности, которые можно совместить без разрывов и складок с 
плоскостью, называются развертывающимися, а поверхности, которые не 
могут быть совмещены с плоскостью, – неразвертывающимися. 

К развертывающимся поверхностям относятся все многогранники, 
конические и цилиндрические поверхности.  

Построение развертки поверхности прямых призмы, цилиндра, кону-
са выполняется просто, без применения каких-либо специальных приемов. 
Для построения их разверток надо знать натуральные величины высот, ре-
бер, образующих и оснований. 

На рис. 16.1 – 16.4 показаны построения разверток поверхностей 
простейших геометрических тел. 

Развертка поверхности прямой трехгранной призмы (рис. 16.1) со-
стоит из трех прямоугольников, которые являются боковыми гранями, и 
двух треугольников – оснований призмы. 

Развертка поверхности прямого цилиндра (рис. 16.2) состоит из пря-
моугольника, высота которого равна высоте цилиндра, а ширина – длине 
окружности, равной окружности оснований цилиндра. 

Развертка поверхности трехгранной пирамиды (рис. 16.3) представ-
ляет собой три треугольника – боковые грани и еще один треугольник – 
основание пирамиды. 

Натуральную величину ребер находят одним из методов преобразо-
вания. В данном случае применяется способ вращения вокруг оси, перпен-
дикулярной плоскости проекций П1 и проходящей через вершину пирами-
ды – точку S. 

Развертка поверхности прямого кругового конуса (рис. 16.4) пред-
ставляет собой сектор, радиус которого равен длине образующей конуса. 
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Рис. 16.1 
 

 
 

Рис. 16.2 
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.

 
 

Рис. 16.3 

. 

 
 

Рис. 16.4 

 
Угол α = 180ºD/l 
(где D – диаметр окружности основания; 
l – длина образующей конуса). 
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16.2. Построение развертки наклонных призматических, 
цилиндрических и конических поверхностей 

 
Чтобы построить развертку наклонных поверхностей применяют 

различные способы: 
а) способ раскатки; 
б) способ нормального сечения; 
в) способ триангуляции (треугольников). 
Способ раскатки используют в том случае, когда основание призмы 

или цилиндра на одной из плоскостей проекций изображается в натураль-
ную величину, и ребра или образующие поверхностей параллельны другой  
плоскости проекций, т.е. также имеют натуральную величину. 

Способ раскатки основан на последовательном совмещении всех 
граней призмы с плоскостью проекций. Для определения натуральной ве-
личины граней используется вращение грани вокруг одной из ее сторон 
как линии уровня. 

На рис. 16.5 дано построение развертки поверхности наклонной 
трехгранной призмы способом раскатки. 

 

 
 

Рис. 16.5 
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Ребра призмы параллельны плоскости проекций П2, поэтому на эту 
плоскость они проецируются в натуральную величину. Основание призмы 
принадлежит горизонтальной плоскости проекций и на нее проецируется в 
натуральную величину. 

Для построения развертки необходимо повернуть каждую грань 
призмы вокруг бокового ребра до положения, при котором она станет па-
раллельной фронтальной плоскости проекций. 

Раскатка боковой поверхности призмы начата с грани АВВ'А'. Чтобы 
повернуть ее вокруг ребра АА' (как оси вращения) до положения, парал-
лельного плоскости проекций П2, из точек В2 и В2' проводят перпендику-
ляры и на них из точек А2 и А2' делают засечки раствором циркуля, равным 
натуральной величине стороны АВ основания призмы, т.е. ее горизонталь-
ной проекции А1В1. Параллелограмм А0В0В0'А0' является натуральной ве-
личиной грани АВВ'А'. 

Далее вращают следующую грань ВСС'В' призмы. За новую ось 
вращения принимают ребро ВВ'. Для этого из точек С2 и С2' проводят пер-
пендикуляры и на них из точек В2 и В2' делают засечки раствором циркуля, 
равным (ВС = В1С1).  

Параллелограмм В0С0С0'В0' – натуральная величина грани ВСС'В'. 
Натуральная величина грани САА'С' построена аналогично. Соединив точ-
ки А0В0С0А0 и А0'В0'С0'А0' прямыми, получают развертку боковой поверх-
ности и к ней пристраивают основания. Их строят, как треугольники, по 
трем сторонам. 

На рис. 16.6 дано построение развертки наклонного цилиндра спосо-
бом раскатки.  

Так как образующие цилиндра занимают общее положение и поэто-
му не имеют натуральную величину, то необходимо выполнить следую-
щие построения: 

1) сначала заменяют фронтальную плоскость проекций П2 на новую 
П4, выбирая ее так, чтобы образующие цилиндра на новую плоскость про-
екций проецировались в натуральную величину. Для этого новую ось про-
екций проводят параллельно образующим цилиндра; 

2) делят окружность основания цилиндра на n равных частей 
(рис. 16.6); 

3) заменяют цилиндрическую поверхность призматической, т.е. 
вписывают в цилиндр восьмигранную призму. Для этого через точки деле-
ния окружности основания проводят прямолинейные образующие цилинд-
ра – ребра призмы; 



 186 

4) за плоскость развертки принимают фронтальную плоскость, про-
ходящую через ребро 11' призмы, которое будет являться осью вращения 
граней призмы. 

Дальнейшие построения аналогичны выполненным на рис. 16.5. 
 

 
 

Рис. 16.6 

 
Способ нормального сечения применим в том случае, когда ребра 

призмы или образующие цилиндра параллельны одной из плоскостей про-
екций, т.е. проецируются на нее в натуральную величину. 

На рис. 16.7 дано построение развертки поверхности трехгранной 
наклонной призмы способом нормального сечения.  

Построения выполняют в следующем порядке: 
1) призму пересекают нормальной (перпендикулярной к ее ребрам) 

плоскостью Г. Так как ребра призмы параллельны фронтальной плоскости 
проекций и на нее проецируются в натуральную величину, то нормальная 
плоскость будет являться фронтально-проецирующей плоскостью; 

2) строят проекции и определяют натуральную величину нормаль-
ного сечения. На рис. 16.7 фронтальная проекция фигуры нормального се-
чения 122232 совпадает со следом плоскости Г. Натуральную величину фи-
гуры сечения 11'21'31' строят способом плоскопараллельного перемещения. 
Для этого плоскость Г располагают параллельно горизонтальной плоско-
сти проекций, чтобы фигура сечения проецировалась на плоскость проек-
ций П1 в натуральную величину; 
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3) натуральную величину фигуры нормального сечения на свобод-
ном поле чертежа разворачивают в прямую линию 10-10 и через вершины 
сечения перпендикулярно к линии 10-10 проводят прямые; 

4) на перпендикулярах по обе стороны откладывают длины соответ-
ствующих отрезков ребер призмы. Их величины измеряют от линии сече-
ния до оснований в обе стороны и откладывают на перпендикулярах. По-
лученные точки А0В0С0А0 и А0'В0'С0'А0' соединяем отрезками прямых; 

5) пристраивают к полученной фигуре основания. Их строят по 
трем сторонам. 

 

 

 
Рис. 16.7 

 
На рис. 16.8 построена развертка поверхности наклонного цилиндра 

с круговым основанием. 
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Рис.16.8 
 

Образующие цилиндра параллельны плоскости проекций П2, поэто-
му и в этом примере применяют способ нормального сечения. Для этого 
выполняют следующие построения: 

1) делят основание цилиндра на 12 частей; 
2) проводят через точки деления основания образующие; 
3) проводят плоскость Г, перпендикулярную к образующим ци-

линдра; 
4) находят натуральную величину нормального сечения. В данном 

примере сечение оно найдено способом плоскопараллельного переме-
щения; 
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5) на свободном поле чертежа натуральную величину линии сече-
ния разворачивают в прямую линию 10-10; 

6) через точки деления проводят перпендикулярно прямой 10-10 от-
резки, на которых откладывают длины образующих от линии сечения до 
оснований. Длину образующих берут на фронтальной плоскости проекций; 

7) полученные точки соединяют плавной кривой. Образованная фи-
гура является разверткой боковой поверхности наклонного цилиндра. 

Сущность способа триангуляции (треугольников) состоит в том, что 
каждая грань многогранника разбивается диагональю на два треугольника, 
далее определяют натуральную величину всех сторон треугольников, ко-
торые последовательно в натуральную величину вычерчиваются на сво-
бодном поле чертежа. 

На рис. 16.9 дано построение развертки поверхности наклонной 
призмы. 

 

 
 

Рис. 16.9 
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Построения выполняют в следующем порядке: 
1) каждую грань АВВ'А', ВСС'В' и САА'С' разбивают диагоналями 

на два треугольника. Затем определяют натуральную величину всех сторон 
треугольников, одной из сторон любого треугольника будет являться реб-
ро призмы, второй – диагональ, а третьей – сторона основания наклонной 
призмы. Основание призмы принадлежит плоскости проекций П1, поэтому 
проецируется на нее в натуральную величину; 

2) все ребра призмы одинаковы, поэтому находят натуральную ве-
личину одного из ребер (АА') призмы любым из способов преобразования. 
В данном случае применяют способ вращения вокруг прямой, перпендику-
лярной плоскости проекций П1 и проходящей через точку А1; 

3) находят натуральную величину диагоналей способом плоскопа-
раллельного перемещения; 

4) на свободном поле чертежа последовательно в натуральную ве-
личину вычерчиваются треугольники А0А0'В0', А0В0В0', В0В0'С0', В0С0С0', 
С0А0С0' и А0А0'С0' по трем сторонам; 

5) для построения полной развертки поверхности наклонной приз-
мы к любой грани пристраивают два основания.  

На рис. 16.10 дано построение развертки поверхности наклонного 
конуса. 

 

 
Рис. 16.10 
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Для этого заменяют поверхность конуса вписанной восьмигранной 
или двенадцатигранной пирамидой. Определяют длину всех образующих 
любым из методов преобразования, а затем строят треугольники в опреде-
ленном порядке так, чтобы они примыкали друг к другу. Фигура 
S0504030201080706050 является приближенной разверткой поверхности на-
клонного конуса. 

Для построения развертки боковой поверхности наклонного усечен-
ного конуса (рис. 16.11) выполняют следующие построения:  

 

 
Рис. 16.11 
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1) вписывают в конус многогранную усеченную пирамиду; 
2) разбивают диагоналями каждую грань вписанной пирамиды на 

два треугольника; 
3) определяют натуральную величину всех сторон треугольников 

(натуральную величину ребер и диагоналей) способом плоскопарал-
лельного перемещения. Нижнее и верхнее основания конуса на горизон-
тальную плоскость проекций проецируются в натуральную величину, 
поэтому величины третьих сторон треугольников определяют на плос-
кости проекций П1. Крайние образующие конуса в данном примере 11' и 
55' проецируются в натуральную величину на фронтальную плоскость 
проекций; 

4) на свободном поле чертежа строят по трем сторонам треугольник 
102010', пристраивают к нему треугольники 10'20'20, 203020', 20'30'30, 304030', 
30'40'40, 405040', 40'50'50 и т.д.; 

5)  полученные точки соединяют плавными кривыми линиями. 
Так как наклонный усеченный конус имеет ось симметрии, то можно 

построить только половину его развертки. 
 

16.3. Построение развертки поверхности сферы 
 
Построение развертки поверхности сферы выполняется способом 

вспомогательных цилиндров (рис. 16.12). Этот способ заключается в сле-
дующем: заданная поверхность сферы разбивается с помощью меридианов 
на равные между собой части или доли. Каждая доля заменяется цилинд-
рической поверхностью, которая касательна к поверхности сферы в точках 
главного меридиана доли. 

Развертка поверхности сферы выполняется в следующем порядке: 
1) поверхность сферы делят на 6 частей горизонтально-проецирую-

щими плоскостями, которые являются меридианами; 
2) описывают вокруг сферы цилиндрическую поверхность, ось ко-

торой проходит через центр сферы перпендикулярно к П2, таким образом, 
часть сферы заменяют частью цилиндрической поверхности Ф. На гори-
зонтальную плоскость проекций она проецируется в виде треугольника 11, 
61, 71, а на фронтальную – в виде дуги окружности; 

3) делят фронтальную проекцию дуги окружности на 6 равных час-
тей. Величина отрезков h, h2, h3 будет натуральной на плоскости проекций 
П2. Строят горизонтальные проекции образующих, проходящих через со-
ответствующие точки деления; 
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4) находим натуральную величину образующих 21-31, 41-51 и 61-71 
на плоскости проекций П1, т.к. образующие параллельны горизонтальной 
плоскости проекций; 

5) для построения развертки главный меридиан разворачивают в 
прямую линию и на ней откладывают вверх и вниз отрезки, равные h1, h2 и 
h3, а через полученные точки откладывают вправо и влево отрезки, равные 
у6-у7, у4-у5, у2 и у3; 

6) соединив плавной кривой концы отрезков, получают развертку 
одной доли, т.е. 1/6 части поверхности сферы. Полная развертка поверхно-
сти сферы будет состоять из 6 одинаковых долей. 

 

 
 

Рис. 16.12 

 
Вопросы для самопроверки 

 
1. Назовите основные многогранники. 
2. Построение проекций сечения многогранника плоскостью частно-

го и общего положения. 
3. Построение точек пересечения многогранника с прямой линией. 
4. Построение линии пересечения двух многогранников. Способ ре-

бер и способ граней. 
5. Способы образования кривых поверхностей. 
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6. Определители поверхностей. 
7. Классификация поверхностей. 
8. Точки на поверхностях. 
9. Способы построения сечений кривых поверхностей плоскостями 

частного и общего положения. 
10. Способы построения точек пересечения кривых поверхностей с 

прямыми линиями. 
11. Построение линии пересечения двух поверхностей. Способ вспо-

могательных секущих плоскостей. 
12. Частные случаи пересечения поверхностей вращения второго по-

рядка. 
13. Способ сфер. 
14. Поверхности развертывающиеся и неразвертывающиеся. 
15. Способы построения разверток призматических и цилиндриче-

ских поверхностей. 
16. Способ построения разверток пирамидальных и конических по-

верхностей. 
17. Построение разверток поверхности сферы. 
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Глава 17 
ПРОЕКЦИИ С ЧИСЛОВЫМИ ОТМЕТКАМИ 

 
 

17.1. Точка 
 

Метод проекций с числовыми отметками получил широкое примене-
ние в инженерно-строительном деле для изображения и проектирования на 
земной поверхности различных инженерных сооружений (железные и 
шоссейные дороги, котлованы, каналы, плотины, строительные площадки), 
а также для изображения земной поверхности. Этот метод применяется в 
том случае, когда размеры проектируемых объектов по длине значительно 
превышают размеры по высоте. 

Проекции с числовыми отметками представляют собой прямоуголь-
ные проекции точек на горизонтальной плоскости, сопровождающихся 
числами, указывающими удаление самих точек от этой плоскости. 

Горизонтальная плоскость П0, на которую проецируются геометри-
ческие объекты, называется плоскостью нулевого уровня. За плоскость ну-
левого уровня был принят уровень Балтийского моря. На рис. 17.1, а и б 
изображены три точки А, В и С.  

ZА = 3 м, ZB = -2 м, Zc = 0 м. 
Положение горизонтальных проекций точек А, B и С определяется 

координатами x и у, а фронтальные проекции заменяют их числовые от-
метки, которые указывают удаление (обычно в м) точек от плоскости ну-
левого уровня. Точки, расположенные над плоскостью П0, имеют положи-
тельные отметки, под плоскостью П0 – отрицательные. Точка, лежащая в 
плоскости П0, имеет нулевую отметку. 

Изображение в проекциях с числовыми отметками, показанное на 
рис. 17.1, в, обычно называется планом. На планах необходимо вычерчи-
вать линейный масштаб, который используется при решении различных 
метрических задач. 

Для решения некоторых практических вопросов бывает удобно пе-
рейти от одной основной плоскости к другой, ей параллельной и располо-
женной выше или ниже первоначально выбранной основной плоскости. 
При этом положении проекций точек не изменяется, а изменяются только 
их отметки. 
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Рис. 17.1 
 

17.2. Прямая 
 
В проекциях с числовыми отметками прямую общего положения 

можно задавать прямоугольными проекциями двух точек на плоскости ну-
левого уровня, указав их отметки (рис. 17.2, а и б). 

Длина горизонтальной проекции отрезка прямой называется заложе-
нием прямой (l). 

Точки А и В подняты относительно плоскости П0 на высоту, равную 
hА = 3 м, hВ = 5 м. Составив отношение разности высот концов отрезка 
hB – hA к заложению l, получим величину, которая называется уклоном 
прямой: 

i = hB – hA / l = ∆h / l = tgϕ, 
где i – уклон прямой АВ; 

ϕ – угол наклона прямой АВ к плоскоссти П0; 
∆h = hB – hA – превышение прямой АВ; 
l – заложение прямой. 
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Рис. 17.2 
 

Заложение прямой, соответствующее единице превышения, называ-
ют интервалом прямой (L). 

Если hB – hA = 1, то l = L, 
отсюда следует, что уклон и интервал прямой являются величинами об-
ратными, т.е. 

i = hB – hA / l = 1 / L, отсюда L = 1 / i (см. рис. 17.2). 
Градуированием прямой называется нахождение на горизонтальной 

проекции прямой точек с целыми числовыми отметками, разность между 
которыми равна единице (см. рис. 17.2). 
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Градуирование прямой можно выполнять разными способами. Один из 
способов показан на рис. 17.2, б. В этом случае необходимо восставить пер-
пендикуляры к проекции отрезка в точках А и В, ограничивающих прямую, и 
отложить на них отрезки, равные высотам этих точек. При этом длина отрез-
ка А0 В0 является натуральной величиной. На рис 17.2, б из точек А3 и В5 вос-
становлены перпендикуляры и на них отложены отрезки, равные 3 и 5 еди-
ницам линейного масштаба. Через полученные точки с помощью вспомога-
тельных прямых, параллельных горизонтальной проекции отрезка, найдены 
на прямой АВ точки с целыми отметками, которые затем спроецированы 
перпендикулярно на проекцию прямой. Расстояние А3 С4 является интерва-
лом прямой. Другим способом градуирования является пропорциональное 
деление отрезка. На рис. 17.3 приведен этот способ. 

 

 
 

Рис. 17.3 

 
Пропорциональное деление отрезка заключается в делении его гори-

зонтальной проекции на n равных частей, где n – разность числовых отме-
ток двух точек, задающих этот отрезок (в данном случае 5 – 3 = 2). 

Для нахождения на прямой отметок с целыми числами необходимо 
провести через точку А3 вспомогательную прямую под любым углом к 
проекции отрезка и на ней отложить два равных отрезка произвольной 
длины. Проведя отрезки 5-В5 и 4-С4, получаем на отрезке А3 В5 точку, ко-
торая имеет целую отметку (С4). 

 
17.3. Взаимное положение двух прямых линий 

 
Две прямые в пространстве могут быть взаимно параллельны, могут 

пересекаться или скрещиваться друг с другом. 
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Параллельные прямые. В этом случае их проекции параллельны 
друг другу, интервалы равны и отметки возрастают в одном направлении 
(рис. 17.4). 

 

 
 

Рис. 17.4 

 
Пересекающиеся прямые. Проекции пересекающихся прямых пе-

ресекаются, и в точке пересечения проекций прямые имеют одинаковую 
отметку. 

На рис. 17.5, а изображены прямые, горизонтальные проекции кото-
рых пересекаются. Чтобы определить, пересекаются ли эти прямые в про-
странстве, необходимо найти отметки точек пересечения их проекций. 

На рис 17.5, б для определения взаимного положения прямых АВ и 
СД в пространстве выполняем следующие построения: 

1)  градуируем прямые АВ и СD. Для этого восставляем перпендику-
ляры из точек А4, В6, С6, D2 к соответствующим проекциям прямых и от-
кладываем на перпендикулярах отрезки, равные высотам точек; 

2)  получив натуральные величины прямых АВ и СD , опускаем пер-
пендикуляры на проекции прямых А4В6 и D2С6 из точек пересечения про-
екций; 

3)  прямые А4В6 и D2С6 пересекаются, т.к. отметки точек F∈АВ и 
К∈СД равны (F5F = K5K). 

Скрещивающиеся прямые. Проекции скрещивающихся прямых 
пересекаются, и в точке пересечения их проекций прямые имеют разные 
числовые отметки. На рис. 17.6, а показаны проекции скрещивающихся 
прямых, которые пересекаются. Числовые отметки точки пересечения про-
екций определяем так же, как в предыдущей задаче. На рис.17.6, б видно, 
что в точке пересечения проекций прямые имеют неодинаковые отметки 
(F6F ≠ K3K). 
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а                                                                 б 
 

Рис. 17.5 
 

 
а                                                               б 

Рис.17.6 

 
17.4. Плоскость 

 

В проекциях с числовыми отметками плоскость может быть задана: 
1)  тремя точками, не лежащими на одной прямой (рис. 17.7, а); 
2)  прямой и точкой, не лежащей на прямой (рис. 17.7, б); 
3)  двумя параллельными прямыми (рис. 17.7, в); 
4)  двумя пересекающимися прямыми (рис. 17.7, г); 
5)  масштабом уклона плоскости (рис. 17.8, а и б). 
Задание плоскости масштабом уклона является наиболее наглядным 

и удобным.  
Масштабом уклона плоскости называется градуированная проекция 

линии наибольшего наклона плоскости. 
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Рис.17.7 

 
 

Рис.17.8 
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На рис. 17.8, а изображена плоскость ∆ с горизонталями h1, h2, h3, от-
стоящих друг от друга по высоте на расстоянии 1 м, и линией наибольшего 
наклона 0-3, перпендикулярной этим горизонталям. Горизонтали и линия 
наибольшего наклона спроецированы на плоскость. Проекция линии наи-
большего наклона изображается двумя параллельными прямыми (тонкой и 
толстой), и вдоль этой проекции со стороны тонкой линии указываются от-
метки горизонталей в сторону подъема плоскости. Это и есть масштаб уклона 
плоскости, обозначаемый как ∆i. Углом наклона (падения) плоскости ϕ назы-
вается угол наклона этой плоскости ∆ к плоскости проекций П0 (риc. 17.9, а). 

Иногда необходимо определить положение плоскости относительно 
меридиана Земли. Для этой цели вводятся понятия: направление простира-
ния плоскости и угол простирания плоскости Ψ. 

За направление простирания плоскости принимают правое направле-
ние горизонталей, если смотреть в сторону возрастания отметок. 

Угол простирания плоскости – это угол между направлением мери-
диана и направлением простирания плоскости. Угол отсчитывают от се-
верного конца меридиана против часовой стрелки до направления прости-
рания (рис. 17.9, б). 

Угол простирания плоскости и ее уклон определяют положение 
плоскости относительно сторон света. 

 

 
 

Рис. 17.9 

 
17.5. Прямая в плоскости 

 
В проекциях с числовыми отметками при проектировании инженер-

ных сооружений появляется необходимость решения некоторых вспомога-
тельных задач. 
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Рассмотрим способы решения этих задач на конкретных примерах. 
На рис. 17.10 показано построение произвольной прямой АВ в 

плоскости, заданной масштабом уклона ∆i. Задача имеет множество ре-
шений. В плоскости ∆ выбирают две произвольные точки А3 и В6, при-
надлежащих горизонталям плоскости, имеющих соответственно отметки 
3 и 6. Соединив точки А3 и В6, получим прямую АВ, принадлежащую 
плоскости ∆. 

На рис. 17.11 показано построение произвольной плоскости ∆, про-
ходящей через прямую А10В14. Эта задача также имеет множество реше-
ний. Градуируем прямую А10В14 и через полученные точки 11, 12 и 13 про-
водим горизонтали плоскости произвольного направления, отметки кото-
рых соответствуют  отметкам точек прямой. 

 

  
 

Рис. 17.10                                                              Рис. 17.11 
 

На рис. 17.12, а показано наглядное изображение плоскости Р с задан-
ным уклоном, проходящей через прямую АВ общего положения (А17В20). 

Построение выполняем в следующем порядке: 
1) строим прямой круговой конус с вершиной в произвольной точке 

В на прямой, образующие которого имеют уклон i, равный заданному ук-
лону плоскости; 

2) горизонтали искомой плоскости будут касательными  к одноимен-
ным горизонталям конуса; 

3) образующая касания конуса является линией наибольшего накло-
на искомой плоскости, а ее горизонтальная проекция – масштабом уклона 
искомой плоскости. 

На рис.17.12, б дано построение плоскости с заданным уклоном 
i = 1:2, проходящей через прямую А17В20 общего положения. 
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Построение выполняем в следующем порядке: 
1)  находим интервал L плоскости Р, соответствующий уклону плос-

кости Р; 
2)  проводим горизонтали конуса – концентрические окружности на 

расстоянии интервала L друг от друга (радиус основания конуса равен ин-
тервалу. 

 

 

 
Рис. 17.12 
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3)  градуируем прямую А17В20 и проводим через полученные точки 
прямой касательные к одноименным горизонталям конуса. Эти касатель-
ные и будут горизонталями искомой плоскости; 

4)  задача имеет два решения, т.к. через каждую точку прямой можно 
провести две различные касательные к окружности. 

 
17.6. Взаимное положение двух плоскостей 

 
Если две плоскости Г и ∆ пересекаются, то для построения линии их 

пересечения необходимо найти точки пересечения двух пар одноименных 
горизонталей этих плоскостей (рис. 17.13). 

На рис. 17.14 дано построение линии пересечения двух плоскостей Г 
и ∆, заданных масштабом уклонов, где F3Е5 – линия их пересечения. 

 

 
 

Рис. 17.13 

 

 

Рис. 17.14 
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Если две плоскости параллельны, то в проекциях с числовыми от-
метками масштабы уклонов их будут параллельны, интервалы равны, от-
метки возрастают в одну сторону (рис. 17.15). 

 

 
 

Рис. 17.15 

 
17.7. Взаимное положение прямой линии и плоскости 

 
На рис. 17.16 дано наглядное изображение точки пересечения пря-

мой с плоскостью. Для определения точки пересечения прямой с плоско-
стью необходимо: 

1)  через заданную прямую АВ провести произвольную вспомога-
тельную плоскость Г; 

2)  найти линию пересечения EF заданной ∆ и вспомогательной Г 
плоскостей; 

3) определить точку пересечения К прямой АВ с линией пересечения 
EF, т.к. линия EF принадлежит плоскости ∆, то точка К – это точка пересе-
чения прямой АВ с плоскостью ∆. 

На рис. 17.17 прямая АВ пересекает плоскость Г, заданную ∆СDЕ. 
Для определения точки пересечения прямой с плоскостью необхо-

димо выполнить следующие построения: 
1)  проградуировать прямую А7В2; 
2)  проградуировать сторону С3D7 треугольника С3Е5D7; 

3)  построить две горизонтали в ∆С3Е5D7: первую провести через точ-
ку Е5 и точку с отметкой 5 на прямой С3D7 , а вторую – через точку с от-
меткой 4 на прямой С3D7, параллельно первой горизонтали; 

4) заключить прямую А7В2  во вспомогательную плоскость Г: для  
этого через точки прямой с отметками 4 и 5 проводим горизонтали таким 
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образом, чтобы они пересекали одноименные горизонтали плоскости ∆ в 
пределах чертежа.  

Полученные точки принадлежат линии пересечения M4N5  двух 
плоскостей Г и ∆; 

5)  продолжить линию пересечения M4N5 до пересечения с прямой 
А7В2. Точка К2 5 является точкой пересечения прямой АВ с плоскостью ∆. 

Если прямая перпендикулярна плоскости, то ее проекция перпенди-
кулярна горизонталям плоскости или параллельна масштабу уклона плос-
кости. 

Интервал прямой по величине будет обратным интервалу плоскости 
и отметки будут возрастать в разных направлениях. 

 

 
 

 
            Рис. 17.16                                                            Рис. 17.17 

 
На рис. 17.18 изображены плоскость ∆ с горизонталями, масштаб ук-

лона ∆i и прямая АВ, перпендикулярная плоскости ∆.  
Известно, что горизонтальная проекция перпендикуляра к плоскости 

составляет прямой угол с одноименными проекциями горизонталей этой 
плоскости (А2В1 ⊥ h1, т.к. и ∆i ⊥ h1, то А2B1 ∆i). 

Рассмотрим прямоугольный треугольник АВС, высота которого, опу-
щенная из вершины прямого угла на гипотенузу, равна 1 м. Отрезки перпен-
дикуляра АВ и линии наибольшего наклона плоскости ВС являются катетами 
треугольника АВС. Разность отметок концов каждого катета равна единице. 

Из рис. 17.18 видно, что LAB – интервал перпендикуляра к плоскости 
∆, L∆ – интервал плоскости ∆. 

На рис. 17.19 дан пример определения расстояния от точки А до 
плоскости ∆, заданной масштабом уклона. 
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Рис. 17.18 
 

 
 

Рис. 17.19 
 

Построения необходимо выполнять в следующей последовательности: 
1)  из точки А опускаем перпендикуляр на плоскость ∆, т.е. прово-

дим через точку А8 прямую, параллельную масштабу уклона ∆i; 
2)  градуируем проекцию перпендикуляра: для этого определим ин-

тервал перпендикуляра по формуле LАВ = 1 \ L∆, где L∆ – интервал плоско-
сти, LАВ – интервал прямой АВ, перпендикулярной плоскости. 
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Интервал перпендикуляра можно определить другим способом с по-
мощью прямоугольного треугольника. Для этого в любом месте чертежа 
возьмем произвольную точку В и через нее проведем отрезок ВD, равный 
единице линейного масштаба. Отложим отрезок DС, равный интервалу 
линии наклона плоскости на перпендикуляре к прямой ВD, соединим точ-
ки В и С. Проведем прямую АВ, перпендикулярную ВС и пересекающую-
ся с прямой DС в точке А. Отрезок АD равен интервалу перпендикуляра. 
Откладываем от точки А8 вверх и вниз на прямой отрезки, равные интер-
валу перпендикуляра таким образом, чтобы отметки прямой возрастали в 
сторону, противоположную направлению возрастания отметок масштаба 
уклона; 

3)  проведем через перпендикуляр вспомогательную плоскость, изо-
бразив ее горизонталями n9 и n10; 

4)  строим линию M9N10 пересечения двух плоскостей (одноименные 
горизонтали двух плоскостей будут пересекаться); 

5) находим точку встречи B9,2 перпендикуляра с плоскостью. Отре-
зок А8B9,2 является проекцией некоторого расстояния, натуральная вели-
чина которого определена с помощью прямоугольного треугольника 
А0А8К9,2. 

 
Вопросы для самопроверки 

 
1. Характерные особенности метода проекций с числовыми отмет-

ками. 
2. Области применения метода проекций с числовыми отметками. 
3. Деление отрезка в пропорциональном отношении. Градуировка 

прямых. 
4. Проекции прямых линий и плоскостей. 
5. Построение линии пересечения двух плоскостей, прямой и плос-

кости. 
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Глава 18 
ПЕРСПЕКТИВА. РЕКОНСТРУКЦИЯ ПЕРСПЕКТИВЫ 

 
 

18.1. Основные понятия 
 
Перспективной проекцией (перспективой) называется центральная 

проекция пространственного объекта на специально выбранную поверх-
ность. Само слово «перспектива» происходит от латинского глагола «per-
spicere» – видеть насквозь. 

Перспектива является одним из методов построения наглядных изо-
бражений пространственных предметов. 

В зависимости от того, на какой поверхности строят перспективу, 
различают следующие виды перспективы: 

1) линейная перспектива – изображение на плоскости; 
2) панорамная перспектива – изображение на цилиндрической по-

верхности; 
3) купольная перспектива – изображение на сферической поверхности. 
В данной работе рассматривается линейная перспектива. 
Получение перспективного изображения можно представить сле-

дующим образом. Если пучок лучей, идущих от глаза наблюдателя по на-
правлению к предмету, пересечь плоскостью, то полученное сечение будет 
перспективным изображением предмета. Перспектива подчиняется зако-
нам и правилам, по которым можно изображать предметы так, как они 
представляются нашему глазу в пространстве. 

Система проецирования для построения перспективного изображе-
ния включает в себя следующие элементы (рис. 18.1): 

− предметная плоскость П1 – горизонтальная плоскость проекций, 
на которой располагается объект проецирования (на рис. 18.1 как объект 
проецирования показана точка А); 

− картинная плоскость К, или картина, – перпендикулярна пред-
метной плоскости, служит для получения на ней перспективного изобра-
жения; 

− основание картины – линия пересечения картинной и предметной 
плоскостей и обозначается О1

О
2; 

− центр проекций S – точка, в которой располагается глаз наблюда-
теля, называется точкой зрения; 

− точка стояния S1 – проекция точки зрения на предметную плос-
кость, называется основанием точки зрения; 
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− главный луч SP – перпендикуляр, опущенный из точки зрения S 
на картинную плоскость К, длина его называется главным расстоянием; 

− главная точка картины Р – точка пересечения главного луча с 
картиной; 

− основание главной точки картины Р1 – проекция главной точки Р 
на предметной плоскости; 

− центральная линия картины РР1; 
− плоскость горизонта α – горизонтальная плоскость, проходящая 

через точку зрения S; 
− линия горизонта h-h – линия пересечения плоскости горизонта с 

картинной плоскостью; 
− нейтральная плоскость β – плоскость, проходящая через точку 

зрения S параллельно картинной плоскости К. 
Картинная и нейтральная плоскости делят все пространство на три 

части: 
− предметное пространство, которое находится за картиной, в кото-

ром располагаются проецируемые предметы; 
− промежуточное пространство – между картиной и нейтральной 

плоскостями; 
− мнимое пространство расположено по другую сторону от ней-

тральной плоскости. 
 

 
 

Рис. 18.1 

 



 212 

Горизонтальные проекции точек на предметную плоскость П1 назы-
ваются основаниями этих точек и обозначаются так же, как горизонталь-
ные проекции точек в ортогональных проекциях. 

А1 – основание точки А, расположенной в предметном пространстве. 
 

18.2. Перспектива точки 
 
Для того, чтобы построить перспективу точки А, расположенной в 

предметном пространстве (см. рис. 18.1), необходимо из точки зрения S 
провести луч через точку А. Точка пересечения этого проецирующего луча 
(SA) с картинной плоскостью К определит перспективу точки А, т.е. точку 
А'. Аналогично можно найти и перспективу основания точки А – перспек-
тиву А1. Точка пересечения луча SA1 с картинной плоскостью определит 
перспективу точки А1, т.е. точку А1'. Точка А1' называется перспективой 
основания точки А или вторичной перспективной проекцией точки А (пер-
вичной проекцией считается ортогональная проекция этой точки – А1). 

Для того, чтобы обеспечить взаимно-однозначное соответствие меж-
ду точками пространства и их перспективными проекциями, строят на кар-
тинной плоскости перспективную проекцию точки А (А') и ее вторичную 
проекцию А1'.  

Таким образом, положение точки в пространстве может быть опре-
делено, если на изображении заданы перспективы точки (А') и ее основа-
ния(А1'). 

 
18.3. Перспектива прямой 

 
Перспективой прямой линии является прямая. Для построения пер-

спективы заданного прямолинейного отрезка необходимо построить пер-
спективы двух его точек. 

Представим бесконечную прямую, заданную отрезком АВ П1 
(рис. 18.2). В перспективном изображении прямая имеет две характерные 
точки – начальную и конечную. Начальная точка N является следом пря-
мой на картинной плоскости K. Чтобы найти конечную точку F, построим 
изображение в перспективе промежуточных точек прямой. 

Возьмем на заданной прямой несколько точек А, В, D, Е и т.д. Про-
ведем лучи от точки зрения S к каждой точке прямой – чем дальше точка 
прямой АВ от картины, тем острее угол, образуемый лучом с этой линией. 
Постепенно лучи будут приближаться к положению, параллельному дан-
ной прямой.  
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Луч, проведенный в точку на прямой, удаленную на бесконечно 
большое расстояние от картины, пройдет параллельно самой прямой и пе-
ресечет картину в точке F, расположенной на линии горизонта. Прямая NF 
будет полной перспективой рассматриваемой прямой АВ, параллельной 
предметной плоскости. Точка F на линии горизонта называется точкой 
схода. Лучи AS и BS ограничивают на полной перспективе прямой пер-
спективное изображение А'В' отрезка АВ. 

 

 
 

Рис. 18.2 

 
Можно для получения перспективного изображения отрезка АВ вос-

пользоваться горизонтальными проекциями лучей S1A1 и S1B1, которые в 
пересечении с основанием картины дадут точки а0 и b0 (картинные следы). 
Проведя перпендикуляры к основанию картины через эти точки, найдем на 
пересечении с полной перспективой прямой точки А' и В'. Чтобы перспек-
тивное изображение прямой было однозначно обратимым, необходимо 
перспективу (А'В') прямой АВ дополнить перспективой (А1'В1') ее гори-
зонтальной проекции А1В1. А1'В1' называется вторичной проекцией.  

На рис. 18.3 построена полная перспектива прямой, параллельной 
плоскости П1, заданной отрезком АВ (А1В1, А2В2) на ортогональном чер-
теже. Горизонтальный след О1

О
2 картины намечаем между горизонтальной 

проекцией отрезка А1В1 и точкой стояния S1. Проводим линию горизонта 
h-h и переносим на нее точку зрения S и главную точку картины Р. 
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Создав таким образом систему проецирования, строим перспективу 
прямой. Начальную точку N (N1', N') находим, продолжая прямую в сторо-
ну картинной плоскости. Конечную точку, или точку схода F (F1', F'), по-
лучим, проведя луч SF параллельно АВ до пересечения с картинной плос-
костью в точке F (F1', F'). 

Чтобы получить перспективу А'В' отрезка АВ, необходимо провести 
проецирующие лучи SA (S1A1, S2A2) и SВ (S1В1, S2В2) и найти точки их пере-
сечения с картиной. Построение вторичной проекции А1'В1' ясно из чертежа. 

 

 
 

Рис. 18.3 
 

Приведем некоторые свойства прямых в перспективе: 
− линии, параллельные между собой в пространстве, имеют в пер-

спективе общую точку схода; 
− линии, принадлежащие картинной плоскости, сохраняют в пер-

спективе натуральную величину; 

− горизонтальные прямые, не параллельные картинной плоскости, 
имеют точки схода на линии горизонта; 

− горизонтальные прямые, расположенные под углом 45º к картине, 
имеют точку схода, лежащую на линии горизонта и удаленную от главной 
точки картины Р на величину главного расстояния PF = SP = D; 

− точкой схода горизонтальных прямых, перпендикулярных карти-
не, является главная точка картины Р; 
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− перспективы прямых, принадлежащих предметной плоскости П1 
и проходящих через основание точки зрения, перпендикулярны основанию 
картины О1

О
2 и линии горизонта h-h; 

− перспективы прямых, параллельных картине, параллельны самим 
прямым. Отсюда следует, что вертикальные прямые изображаются в пер-
спективе вертикальными прямыми. 

 
18.4. Перспектива плоских фигур 

 
Построим перспективу фигуры ABCEGHK, принадлежащей плоскости 

П1. Положение картинной плоскости определено ее основанием О1
О

2, поло-
жение точки зрения – точкой S1 и высотой горизонта h. Проведем линию го-
ризонта и основание картины на заданном расстоянии h (рис. 18.5), опреде-
лим положение точки Р1 в плане (рис. 18.4) и отметим ее в перспективе. 

Фигура ABCEGHK ограничена, в основном, двумя группами парал-
лельных линий. Одно из доминирующих направлений определяется пря-
мыми BC, GE и AH, другое – прямыми AB, HG и CE. Определим для них 
точки схода F1 и F2. Построим в перспективе на линии горизонта точки F1 
и F2 на соответствующих расстояниях от точки Р. 

Начнем построение перспективы с точки Е. Продолжим прямые GE 
и CE до основания картины и отметим точки 10 и 20. Перспектива прямой 
GE проходит через точки 10 и F1, прямой CE – через точки 20 и F2. В пере-
сечении этих прямых расположена перспектива точки Е. Точка С лежит на 
прямой ЕС, перспектива которой уже построена. Поэтому проведем через 
точку С еще одну прямую, например, перпендикулярную основанию кар-
тины. Она пересекается с основанием картины в точке 30. Построим пер-
спективу 3Р прямой С3. Точка G лежит в пересечении прямых GE и HG. 
Для построения ее перспективы нужно построить только перспективу пря-
мой HG, т.к. перспектива прямой GE уже найдена. Отметив точку 40, про-
ведем через эту точку и F2 перспективу прямой HG. 

Найдем перспективу точки H. Воспользуемся, например, прямой, про-
ходящей через эту точку и точку S1. Перспектива такой прямой идет через 
точку 50 вертикально. В ее пересечении с перспективой HG отметим H. 

Перспектива точки К построена с помощью горизонтальных прямых 
К70 и К80.  

Проводим перспективы прямых AB и BC соответственно через точки 
F1 и F2 и получаем перспективу точки В. 

Перспектива точки А построена с помощью прямой А70 и прямой, 
проходящей через точку А и точку S1. 
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Рис. 18.4 

 
 

 

Рис. 18.5 
 

Выбор прямых, с помощью которых строятся перспективы точек фи-
гуры, зависит от конкретных условий задачи. В данном примере были ис-
пользованы три типа горизонтальных прямых: 1) проходящих через точку 
S1, 2) перпендикулярных основанию картины, 3) наклоненных к основа-
нию картины. 

Рассмотрим построение перспективы окружности (рис. 18.6, а, б). В 
перспективе изображение окружности строят чаще всего, вписывая ее в 
квадрат (в перспективное изображение квадрата). Расположим картинную 
плоскость фронтально. Тогда перспективы прямых АВ и СЕ будут иметь 
точкой схода главную точку картины Р, т.к. АВ и СЕ перпендикулярны 
картине. Перспективу окружности, вписанной в квадрат, можно построить 
по восьми точкам. В четырех точках она касается сторон квадрата, а дру-
гие ее четыре точки располагаются на его диагоналях. В связи с тем, что 
диагонали располагаются под углом 45º к плоскости картины, точками их 
схода будут являться точки дальности (D1 и D2).   
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Рис. 18.6 
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18.5. Способы построения перспективных изображений 
 
Построение перспектив в строительном черчении и начертательной 

геометрии производится по прямоугольным проекциям. В качестве таких 
проекций здания выбирают его горизонтальную и фронтальную проекции, 
которые называют планом и фасадом.  

Существует несколько способов построения перспектив геометриче-
ских тел и зданий по заданному чертежу в прямоугольных проекциях. Рас-
смотрим некоторые из них, имеющие наиболее широкое практическое 
применение. 

Способ перспективных координат, разработанный Н.Л. Русскевичем, 
в литературе называют «способом ортогонального эпюра». 

Суть способа состоит в использовании прямоугольных проекций 
предмета для графического определения двух координат перспективы точ-
ки. Он отличается простотой и компактностью построения за счет отказа 
от использования точек схода. 

Этот способ заключается в том, что на картинной плоскости выбира-
ется новая система координат О1X'Z'. За ось О1X' принимается основание 
картины О1

О
2, начало координат О1 выбирается в произвольной точке 

(рис. 18.7). Перспектива точки А (А') на ортогональном эпюре определяет-
ся как след луча, т.е. как точка пересечения луча SA с плоскостью К (точка 
А', ее проекции А1' и а0). В новой системе координат О1X'Z' на плоскости К 
определяются координаты этой точки А': координата XA' и координата ZA'. 
Эти координаты в выбранном масштабе откладываются на картине К, и 
определяют положение перспективы точки А (А') (рис. 18,7, б и в).  

 

 
а                                                   б                                       в 
 

Рис. 18.7 
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На рис. 18.8 показано построение перспективы сооружения способом 
перспективных координат (перспективное изображение увеличено в два 
раза по сравнению с ортогональными проекциями). 

 

 
 

Рис. 18.8 

 
18.6. Способ архитекторов 

 
В основу этого способа положено свойство параллельных прямых 

сходиться в перспективе в одной точке (точке схода F). Этот способ при-
меняется при построении перспективных изображений различных соору-
жений, которые в плане имеют два доминирующих направления линий.  

Рассмотрим последовательность построения перспективы здания 
способом архитекторов. Для получения более выразительной перспективы 
след картинной плоскости проводим через один из углов здания и распола-
гаем под углом 30º – 40º к направлению главного фасада. Точку зрения вы-
бираем так, чтобы угол зрения, определяемый крайними лучами зрения, 
был равен 30º – 40º, и чтобы она лежала на перпендикуляре, восстановлен-
ном в средней третьей части ширины картины (рис. 18.9). 

Точки схода для основных направлений плана найдутся, если про-
вести прямые из точки S1 параллельно сторонам объекта до пересечения с 
основанием картины в точках F1

1 и F1
2.   
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Рис. 18.9 

 
После установки точки зрения, картинной плоскости и нахождения то-

чек схода проводятся лучи зрения из всех точек объекта, и на следе картин-
ной плоскости О1

О
2 фиксируются все точки пересечения 10, 20,… 60 и т.д. 

Для построения самой перспективы переносим след картинной плос-
кости со всеми нанесенными на нем точками, линию горизонта, главную 
точку картины и точки схода F1 и F2 на то место, где будем строить пер-
спективу (рис. 18.10). Линию горизонта проводим параллельно основанию 
картинной плоскости О1

О
2 на заданной высоте и на нее переносим точки 

схода с основания картинной плоскости. 
Так как картинная плоскость проведена через ребро 1, то оно в пер-

спективе изобразится в натуральную величину. Из точки 10 восставляем пер-
пендикуляр к следу картинной плоскости и на нем откладываем высоту ребра 
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1, взятую с фронтальной проекции ортогонального чертежа. Нижнюю и 
верхние точки ребра 1 соединяем с точками схода F1 и F2, получая направле-
ние сторон здания. Восставляя перпендикуляры из точек 20 и 30 до пересече-
ния с лучами, идущими в точки схода, получим стороны здания 1-2 и 1-3. Та-
ким же образом находим все ребра и стороны объекта в перспективе.  

Для получения точек 8, 9, 10 и 11 в перспективе продолжим линии 
конька 11-10 до пересечения с картинной плоскостью О1

О
2 в точке N0, а 

линию 8-9 до пересечения в точке M0, и переносим эти точки в перспекти-
ву. Из полученных точек восставляем перпендикуляры, на которых откла-
дываем высоты от земли до соответствующего конька. Соединяем точки N' 
и M' с точками схода и, пересекая полученные линии перпендикулярными 
прямыми, восстановленными из точек 110, 100, 80 и 90, получим перспек-
тивное изображение прямых 11-10 и 8-9, принадлежащих конькам кровли. 
Найденные точки соединяем с соответствующими точками, согласно орто-
гональному чертежу, и получаем перспективное изображение кровли. 
 

 
 

Рис. 18.10 

 
18.7. Выбор рационального положения картины и точки зрения 

при построении перспективы 
 
Наглядность перспективных изображений зависит от правильности 

выбора положения картины и точки зрения. 
Основание картинной плоскости (О1

О
2) должно составлять с одной 

из сторон плана сооружения (чаще всего с главным фасадом) угол 
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αº = 25º…35º (рис. 18.11). Картинную плоскость обычно совмещают с од-
ним из вертикальных ребер изображаемого объекта. 

 

 
 

Рис. 18.11 
 

Точка зрения должна быть расположена так, чтобы соблюдались 
следующие условия: 

1. Угол зрения αº должен быть в пределах 20º…60º (наиболее на-
глядное перспективное изображение получается при угле зрения 
φº = 28º…60º). 

2. Главная точка картины Р должна находиться в средней трети ши-
рины изображаемого объекта (т.е. в средней трети отрезка 2030). 

Вид перспективного изображения зависит от высоты горизонта. 
Перспектива, полученная с точки зрения S' (рис. 18.12), расположен-

ной на высоте человеческого роста (1,5…1,7 м), называется перспективой с 
нормального горизонта (рис. 18.12, а). 

Если точка зрения S'' (см. рис. 18.11) находится выше человеческого 
роста, в пределах средней трети высоты сооружения, то перспективу назы-
вают перспективой с повышенного горизонта (рис. 18.11, б).  

Если точка зрения S''' (см. рис. 18.11) располагается выше изобра-
жаемого объекта, на высоте 100 м и выше, – перспективой с птичьего по-
лета (рис. 18.12, в). 
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Перспективой с нулевого горизонта (рис. 18.12, г) называется пер-
спективное изображение при расположении точки зрения на предметной 
плоскости П1 (точка S на рис. 18.11). 

Для более глубокого изучения методов построения перспективных 
изображений – см. [2, 3, 25, 26, 30]. 

 

 
 

Рис. 18.12 
 

18.8. Реконструкция перспективы 
 

В процессе проектирования архитектурных сооружений необходимо 
учитывать эстетическое достоинство объекта. Построение перспективного 
изображения является тем необходимым этапом, где проектировщик вно-
сит необходимые коррективы визуального восприятия будущего сооруже-
ния, а затем уже в чертежах, выполненных в ортогональных проекциях. 
Поэтому нужно уметь реконструировать перспективные изображение, т.е. 
выполнить чертежи объектов в ортогональных проекциях по их перспек-
тивным изображениям. Для реконструкции перспективы необходимо знать 
положение точки зрения относительно картинки и предметной плоскости, 
вторичную проекцию объекта. 

При реконструкции перспективного изображения в ортогональные 
проекции часто возникает необходимость в определении натуральной ве-
личины отрезков прямых и их углов наклона к плоскости картины или к 
предметной плоскости. 
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Рассмотрим на примере определения угла наклона прямой к плоско-
сти картины по ее перспективному изображении и вторичной проекции 
(рис. 18.13). 

 

 
 

Рис. 18.13  
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Реконструируем перспективу прямой а и определим ее угол наклона 
к плоскости картины. Для этого в проекционной связи с картинкой П' вы-
чертим П1 и нанесем на это основание с картины и S1 – точка зрения. Про-
ведя вертикальные линии связи, построим основания F1 точки схода и Е1 
картинного следа. Соединив S1 и F1 прямой, получим основание луча зре-
ния, параллельного прямой – оригиналу а. Проведя через Е1 прямую, па-
раллельную S1F1, получим основание а1 (в плане) прямой-оригинала. Для 
определения угла φ наклона прямой а к плоскости П1 достаточно на S1F1, 
как на катете, построить прямоугольный треугольник S1F1F с катетом  
F1F = F'F1'. Угол между гипотенузой S1F и катетом S1F1 является искомым 
углом φ. Итак, положение прямой оригинала а в пространстве полностью 
определяется ее горизонтальной проекцией а1, высотой HE ее картинного 
следа и углом φ наклона к горизонтальной плоскости. 

Для реконструкции положения точки А построим точку 11, проведем 
основание проецирующего луча S111 и отметим точку А1 пересечения его с 
а1. Полученная точка А1 является искомым основанием (планом) точки- 
оригинала А. Ее высоту НА над плоскостью П1 определим как расстояние 
между картинными следами Е1' и В двух параллельных горизонтальных 
прямых, проходящих через А1 и А. Перспектива одной такой прямой уже 
есть – а1'. Перспектива b' второй параллельной ей прямой проходит через 
F1' и А'. 

Итак, положение точки-оригинала А в пространстве определяется ее 
горизонтальной проекцией А1 и высотой HА над плоскостью П1. Масшта-
бам высот является линия Е1'Е'. Масштабные единицы перспективы и пла-
на одинаковы. Фронтальную проекцию прямой а (а2) определяем по коор-
динатам Z (ZE = HE, Zn = HA) и ее построение непосредственно показано на 
чертеже [2, 3]. 

 
18.9. Измерение горизонтальных прямых 

 
Измерение горизонтальных прямых в перспективе основано на том, 

что вспомогательная прямая, составляющая равные углы со сторонами ли-
нейного угла, отмечает на этих сторонах равные отрезки. Поэтому за сто-
рону плоского угла принимается основание О картинной плоскости; вто-
рой стороной является рассматриваемая горизонтальная прямая а, лежащая 
в предметной плоскости П1. Таким образом, чтобы на рассматриваемой 
прямой а (а1) от картинного следа Е (Е1) отметить нужной длины отрезок 
АЕ (А1Е1), необходимо на основании а от точки Е1 отложить отрезок 
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Е1В1 = АЕ и через полученную точку В1 провести вспомогательную пря-
мую b1, составляющую равные углы с прямыми а и а1. Эта прямая отсечет 
на а1 отрезок А1Е1 = Е1В1. 

Все прямые, проведенные в предметной плоскости, параллельны b1, 
будут отсекать на а и а1 равные отрезки. 

Прямые типа b1 в перспективе сходятся в точке схода, лежащей на 
линии n горизонта. Эта точка называется точкой измерений горизонталь-
ных линий случайного направления. Для линий типа b2, составляющих с 
основанием картины угол 45°, точка измерений называется дистанционной 
точкой и обозначается D.  

Измерение главных линий. На рис. 18.14 представлены главная 
линия а, лежащая в предметной плоскости П1, основание S1 точка зре-
ния, основание О картинной плоскости П', основание Р1 главной точки и 
перспектива на плоскости П' с изображенными на ней основанием О, 
линией горизонта h и главной точкой Р. 

Чтобы построить перспективу линии а1, продолжим эту линию до 
пересечения с О плана и точку Е1 пересечения перенесем по вертикали на 
О перспективы. Полученная точка В' является перспективой картинного 
следа прямой а. Соединив Е' с Р прямой, получим искомую перспективу а' 
главной линии. Для построения, перспективы А' точки А1 на о плане от 
точки Е1 отложим отрезок А1В1 = А1Е1 и проведем вспомогательную пря-
мую А1В1 = b1. Заметим, что прямая b1 составляет с прямыми О и а1 углы 
равные 45°. 

Построим перспективу вспомогательной прямой b1. Перенеся В1 по 
вертикали на О перспективы, получим картинный след В' прямой. Проведя 
через S1 прямую S1Р1 // b1 до пересечения с О плана в точке D1 и перенеся 
по вертикали эту точку на h, получим точку схода D. Прямая, соединяю-
щая точки В' и D', является перспективой прямой b1, а точка А' пересече-
ния перспектив а' и b' – искомой перспективой точки А1, 

Из построений следует: Е'В' = Е1В1 = А1Е1. Поэтому отрезок Е'В' 
перспективы а' прямой перспективно равен Е'В', следовательно, пер-
спективно равен отрезку А1Е1 прямой а1. Таким образом, чтобы на пер-
спективе а' главная прямой а1, лежащая в предметной плоскости, отло-
жить отрезок Е'С', перспективно равен отрезку Е1С1 достаточно на О 
перспективы от следа Е' отложить Е'G' = Е1D1 и полученную точку G' 
соединить прямой с точками следа D. Эта прямая отсечет на а' искомый 
отрезок Е'С' (с' = а' ∩ G'D). 
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Заметим, что отрезок АС перспективно равен В'G' = А1С1, т.к. парал-
лельные прямые, составляющие с о угол 45°, отсекают равные отрезки на о 
и на прямых, перпендикулярных к О. Поэтому перспективы таких прямых 
также отсекают перспективно равные отрезки на О и перспективах, пер-
пендикулярных к О прямых. 

 

 
 

Рис. 18.14 
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Из рис. 18.14 следует, что DР = D1Р1= Р1S1 = D. 
Все построения, рассмотренные выше, можно получить также для 

других линий главного направления (М'К', N'L') с использованием другой 
дистанционной точки D. 

Выводы: 
1. Точками схода горизонтальных прямых, направленных под углом 

45° к картине П', являются дистанционные точки D– и D+, лежащие на ли-
нии горизонта h и удаленные от главной точки Р на главные расстояние D. 

2. Прямые, идущие в дистанционную точку, засекают на перспективе 
любой главной прямой, лежащей в предметной плоскости картины, пер-
спективно равные отрезки, причем отрезок на основании картины является 
натуральной величиной засекаемого на перспективе отрезка. 

3. Размер, отложенный на перспективе главной прямой, лежащей в 
предметной плоскости, например, А'Е' (рис. 18.14), можно перенести гори-
зонталями на перспективу любой главной прямой, например, К'Р, лежащей 
с ней в одной горизонтальной плоскости, и далее вертикальными прямыми 
– на перспективу главной прямой L'Р, лежащей с К'Р в одной вертикальной 
плоскости.  

Измерение случайных линий. На рис. 18.14 представлены случай-
ная линия а (а1), лежащая в предметной плоскости П1, а также О, S1Р1 и 
перспектива на плоскости П' с изображенными на ней О, h, Р и перспекти-
вой Е'Р прямой а1. На О плана отложим отрезок Е1В1 = А1Е1 и точки А1 и 
В1 соединим вспомогательной прямой линией. Очевидно, что прямые, па-
раллельные А1В1, будут отсекать равные отрезки на О и прямой а1. Пер-
спективы прямых, параллельных А1В1, также будут отсекать перспективно 
равные отрезки на О перспективе, перспективе Е'F прямой а1 и перспекти-
вах параллельных ей прямых в предметной плоскости П1. 

Проведем S1М1 // А1В1 до пересечения с О. Точка пересечения М1 яв-
ляется горизонтальной проекцией точки схода перспектив прямых, парал-
лельных А1В1. Перенеся М1 по вертикали на h, получим точку схода М, яв-
ляющуюся точкой измерений для перспектив прямых, параллельных пря-
мой а1. 

Прямая, соединяющая М картинным следом В' линии А1В1, является 
перспективой этой линии, отсекающей на Е'F отрезок А'Е', перспективно 
равный А1Е1 (отрезок А1Е1 = Е1В1 = Е'В' и перспективно равен А'В'). 

Чтобы на перспективе Е'F отложить отрезок, перспективно равному 
данному, необходимо на О от начала этой линии отложить натуральную 
величину данного отрезка и полученную точку соединить с М прямой ли-
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нией. Эта линия отсекает на перспективе Е'F искомый отрезок. Перспекти-
ва Е'F может быть использована как масштаб наклонных глубин для от-
кладывания размеров на перспективах параллельных прямых, сходящихся 
в точке F. Перенесение размеров с Е'F на перспективы таких прямых про-
изводится так, как указано в выводе 3. 

Вывод: 
Точки измерения М и М горизонтальных параллельных линий слу-

чайного направления лежат на h на расстоянии от точки F схода этих ли-
ний, равном отрезку S1F1 основания луча, параллельного этим линиям О, 
проведенным через основание S1 точки зрения. Таким образом, прямые 
А1В1 и S1М1 не проводятся, а М и М строятся как точки пересечения h ду-
гой радиуса S'1F, описанной из F, где S'1F ∈ S1 F1 (рис. 18.15). 

 

 
 

Рис. 18.15 
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18.10. Пример реконструкции перспективы 
 
При реконструкции перспективы в ортогональные проекции часть 

возникает необходимость в определении натуральной величины отрезка 
прямой общего положения и плоской фигуры, перпендикулярной к пред-
метной плоскости (фасада зданий). 

На рис. 18.16 представлен способ определения натуральной величи-
ны отрезка АВ по данным перспективы А'В' этого отрезка, по вторичной 
проекции А'1В'2 и основным элементом картины: О, h, А'1Р1 и D. Проведем 
прямую РS'1 ⊥ h и отложим на ней отрезок РS'1 = D. Продолжим А'1РВ'1 до 
пересечения с h и из полученной точки следа F радиусом FS'1 , сделав на h 
засечку, получим точку измерений М. 

 

 
 

Рис. 18.16 

 
Прямые линии, проведенные из М через А'1 и В'1, засекают на О от-

резок 1'12'1, равный натуральной величине основания А1В1 (в масштабе 
картины). Проведя через 1'12'1 вертикальные прямые до пересечения с пря-
мыми МА' и МВ' в точках А'В' и соединив эти точки прямой, получим от-
резок А'В', равный натуральной величине АВ. 

Заметим, что плоская фигура 1'1А'В'2'1 является натуральной вели-
чиной перспективы А'1А'В'В'1 вертикальной плоскости (имитация фасада 
здания). Таким образом, рассмотренные построения являются способом 
определения натуральной величины плоских фигур, лежащих в горизон-
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тально проецирующих плоскостях, путем центрального проецирования 
этих фигур из точек типа М на картонную плоскость. В этом случае точ-
ка М является точкой измерений всех линий плоской фигуры; масшта-
бом измерений являются соответствующие натуральные величины этих 
линий (например, для АВ масштабом является А'В'). Разумеется, что 
масштаб одинаков для всех линий и равен единице масштаба картинной 
плоскости. 

Этим способом удобно определить натуральную величину фасадов 
зданий. 

На рис. 18.17 произведена реконструкция перспективы здания с 
использованием двух взаимно перпендикулярных доминирующих на-
правлений [2]. 

Через А' проведена горизонтальная прямая а', принятая за основание 
картины. В этом случае масштаб измерений равен масштабу вертикальной 
прямой А'Е'. Для построения доминирующих направлений на FF, как на 
диаметре, описана окружность. Перпендикуляр к h, опущенный из Р, в пе-
ресечении с полуокружностью дает совмещенные основание S'1 точки зре-
ния. Прямые S'1F и S'1F, соединяющие это основание с точками схода, па-
раллельны доминирующим направлениям. 

На плане проведена прямая а'1, на которой построено основание А1 и 
основания К1 и L1 картинных следов доминирующих линий по перспекти-
вам К' и L' этих точек. Прямые К1С1, А1G1, проведенные через К1 и А1 па-
раллельно S'1 F, и прямые L1С1, А1 В1, проведенные через L1 и А1 парал-
лельно S'1F, образуют искомый план А1В1С1G1 зрения. Фронтальная про-
екция построена при помощи вертикальных линий связи и имеет высоту 
А2Е2 = А'Е'. Построение оконных проемов показано на рис. 18.17. 

Реконструкция перспективы позволяет геометрически точно пере-
нести на план и фасад проектируемого здания те пропорции и объемы, 
которые были запроектированы на перспективе или внесены как исправ-
ления на перспективе, построенные по готовому плану и фасаду. 

Аналогичные методы используются при реконструкции фотогра-
фий в ортогональный чертеж. При этом главные расстоянии равны фо-
кусному расстоянию объектива, главная точка картины располагается в 
точке пересечения специальных рисок или приближенно – в центре 
снимка. Объект реконструируется с точностью до подобия, а при нали-
чии базиса – точно. 
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Рис. 18.17 
 

Вопросы для самопроверки 
 
1. Определение перспективной проекции. 
2. Виды перспективных проекций. 
3. Что составляет аппарат построения перспективы? Обозначение. 
4. Построение перспективы точки и прямой, плоской фигуры. 
5. Правила выбора элементов аппарата перспективы. 
6. Способ архитекторов. 
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Глава 19 
ТЕНИ В ОРТОГОНАЛЬНЫХ ПРОЕКЦИЯХ И ПЕРСПЕКТИВЕ 

 
 

19.1. Основные понятия 
 
Строительство зданий и сооружений ведется по чертежам, выполнен-

ным в ортогональных проекциях. Представление о внешнем виде здания, в 
основном, создается по изображению фасада. Это изображение имеет суще-
ственный недостаток – в нем отсутствует объемность. Тени, построенные на 
ортогональных чертежах, дают возможность представить по чертежу распо-
ложение отдельных элементов, их освещенность, а также помогают находить 
наилучшие пропорции проектируемых зданий и сооружений. 

При освещении лучами света каких-либо объектов на них образуют-
ся тени, т.е. для образования тени необходим источник света и плоскость, 
на которую падает тень. 

Освещение может быть: 
− центральным (факельным), когда световые лучи идут из одной 

точки (лампа, свеча); 
− параллельным (солнечным), если источник света (Солнце) удален 

в бесконечность, и световые лучи практически будут параллельны между 
собой. 

Основной геометрической задачей построения теней является опре-
деление контуров собственных и падающих теней (рис. 19.1).  

 

 
 

Рис. 19.1 
 
Неосвещенная часть поверхности тела β 

называется собственной те-
нью. Линия l, разграничивающая освещенную часть поверхности тела α от 
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собственной тени β, называется контуром собственной тени. Пространст-
венное тело, преграждая путь световым лучам, образует на некоторой по-
верхности Г падающую тень βг. Линия lг, ограничивающая падающую тень 
β
г, называется контуром падающей тени. Контур падающей тени lг есть 
тень от контура собственной тени l. 

Для построения падающей тени необходимо знать направление лу-
чей света. Направление световых лучей S принимается параллельным диа-
гонали куба, прислоненного своими гранями к плоскостям проекций. Про-
екции такого светового луча на плоскости проекций П1, П2, П3 составляют 
угол 45º с соответствующими координатными осями x, у и z (рис. 19.2). 

 

 
 

Рис. 19.2 

 
19.2. Тень от точки 

 
Тенью от точки на любую поверхность называется точка пересече-

ния светового луча, проходящего через эту точку, с поверхностью. 
 
19.2.1. Тень от точки на плоскость проекций 
Тенью от точки А на плоскость проекций является след светового 

луча S, проходящего через точку А на этой плоскости. Поэтому построе-
ние проекций тени от точки на чертеже аналогично построению следов 
прямой. На рис. 19.3 плоскость проекций П2 пересекается лучом в точке 
А* 2. Точка А*2 для луча является фронтальным следом, а для точки А, че-
рез которую проходит этот луч, – тенью ее на плоскость проекций П2. Ана-
логично, точка А* 1 для луча служит горизонтальным следом, а для точки А 
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– тенью на П1. А* 2 – реальная тень, А*1 – мнимая тень точки А, т.к. луч пе-
ресекает плоскость П2 раньше, чем П1. На рис. 19.4 показано построение 
тени точки на эпюре. 

 

 

 
Рис. 19.3 

 

 
 

Рис. 19.4 

 
19.2.2. Тень от точки на плоскую фигуру 
Чтобы построить тень от точки на плоскость общего положения 

(рис. 19.5), необходимо найти точку пересечения луча света, проходяще-
го через заданную точку К, с плоскостью Р, заданной четырехугольни-
ком АВСD. Для этой цели через проекции точки К1 и К2 проводятся про-
екции светового луча, световой луч заключается в горизонтально-
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проецирующую плоскость Г, определяется линия пересечения MN 
(M1N1, M2N2) плоскости Г с плоскостью Р. Точка пересечения светового 
луча S с линией MN определяет точку пересечения светового луча S с 
плоскостью Р, т.е. тень от точки К на плоскость четырехугольника 
АВСД – точка К' (К'1, К'2). 

 

 
 

Рис. 19.5 
 

19.3. Тень от прямой линии 
 
Построение тени от отрезка прямой линии сводится к определению 

тени двух или нескольких его точек. Тень от прямой можно рассматривать 
как след лучевой плоскости, проходящей через данную прямую. В зависи-
мости от положения прямой лучевая плоскость может быть общего и част-
ного положения. Линия пересечения ее с плоскостями или поверхностями 
определит форму тени от отрезка прямой. 

 
19.3.1. Тени на плоскости проекций от прямых частного 
положения 
Построение тени от отрезка прямой АВ, перпендикулярной к плос-

кости проекций П1, показано на рис. 19.6. 
Тень В1* от точки В совпадает с самой точкой, т.к. точка В располо-

жена на плоскости проекций П1. Следовательно, для построения тени от-
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резка АВ достаточно построить тень А*1 от точки А. Соединив точки В1* и 
А1* прямой линией, получим тень от отрезка АВ. 

Вывод: тень от прямой, перпендикулярной к плоскости проекций, 
совпадает с проекцией светового луча на эту плоскость.  

На рис. 19.7 показано построение тени от отрезка прямой АВ, парал-
лельной плоскости проекций П1. 

Вывод: тень от отрезка прямой, параллельной плоскости проекций, 
на этой плоскости равна и параллельна самому отрезку. 

 

 
 
              Рис. 19.6                                                                 Рис. 19.7 

 
19.3.2. Тени на плоскости проекций от прямых общего 
положения 
На рис. 19.8 показано построение тени от отрезка прямой СD об-

щего положения. Строим падающие тени С* 2 и D*1 от точек С и D. Тень 
от точки С падает на фронтальную плоскость проекций, а тень от точки 
D – на горизонтальную. Следовательно, тень отрезка прямой будет пре-
ломляться в точке на оси проекций. Эта точка называется точкой пере-
лома тени. Для нахождения точки перелома тени построим тень от от-
резка прямой СD, предположив, что тень от него падает только на гори-
зонтальную плоскость. Мысленно уберем плоскость проекций П2 и по-
строим мнимую тень С* 1 от точки С. Соединив точки С* 1 и D*1, полу-
чим на оси Х точку перелома КX. Таким образом, тенью от отрезка будет 
ломаная линия С* 2КXD* 1. Точку перелома можно получить, если взять 
на отрезке какую-нибудь дополнительную точку и построить от нее 
тень. На рис. 19.8 это будет точка 1. 
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Рис. 19.8 
 

19.3.3. Тень от прямой на произвольную плоскость 
Для построения тени от прямой на плоскость общего положения дос-

таточно определить тени на эту плоскость от двух любых точек прямой 
(см. построение тени от точки на плоскую фигуру (рис. 19.5). 

 

19.4. Тень от плоской фигуры 
 
Падающая тень от плоской фигуры на плоскости проекций может 

быть построена как совокупность теней от ее вершин и сторон. Таким об-
разом, построение тени от плоской фигуры на плоскость проекций может 
быть сведено к известному определению теней от точек и прямых. 

На рис. 19.9 показано построение тени от треугольника АВС на 
плоскости проекций. Известным способом построены тени от вершин тре-
угольника А, В и С. Тени от вершин падают на разные плоскости, и для 
определения действительной тени треугольника построена мнимая тень 
В1* вершины В (рис. 19.9). 

На рис. 19.10 построена тень от круглой пластины, перпендикуляр-
ной к плоскости проекций П1. Вокруг заданной пластины опишем квадрат 
и проведем в нем диагонали. Построим тени от сторон, диагоналей и вспо-
могательных прямых АВ и CD этого квадрата. Точки 1П1, 2П1, 3П1, 4П1 делят 
тени каждой стороны пополам, а точки 5П1, 6П1, 7П1 и 8П1 располагаются на 
пересечении теней от диагоналей и вспомогательных прямых АВ и CD. 
Соединив полученные точки, получим контур падающей тени круглой 
пластины, перпендикулярной к плоскости П1. 
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Рис. 19.9 
 

 
 

Рис. 19.10 
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19.5. Метод обратных лучей 
 
Метод обратных лучей применяется при построении теней, падаю-

щих от одного предмета на другой. Суть метода заключается в том, что 
строят тени заданных геометрических фигур на одну из плоскостей проек-
ций и определяют точки пересечения теней. Через отмеченные точки про-
водят луч, направление которого противоположно световым лучам. Каж-
дый из обратных лучей, пересекая данные геометрические фигуры, опре-
деляет нужные для построения тени точки. 

На рис. 19.11 показано применение этого метода на примере по-
строения тени прямой на плоскость треугольника. Построены падающие 
тени треугольника АВС и отрезка DЕ. Обе тени падают на горизонтальную 
плоскость проекций и пересекаются в точках К*1 и L* 1. Проведем обрат-
ные лучи из точек  К* 1 и L* 1, до пересечения с горизонтальными проек-
циями сторон А1С1 и В1С1 треугольника АВС. Прямая KL (K1L1, K2L2) яв-
ляется тенью отрезка DE на плоскости треугольника АВС. 

Вывод: если падающие тени двух геометрических образов пересека-
ются, то тень от одного из них будет падать на другой. 

 

 
 

Рис. 19.11 
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19.6. Тени геометрических тел 
 
При построении теней геометрических тел вначале определяют кон-

тур собственной тени, затем находят контур падающей тени путем по-
строения падающих теней от вершин и сторон ломаной линии (или точек 
кривой линии), являющейся контуром собственной падающей тени. 

В отдельных случаях бывает целесообразно определять контур соб-
ственной тени по уже построенной падающей тени. 

Рассмотрим процесс построения теней от основных геометрических 
тел. 

 
19.6.1. Тени призмы 
Контур тени от призмы определяется тенями от ребер (рис. 19.12). 

Освещенность призмы легко определить по горизонтальной проекции, где 
видно, что обращенными к свету являются две грани АА'D'D и DD'C'C и 
верхнее основание призмы. Следовательно, контуром собственной тени 
будет ломаная линия АА'В'С'С. Тень, построенная от этой линии, пред-
ставляет собой падающую тень призмы. 

 

 
 

Рис. 19.12 
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19.6.2. Тени пирамиды 
Построим тени пятиугольной пирамиды (рис. 19.13). Строим падаю-

щую тень S*1 от вершины S и определяем падающую тень от боковых ре-
бер. Соединим точки А1В1С1D1Е1 с точкой S*1 (на чертеже прямые S*1С1, 
S*1В1, S*1Е1 не показаны). Линиями контура падающей тени оказались 
прямые S*1А1 и S*1D1. Поэтому в собственной тени будут находиться гра-
ни АSE и DSE и основание пирамиды. 

 

 
 

Рис. 19.13 

 
19.6.3. Тени цилиндра 
Для определения контура собственной тени прямого кругового ци-

линдра необходимо провести две горизонтально-проецирующие лучевые 
плоскости Р и Г, касательные к поверхности цилиндра и составляющие с 
плоскостью проекций П2 угол 45º. Образующие ММ' и NN', по которым 
плоскости Р и Г касаются цилиндра, и полуокружности MBN нижнего и 
верхнего оснований определяют контур собственной тени. Контур падаю-
щей тени от цилиндра состоит из падающих теней от образующих ММ' и 
NN' и полуокружностей MBN и M'B'N' (рис. 19.14). Цилиндр расположен 
так, что тень от него одновременно падает на обе плоскости проекций, и 
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тень от полуокружности M'B'N' на плоскость проекций П2 строится по 
произвольно выбранным на этой полуокружности точкам 1, 2. 

 

 
 

Рис. 19.14 

 
19.6.4. Тени конуса 
На рис. 19.15 показано построение собственной и падающей те-

ней прямого кругового конуса. Вначале определяем мнимую тень от 
вершины конуса S (S*1) на плоскости его основания П1. Затем из точки 
S*1 проводим прямые, касательные к основанию конуса, и определяем 
точки касания А и В. Через точки касания А и В проводим образующие 
конуса SА и SВ, которые вместе с дугой основания АМВ образуют кон-
тур собственной тени конуса. Падающая тень конуса имеет точки из-
лома на оси Х. 

Теневые образующие прямого кругового конуса можно построить, 
пользуясь только фасадом, т.е. его фронтальной проекцией (см. рис. 
19.22). 
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Рис. 19.15 
 

19.7. Тени элементов зданий 
 
При построении проекций теней на фасадах зданий используются те 

же приемы, что и при построении теней геометрических тел. 
Рассмотрим примеры построения теней некоторых частей здания. 
На рис. 19.16 показан пример построения теней в плоской нише. Опре-

деление границы падающей тени заключается в построении тени от ломаной 
линии ВАС на заднюю плоскость ниши. От вертикального ребра ВА тень па-
дает на горизонтальную плоскость проекций П1 и на фронтальную плоскость 
задней стенки ниши. От горизонтального ребра АС тень падает частично на 
заднюю фронтальную стенку ниши в виде прямой, параллельной ребру АС, и 
частично на правую боковую грань ниши (на чертеже не изображена). 

На рис. 19.17 приведен пример построения тени в прямоугольной 
нише с цилиндрической аркой. В этом примере надо найти тень от точки А 
(пяты арки) и от центра О. Из полученной точки (тени) О'2 центра арки 
проводим дугу в пределах ниши радиусом самой арки. 
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Рис. 19.16 

 

 
 

Рис. 19.17 

 
На рис. 19.18 построена тень от козырька (или балкона) здания. По-

строения понятны на чертеже. 
На рис. 19.19 показано построение теней на лестнице (крыльце). В 

собственной тени находятся правые грани вертикальных стенок. Па-
дающая тень от правой стенки лестницы на плоскость стены здания и на 
землю строится как тень от плоской фигуры на плоскости проекций П1 и 
П2. Падающая тень от левой стенки на ступени лестницы – методом се-
кущих лучевых плоскостей. Этот способ заключается в том, что через 
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заданную прямую проводится лучевая плоскость. Линия пересечения 
этой лучевой плоскости с произвольной поверхностью будет падающей 
тенью от прямой на поверхность. Через отрезок АВ параллельно свето-
вому лучу S проводим лучевую плоскость R. Так как отрезок 
АВ ⊥ П1, то плоскость R, проходящая через него, будет горизонтально-
проецирующей R ⊥ П1. Горизонтальный след этой плоскости R1 парал-
лелен горизонтальной проекции светового луча R1 S1. Ломаная линия 
В12А является линией пересечения многогранной поверхности лестни-
цы плоскостью Р и тенью от прямой АВ на ступени лестницы. Через от-
резок АС (АС ⊥ П2) проводим фронтально-проецирующую плоскость Г. 
Фронтальный след этой плоскости Г2 параллелен фронтальной проекции 
светового луча Г2  S2. Ломаная линия А34567С является линией пере-
сечения многогранной поверхности лестницы плоскостью Г и тенью от 
прямой АС на ступени лестницы. 

На рис. 19.20 показано построение контура падающей тени от тру-
бы на скат крыши здания. Задача сводится к определению теней от точек 
и прямых на произвольно расположенную плоскость (скат крыши). По-
строения выполнены способом вспомогательных секущих лучевых 
плоскостей Р и Г, которые пересекают скат крыши по прямым 
12 и 34. 

 

 
 

Рис. 19.18 
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Рис. 19.19 

 

 
 

Рис. 19.20 
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19.8. Тени в ортогональных проекциях 
 
Построение собственных теней поверхностей вращения на фасадах 

применяется способ вспомогательных касательных поверхностей. Сущность 
метода заключается в том, что для построения контура собственной тени по-
верхности на ней строятся характерные параллели. На этих параллелях, как 
на основании, строятся конусы и цилиндры касательных поверхностей. 

На архитектурных чертежах часто приходится строить тени прямых 
круговых цилиндров, пользуясь только фасадом. При этом решающим яв-
ляется построение цилиндра собственной тени. Для этого через проекции 
О2 и С2 (рис. 19.21) под углом 45º проводятся две прямые и отмечается точ-
ка 1 пересечения этих прямых. Радиусом О21 засекаются теневые точки А2  

и В2. Вертикальные прямые О2 и В2, проведенные через эти точки, являют-
ся искомыми типовыми образующими. 

 

 
 

Рис. 19.21 
 

Теневые образующие прямого кругового конуса можно строить, поль-
зуясь только фасадом. На проекции основания, как на диаметре, вычерчива-
ется полуокружность (рис. 19.22). Через точку 1 пересечения ее с продолже-
нием оси конуса проводится прямая 1-2, параллельная образующей конуса до 
пересечения с основанием в точке 2. Через точку 2 под углом 45º проводятся 
две прямые, пересекающие полуокружность в точках А1 и В1.  



 249 

 
 

Рис. 19.22 

 
Вертикальные прямые, проведенные через эти точки, засекают на 

проекции основание конуса теневые точки А2 и В2. Эти точки находятся на 
верхней поле конуса. 

Рассмотренный прием применяется при построении контура собст-
венной тени на фасаде криволинейной поверхности вращения. Для этого 
метода необходимо запомнить характерные положения теневых образую-
щих прямого кругового конуса в зависимости от величины угла наклона 
образующей к горизонтальной плоскости. Характерные положения тене-
вых образующих прямого кругового конуса зависят от величины угла на-
клона образующей к горизонтальной плоскости. 

У конуса с наклоном образующей 35º контуром тени может служить 
единственная прямая SS0, которая на фасаде имеет наклон 45º. Поверх-
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ность нижней полы конуса будет вся освещена, а поверхность верхней по-
лы конуса – вся в тени (рис. 19.23). 

 

 
а                 б 

 
Рис. 19.23 

 
Два вида касательных конусов и касательный цилиндр позволяют 

определить восемь точек контура собственной тени, включая невидимые. 
Если необходимо построить дополнительные точки тени, применяют каса-
тельные конусы с произвольным наклоном образующих. 

Построим контур собственной тени поверхности вращения 
(рис. 19.24). Для построения точек тени на экваторе поверхности опи-
шем вокруг поверхности скосный цилиндр и на окружности касания оп-
ределим общие точки тени 1' и 2'. Затем построим фронтальные проек-
ции вспомогательных касательных конусов с углом наклона образующей 
35º, проведя касательные к очерку поверхности до пересечения с осью, а 
из этой точки – прямую под углом 45º к линии касания, получим выс-
шую точку 3' (невидимую) и низшую 4'. Конусы с углом наклона обра-
зующей 45º дадут на очерке поверхности точки 5' и 7' и точки, совпа-
дающие с проекцией оси, 6' (невидимая) и 8'. Если восьми точек окажет-
ся недостаточно, проводят дополнительную параллель поверхности и 
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строят касательный конус произвольного вида (точки 9 и 10). Через по-
лученные точки проводят плавную кривую, в точках 5' и 7' она должна 
коснуться очерка поверхности. 

 

 
 

Рис. 19.24 

 
Рассмотрим пример построения тени колонны и круглой абаки 

(рис. 19.25). 
Роль горизонтальной проекции выполняет «строительный план», 

представляющий собой горизонтальное сечение стены и колонны с вычер-
ченным контуром абаки. 

Выберем некоторую точку А (А1 : А2) контура собственной тени аба-
ки. Через точку А проведем лучевую плоскость σ ⊥ П1. Для этого через А1 
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проведем σ // L1 и отметим точку 1 пересечения с контуром сечения колон-
ны. Затем через точку 1 проведем вертикальную прямую а2, являющуюся 
проекцией линии пересечения цилиндрической поверхности колонны с 
плоскостью σ. Через А2 проведем проекцию луча, параллельную L2, и от-
метим точку А2τ пересечения с а2  Точка А2τ является тенью точки А абаки, 
падающей на ствол колонны. 

 

 

 
Рис. 19.25 

 
Рассмотрим построение опорных точек В2τ, С2τ, С2τ

1 и D2τ контура 
падающей тени. 

1. Точка В, отбрасывающая тень В2τ на ствол колонны, построенная 
при помощи лучевой плоскости σ 1 (σ1

1 // L1), проведенной через точку 2. 
2. Для построения точки С2τ и С2τ

1 проведем лучевую плоскость σ2, 
касательную к стволу колонны. Для этого проведем σ1

2 // L1, отметим точ-
ку 3 касания и точку 4 пересечения. Проекция d2 линии касания является 
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контуром собственной точки. Контуром падающей тени является прямая 
d2τ // d2, проведенная через точку 4 (прямая d2τ), является линией пересече-
ния плоскости стены с лучевой плоскостью. 

Через С2 проводим проекцию луча, параллельную l2 и отметим точку 
С2τ пересечения с d2 (точка исчезновения падающей тени в собственной 
тени) и точку С2τ

1 
пересечения с d2τ

 (падающая на стену тень точки С). 
3. Построение точки D2 ясно из чертежа. 
Построим падающую тень от квадратной плиты на поверхность вра-

щения – колонны (рис. 19.26). Собственная тень на поверхности вращения 
построена способом касательных поверхностей. Для построения фрон-
тальной проекции падающей тени от квадратной плиты на поверхность 
вращения применим горизонтальные секущие плоскости-посредники.  

 

 
 

Рис. 19.26 

 
Световые лучи, проходящие через два тенеобразующих горизонталь-

ных ребра плиты, – фронтальные и профильные, образуют на поверхности 
вращения два одинаковых и симметрично расположенных лучевых сечения. 
Так, тень от квадратной плиты на цилиндрическую поверхность проецирует-
ся в виде двух пересекающихся окружностей. Эти окружности являются про-
екциями эллипсов, которые образуются при пересечении цилиндра кривыми 
плоскостями s и т. Эта закономерность может быть применена при построе-
нии падающей тени и на других поверхностях вращения. 
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19.9. Тени карнизов 
 
Профиль карниза, изображенный на фасаде, примем за наложенное 

сечение карниза. Наложенным сечением стены является вертикальная пря-
мая, проведенная на расстоянии n, равном выносу карниза (рис. 19.27). 

 

 
 

Рис. 19.27 

 
1. Построение собственной тени карниза. Проведем профильную l3 

луча, касающуюся в точке l2 профиля карниза. Горизонтальная прямая b2, 
проведенная через 12, является теневой образующей. Аналогично построе-
ны остальные теневые образующие. 

2. Построение падающих теней на карнизе. Через точку 22 проводим 
проекцию L3

1 
луча и отметим точку 32 пересечения ее с профилем. Гори-

зонтальная прямая а2τ, проведенная через 32, является падающей тенью 
ребра а (а2). Аналогично построены остальные падающие тени. 

3. Построение падающих теней на стене. Для построения а2τ
1, па-

дающей от ребра а2 на стену, отметим точку 4 пересечения l3
1 с наложен-

ным сечением стены. Горизонтальная прямая, проведенная через точку 4, 
является линией пересечения плоскости стены с лучевой плоскостью, про-
веденной через а (эта плоскость определяется а и l1), т.е. является тенью 
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а2τ
1. Тень 22τ точки 2 (22) строится как точка пересечения а2τ

1 с фронталь-
ной проекцией l2

1 луча. 
Дальнейшие построения аналогичны и ясны из чертежа. 
Более углубленному изучению теории построения теней архитектур-

ных деталей и фрагментов рекомендуются учебные пособия [2, 3, 25]. 
 

19.10. Тени в перспективе 
 
При построении теней в перспективе в качестве источника света рас-

сматривается естественный источник – солнце. Правила построения теней 
в перспективе точно такие же, как и в ортогональных проекциях.  

Для упрощения построения считают, что световые лучи параллельны 
плоскости картины, тогда на картине их перспективы оснований будут па-
раллельны основанию картины. 

Если на картине задана перспектива А' точки А и перспектива А1' ее 
основания А1, то для построения тени от точки А на предметной плоско-
сти (рис. 19.28) необходимо на картине через перспективу А' точки А 
провести перспективу луча света, а через перспективу А1' ее основания – 
перспективу основания луча. В месте пересечения луча и его основания 
получим точку, которая и будет искомой тенью АТ' от точки А на пред-
метной плоскости. 

 

 

 

Рис. 19.28 

 
Построение тени от прямой сводится к построению тени от двух ее 

точек. При этом, если прямая перпендикулярна к предметной плоскости 
(рис. 19.29), то тень от нее на этой плоскости совпадает с основанием луча, 
проведенного через основание прямой.  
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Тень от вертикальной прямой на вертикальной плоскости вертикальна. 
Если прямая параллельна предметной плоскости (горизонтальная 

прямая), то тень от нее на этой плоскости будет параллельна данной пря-
мой (рис. 19.30) и направлена в точку схода.  

 

 
 

Рис. 19.29 
 

 
 

Рис. 19.30 

 
Тени в перспективе могут быть построены с различных точек распо-

ложения источника света. Направление лучей света может быть выбрано в 
зависимости от характера объекта и от желания показать его освещенным с 
той или другой стороны. Так как, например, если источник света будет на-
ходиться позади предмета (рис. 19.31) или перед зрителем, но позади пред-
мета (рис. 19.32), то для построения перспективы тени А′т точки А на плос-
кость П1, необходимо выполнить следующие действия:  

− через точку А′ и точку схода лучей S0 провести перспективу луча 
(прямую A′S0), а через ее вторичную проекцию А′1; 

− вторичную проекцию луча (прямую А′1S1
0).  
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Пересечение перспективы луча (его вторичной проекцией) опреде-
лит тень А′т точки А на плоскость П1. 

 

 

 

Рис. 19.31 Рис. 19.32 
 
Построение собственных и падающих теней сложных геометриче-

ских тел при различных положениях источника света излагаются в учеб-
ных пособиях [2, 3, 28]. 

 
Вопросы для самоконтроля 

 
1. Назначение теней. Собственные и падающие тени. 
2. Построение теней от точки и прямой в ортогональных проекциях. 
3. Построение теней плоской фигуры. 
4. Метод обратных лучей. 
5. Построение теней геометрических тел. 
6. Построение теней архитектурных фрагментов. 
7. Построение теней тел вращения. Метод касательных конусов и 

цилиндров. 
8. Построение теней в перспективе. 
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