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Исследуются n-кратно ω-насыщенные формации конечных групп F , у которых решетка 
ω/ ( )n ÇF F N  n-кратно ω-насыщенных подформаций, заключенных между F  и ЗF N , имеет длину 

Ј 2. Основной результат работы дает решение проблемы описания n-кратно ω-насыщенных формаций 
ω

nN -дефекта 2, которая была поставлена А.Н. Скибой и Л.А. Шеметковым в работе о кратно ω-

локальных формациях и классах Фиттинга конечных групп.  В частности, нами получено описание n-

кратно ω-насыщенных формаций с максимальной нильпотентной n-кратно ω-насыщенной подформа-

цией;  установлено внутреннее решеточное строение ω

nl -приводимых формаций ω

nN -дефекта Ј 2; по-

лучено описание конечных групп, порождающих ω

nl -неприводимые формации ω

nN -дефекта 2.  

 

Все рассматриваемые в работе группы предполагаются конечными. Кроме общепринятой тер-

минологии [1 – 3], нам потребуются некоторые определения и обозначения работы [4]. 

Пусть ω – некоторое непустое подмножество множества всех простых чисел; ω' – дополнение к ω 

во множестве всех простых чисел. Формация F  называется ω-насыщенной, если ей принадлежит вся-

кая группа G, удовлетворяющая условию G L/ Î F , где Ф wН З( ) ( )L G O G . Всякая формация считается  

0-кратно ω-насыщенной. При > 0n  формация F  называется n -кратно ω-насыщенной [4], если 

w= ( )LF fF , где все непустые значения ω-локального спутника f  являются -( 1)n -кратно ω-

насыщенными формациями. 

Для любых двух n -кратно ω-насыщенных формаций M  и H  полагают Щ З=M H M H, а 
w wЪ И= form( )n nlM H M H , где w Иform( )nl M H  – пересечение всех n -кратно ω-насыщенных формаций, 

содержащих ИM H . Через w З/ ( )nF F N  обозначают решетку n -кратно ω-насыщенных формаций, за-

ключенных между ЗF N  и F . Длину решетки w З/ ( )nF F N  обозначают wЗ| : ( ) |nF F N  и называют 
w

nN -дефектом формации F . n -Кратно ω-насыщенную формацию F  называют w

nl -приводимой, если 

она может быть представлена в виде решеточного объединения некоторых своих собственных n -кратно  

ω-насыщенных подформаций в решетке w

nl . В противном случае формацию F  называют w

nl -

неприводимой. 

Группу G  называют критической, если G  – группа минимального порядка из F \H  для неко-

торых формаций F и H . Критическая группа ОG F  называется H-базисной, если у формации, ею 

порожденной, имеется лишь единственная максимальная подформация M , причем НM H. 

А.Н. Скибой и Л.А. Шеметковым была поставлена задача описания n -кратно ω-насыщенных 

формаций w

nN -дефекта 2Ј  [4, вопрос 5]. Полученные нами теоремы 1 – 3 завершают описание  

n -кратно ω-насыщенных формаций такого типа. В частности, теорема 1 и теорема 2 позволяют клас-

сифицировать w

nl -приводимые n -кратно ω-насыщенные формации, имеющие w

nN -дефект Ј 2 , а в 

теореме 3 получено описание конечных групп, порождающих w

nl -неприводимые формации w

nN -дефекта 2 

( і 2n ). Отметим, что при = 1n  решение данной задачи получено в работе [5].  

Доказательства основных результатов базируются на следующих вспомогательных фактах. 

Следствием теоремы 3.4.3 работы [6] является  

ЛЕММА 1. Пусть F  – n -кратно ω-насыщенная ненильпотентная формация. Тогда в F  име-

ется  по крайней мере одна минимальная n -кратно ω -насыщенная ненильпотентная подформация. 

Доказательство следующей леммы аналогично доказательству леммы 20.4 в [2]. 

ЛЕММА 2. Пусть F , ,M  X  и H  – n -кратно ω-насыщенные формации, причем wЪ= nF M X . 

Тогда если ,m  r  и t  соответственно w

nH -дефекты формаций ,M  X  и F  и ,m  Ґ<r , то Ј +t m r .  

ЛЕММА 3 [4]. Для всех і 0n  решетка w

nl  модулярна. 

Аналогично лемме 14 в [7] доказывается  
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ЛЕММА 4. Пусть wЪ 1= nF M H , где M  – некоторая n -кратно ω-насыщенная нильпотентная 

подформация формации F , 
1H  – минимальная n -кратно ω-насыщенная ненильпотентная подфор-

мация формации F . Тогда в формации F  не существует минимальных n -кратно ω-насыщенных не-

нильпотентных формаций, отличных от 
1H . 

ЛЕММА 5.  Пусть M , F  и H  –  ω-насыщенная формации и НM F . Тогда 
w wЗ Ј З| | | |n nM :M H F : F H . 

Доказательство аналогично лемме 20.3 в [2].   

ЛЕММА 6 [8]. При і 2n  всякая n -кратно насыщенная формация, имеющая w

nN -дефект 2, 

приводима. 

ЛЕММА 7 [4]. Пусть = LF ( )fwF  –  n -кратно ω-насыщенная формация 1n і . Тогда спутник f  

является 1nl
w

- -значным. 

ЛЕММА 8 [9].  Пусть  – такая полная решетка формаций, что . Пусть H  – -локальная 

формация с каноническим -локальным спутником H , F  – -локальная формация с минимальным 

-локальным -значным спутником f . Тогда в том и только в том случае F  – H -критическая 

формация, когда = formGF , где G  – такая монолитическая группа с монолитом =P GH , что 

либо = ( )P , ( ) =1G  и ( )f p  – ( )H p -критическая формация для всех p , либо =  

и (ω')f  – H -критическая формация.  

ЛЕММА 9 [4]. Пусть formw= nlF X , где і 1n , и пусть f  – минимальный w

nl -значный спутник 

формации F . Тогда справедливы следующие утверждения: 1) ω' form1( ) = ( / | )n df l G G G- Îw
w X ;  

2) formw

- 1( ) = ( ( ))n pf p l FX  для всех ωp Î ; 3) w= ( )LF hF , спутник h  является w

- 1nl -значным и p  – некото-

рый фиксированный элемент из ω , то w 1= ( )LF fF , где 1( ) = ( )f a h a  для всех ω ω'( \ { }) { }a pÎ È , 

formw

- О З1 1( ) = ( | ( ) , ( ) = 1)n pf p l G G h p O GF  и, кроме того, 1( ) = ( )f p f p ; 4) w= ( )LF gF , где ω'( ) =g F   

и ( ) = ( )g p f p  для всех ωp Î . 

ЛЕММА 10 [4]. Пусть if  такой внутренний -( 1)n -кратно ω -локальный спутник формации iF , 

что ω'( ) =i if F , = 1,2i . Тогда w

wЪ1 2= = ( )n LF fF F F , где w

-Ъ1 1 2= nf f f .  

ЛЕММА 11 [10]. Тогда и только тогда F  является минимальной n -кратно ω -насыщенной 

ненильпотентной формацией, когда w= formnl GF , где G  – такая монолитическая группа с цоколем 

=R GN , что либо π π ω= ( ) =R Ç Æ , либо π ¹ Æ  и выполняется одно из следующих условий:  

1) = [ ]G R Q  – группа Шмидта с F( ) = 1G , где = ( )GR C R  – абелева p -группа, ωp Î  и | |=Q q  – 

простое число;  

 2) R  – неабелева pd -группа, О/ pG R N , где ωp Î , причем, если π| |> 1 , то = 1n  и =G R  – 

простая неабелева группа. 

ЛЕММА 12 [6].  Пусть G  – монолитическая группа с неабелевым монолитом R . Тогда если 

простое число p  делит порядок группы R , то ( ) =1pF G . 

ЛЕММА 13 [1, с. 26]. Пусть F  – произвольная непустая формация и пусть у каждой группы 

ОG X  F -корадикал G F  не имеет фраттиниевых G -главных факторов. Тогда если A  – монолити-

ческая группа из formX\F , то О ( )A X . 

ЛЕММА 14 [2, с. 168]. Пусть F  и H  – формации, причем H  – локальна и G  – группа мини-

мального порядка из \F H . Тогда G  монолитична, ее монолит совпадает с GH  и если GH  – p -группа, то 

= ( ) = ( )G pG C G F GH H
. 

ЛЕММА 15 [2, с. 171]. Если в группе G  имеется лишь одна минимальная нормальная подгруппа 

и ( ) = 1pO G  ( p  – некоторое простое число), то существует точный неприводимый [ ]pF G -модуль, 

где pF  – поле из p  элементов.  
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ЛЕММА 16 [4]. Пусть F  – ω -насыщенная формация и f  – ее ω -локальный спутник. Если 

О З(/ ( ))pG f pO G F , то ОG F . 

ЛЕММА 17 [4]. Пусть 
1f  и 

2f  – минимальные ω -локальные Q -значные спутники формаций  

1F  и 
2F  соответственно. Тогда Н1 2F F  в том и только в том случае, когда 

1 2f fЈ . 
 

Основные результаты 

ТЕОРЕМА 1. Пусть F  – n -кратно ω -насыщенная формация. Тогда в том и только в том 

случае w

nN -дефект формации F  равен 1, когда wЪ= nF M H , где M  – n -кратно ω -насыщенная 

нильпотентная подформация формации F , H  – минимальная n -кратно ω -насыщенная ненильпо-

тентная подформация формации F , при этом 1) всякая n -кратно ω -насыщенная нильпотентная 

подформация из F  входит в wЪ З( )nM H N ; 2) всякая n -кратно ω -насыщенная ненильпотентная 

подформация 1F  из F  имеет вид: wЪ З1( ).nH F N  

Доказательство. Необходимость. Пусть w

nN -дефект формации F  равен 1. Так как F  не являет-

ся нильпотентной формацией, то по лемме 1 в F  входит некоторая минимальная n -кратно ω -насыщенная 

ненильпотентная подформация 1H . По условию З=M N F  – максимальная n -кратно ω -насыщенная 

подформация в F . Значит, wЪ 1= nF M H . 

Достаточность. Пусть wЪ 1= nF M H , где M  – n -кратно ω -насыщенная нильпотентная подфор-

мация формации F , 1H  – минимальная n -кратно ω -насыщенная ненильпотентная подформация F . По-

нятно, что ЛF N . Пусть w

nN -дефекты n -кратно ω -насыщенных формаций F , M  и 
1H  равны соответ-

ственно t , m  и r . Поскольку M  – n -кратно ω -насыщенная нильпотентная подформация формации F , 

то = 0m . Так как 
1H  – минимальная n -кратно ω -насыщенная ненильпотентная формация, то ее w

nN -

дефект r  равен 1. В силу леммы 2 имеет место неравенство Ј + += 0 1= 1t m r . Если = 0t , то F  – 

нильпотентная формация, что противоречит условию ЛF N . Таким образом, w

nN -дефект формации F  

равен 1. 

Докажем теперь справедливость утверждения 1) второй части теоремы. Так как З 1N H  – мак-

симальная n -кратно ω -насыщенная подформация в 1H , то в силу леммы 3 имеет место решеточный 

изоморфизм:  

w w w w w wЗ Ъ Ъ З Ъ З З Ъ;1 1 1 1 1 1((( ) ) )/ (( ) ) / (( ) ) =n n n n n nN H M H N H M H H N H M  

w w wЗ Ъ З З1 1 1 1 1= / ( ) ( ) = / .n n nH N H H M H N H  

Следовательно, wЗ Ъ1( ) nN H M  – максимальная n -кратно ω -насыщенная подформация в F . То-

гда, поскольку ЛF N , то всякая n -кратно ω -насыщенная нильпотентная подформация из F  входит в 
wЗ Ъ1( ) nN H M . 

Докажем утверждение 2). Используя лемму 4, получаем, что в формации F  нет минимальных  

n -кратно ω -насыщенных ненильпотентных подформаций, отличных от 1H . 

Пусть теперь 1F  – произвольная n -кратно ω -насыщенная ненильпотентная подформация из F . 

Тогда в силу уже доказанного и леммы 4 получаем, что Н1 1H F . Следовательно, применяя лемму 3, по-

лучаем w wЗ Ъ Ъ З1 1 1 1 1= ( ) = ( )n nF F H M H F M . Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть F  – nl
w -приводимая формация, 1n і . Тогда и только тогда w

nN -дефект 

формации F  равен 2, когда F  удовлетворяет одному из следующих условий: 1) w wЪ Ъ1 2= n nF H H M , 

где НM N , 1H  и 2H  – различные минимальные n -кратно ω -насыщенные ненильпотентные фор-

мации; 2) wЪ= nF H M , где НM N , H  – w

nl -неприводимая формация w

nN -дефекта 2, НM H , при-

чем если > 1n , то π ω( ) ËH .  

Доказательство. Заметим, что при 1n = , справедливость утверждения теоремы вытекает из 

теоремы 1.1 в  [5], а также теоремы 1 в [11]. Поэтому мы можем считать, что > 1n . 

Необходимость. Пусть w

nN -дефект формации F  равен 2, X  – такая максимальная n -кратно  

ω -насыщенная подформация формации F , что w

nN -дефект формации X  равен 1. По теореме 1 получа-
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ем wЪ1= nX H M , где 
1H  – минимальная n -кратно ω -насыщенная ненильпотентная формация, а НM N . 

Если в формации F  имеется еще одна минимальная n -кратно ω -насыщенная ненильпотентная под-

формация 
2H , отличная от 

1H , то в силу леммы 4 Л2H X . Значит,   

2 1 2 1 2= = =n n n n n

w w w w wЪ Ъ Ъ Ъ ЪF X H H M H H H M  

и выполнено условие 1). 

Пусть теперь в формации F  нет отличных от 
1H  минимальных n -кратно ω -насыщенных не-

нильпотентных подформаций. Поскольку F  – nl
w -приводимая формация, то в \F X  найдется такая группа 

G , что w №= formnl GR F . Понятно, что wЪ= nF X R . Ввиду леммы  5 w

nN -дефект формации R  мень-

ше или равен 2. Поскольку = n

wЪF X R  и w

nN -дефект формации X  равен 1, то w

nN -дефект формации 

R  не равен 0. Допустим, что w

nN -дефект формации R  равен 1. Тогда по теореме 1 и предположению о 

единственности 1H  получаем, что wЪ1 1= nR H M , где Н1M N . Значит, 

w w w wЪ Ъ Ъ Ъ1 1 1 2= = = ,n n n nF X R H M M H M  где Н2M N . Но тогда в силу леммы 2 w

nN -дефект фор-

мации F  равен 1. Противоречие. Поэтому  
w

nN -дефект формации R  равен 2. Тогда ЛM R , так как иначе wЪ Н1= nX H M R , что противоречит 

максимальности формации X  в формации F . Таким образом, w w w wЪ Ъ Ъ Ъ1= = = .n n n nF X R M H R M R  

Предположим, что R  – nl
w -неприводимая формация. Заметим, что если π ω( )R Í  и R  – ω -

насыщенная формация, то R  является насыщенной формацией. Действительно, из ω -насыщенности 

формации R  получаем, что для любой группы G  из условия w З F О/ ( ) ( )G O G G R  следует, что ОG R . 

Но π ω( ) ÍR . Значит, w= ( )G O G . Тогда получаем, что из условия F О/ ( )G G R  следует, что ОG R . 

Таким образом, R  является насыщенной формацией. Ввиду леммы 6 всякая n -кратно насыщенная 

формация, имеющая нильпотентный дефект 2, приводима. В этом случае R  – приводимая n -кратно 

насыщенная формация. Противоречие. Поэтому π ω( ) ËR . Тогда получаем, что формация F  удовлетво-

ряет условию 2). 

Пусть теперь R  – nl
w -приводимая формация. Воспользуемся индукцией по числу разрешимых  

n -кратно ω -насыщенных подформаций однопорожденной формации R . 

Обозначим через 1X  максимальную n -кратно ω -насыщенную подформацию формации R , имею-

щую w

nN -дефект, равный 1. Так как R  – nl
w -приводимая  формация, то в 1\R X  существует такая груп-

па 1G , что w №1 1= formnl GR R . Ввиду максимальности формации 1X  в формации R  справедливо 
wЪ1 1= nR X R . По теореме 1 и предположению единственности 1H  получаем, что wЪ1 1 2= nX H M , где 

2M  – некоторая нильпотентная n -кратно ω -насыщенная подформация формации 1X . Тогда 

1 1= =nÚ
wR X R  1 2 1 2 1=n n n= Ú Ú Úw w wH M R M R . Заметим, повторяя приведенные выше рассуждения 

для R , получаем, что либо формация 
wЪ*

1 1= nF M R  (где 
wЪ*

1 1= nM M M ) удовлетворяет условию 2) и 

необходимость доказана, либо формация 1R  является nl
w -приводимой формацией w

nN -дефекта 2. По-

нятно, что Л2 1M R , так как иначе Н1 1X R , что противоречит максимальности формации 1X  в 1R . 

Поскольку 1R  – собственная n -кратно ω -насыщенная подформация формации R , то число раз-

решимых подформаций формации 1R  меньше, чем у R . Ввиду замечания 3 [4] в однопорожденной 

формации R  имеется лишь конечное множество разрешимых n -кратно ω -насыщенных подформаций. 

Поэтому, повторяя описанные выше действия, через конечное число шагов мы придем к ситуации, когда 

либо формация 
*= m n m

wЪF M R  (где 
*

1=m n n n m

w w wЪ Ъ ЪKM M M M ) удовлетворяет условию 2) и необ-

ходимость доказана, либо 1 2=m m n m

w

+ +ЪR R M , где 1m +R  – nl
w -приводимая формация w

nN -дефекта 2, 

2m+ НM N  – наименьшая неединичная разрешимая подформация формации R  такая, что 2 1m m+ +ЛM R . 

Обозначим через 2m +X  максимальную n -кратно ω -насыщенную подформацию формации 1m +R , 

имеющую нильпотентный w

nN -дефект, равный 1. Так как 1m +R  – nl
w -приводимая формация, то в 

1 2\m m+ +R X  существует такая группа + 2mG , что 2 2 1= formm n m ml Gw

+ + +№R R . Ввиду максимальности 

формации 2m +X  в формации 1m +R  справедливо 1 2 2=m m n m

w

+ + +ЪR X R . По теореме 1 и предположению 
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единственности 
1H  получаем, что 2 1 3=m n m

w

+ +ЪX H M , где 
3m +M  – некоторая нильпотентная n -кратно 

ω -насыщенная подформация формации 2m +X . Тогда  

1 2 2 1 2 2 2 2= = = .m m n m n m n m m n m

w w w w

+ + + + + + +Ъ Ъ Ъ ЪR X R H M R M R  

Но 
3 2m m+ +НM R  по предположению индукции. Следовательно, формация 

1m +R  не может быть 

nl
w -приводимой формацией. Значит, *

1 1= m n m

w

+ +ЪF M R , где *

1 1 1=m n n n m

w w w

+ +Ъ Ъ Ъ НKM M M M N , 

+ 1mR  – nl
w -неприводимая формация w

nN -дефекта 2. Необходимость доказана. 

Достаточность. Пусть 1 2= n n

w wЪ ЪF H H M , где НM N , 1H  и 2H  – различные минимальные 

n -кратно ω -насыщенные ненильпотентные формации. Пусть f , 1h , 1h  и m  w

nN -дефекты формаций F , 

1H , 1H  и M  соответственно. Тогда по лемме 2 w

nN -дефект формации F не превосходит 2 . С другой 

стороны, по лемме 5 w

nN -дефект формации F больше либо равен 2 . Таким образом, w

nN -дефект форма-

ции F  равен 2. 

Аналогично рассматривается случай, когда = n

wЪF H M , где НM N , H  – nl
w -неприводимая 

формация w

nN -дефекта 2. Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть F  – n -кратно ω -насыщенная формация і( 2)n . Тогда и только тогда 

формация F  – nl
w -неприводимая формация w

nN -дефекта 2, когда form= nl GwF , где G  – такая моно-

литическая группа с цоколем P , что выполняется одно из следующих условий: 

1) = [ ]G P H , где = ( )GP C P  – p -группа, ωp Î , а H  – группа, удовлетворяющая одному из сле-

дующих условий: 

 1.1) циклическая примарная группа порядка 2q ω( )q Ï ; 

 1.2) неабелева группа порядка 3q  простой нечетной экспоненты ωq Ï ; 

 1.3) монолитическая группа с цоколем = pQ H
N

и Q  – ω' -группа; 

2) P  – неабелева группа, π ω( ) = { }P pÇ , а группа ( / )/ ( / )pG P O G P удовлетворяет одному из 

следующих условий: 

2.1) q -группа, где ωq Î ; 

2.2) элементарная абелева q -группа, ωq Ï ; 

 2.3) подпрямое произведение групп, изоморфных M , где M – такая монолитическая группа с 

цоколем L , что = pL M
N

 – неабелева группа, π ω( ) = { }L pÇ ;  

3) P  – ω' -группа, формация form( / )nl G Pw  имеет w

nN -дефект 1, G  – M -базисная группа, где 

w wЪ= formn nl MM K , НK N , а M  – такая монолитическая группа с цоколем =L M N , что выполне-

но одно из следующих условий: 

 3.1) = [ ]M L N  – группа Шмидта с ( ) = 1MF , где = ( )ML C L  – абелева p -группа, ωp Î  и 

| |=N q  – простое число,q p№ ; 

 3.2) = pL M
N

 – неабелева группа, причем π ω( ) = { }L pÇ ; 

 3.3) L  – ω' -группа. 

Доказательство. Необходимость. Пусть F  – nl
w -неприводимая формация w

nN -дефекта 2,  

M  – максимальная n -кратно ω -насыщенная подформация формации F  с каноническим спутником 

M&. Заметим, что ввиду леммы 7 спутник &M  является -( 1)n -кратно ω -локальным. Тогда F  является 

минимальной n -кратно ω -насыщенной не M -формацией. Пусть f  и m  – минимальные -( 1)n -

кратно ω -локальные спутники формаций F  и M  соответственно. В силу замечания 2 в [4] имеем 

( ) = ( )pM p m p& N  для всех ωp Î . 

Применяя лемму 8, получим, что form= nl GwF , где G  – такая монолитическая группа с цоколем 

=P GM , что либо π π ω= ( )P Ç ¹ Æ , F( ) = 1G  и ( )f p  – 1( ( ))p nm p w

-N -критическая формация для всех 
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πp Î , либо π = Æ  и ω'( )f  – 1n

w

-M -критическая формация. По теореме 1 1= n

wЪM M K , где 
1M  – ми-

нимальная n -кратно ω -насыщенная ненильпотентная подформация формации M , НK N . 

Предположим, что π ω π ω( ) ( )Ç ¹ ÇM F . Тогда найдется простое число π ω π( ( ) ) \ ( )r Î ÇF M . 

Пусть 
rZ  – группа порядка r . Тогда form =n r rl Zw ЛN M . Так как M  – максимальная n -кратно  

ω -насыщенная подформация формации F  и r ЛN M , то = n r

wЪF M N . Но формация F  является  

nl
w -неприводимой по условию теоремы. Противоречие. Следовательно, π ω π ω( ) = ( )Ç ÇM F . 

Пусть 
1m  и k  – минимальные -( 1)n -кратно ω -локальные спутники формаций 

1M  и K  соот-

ветственно. По лемме 9 формации 
1M  и K  имеют такие внутренние -( 1)n -кратно ω -локальные спут-

ники 1m  и k , принимающие соответственно значения: 1 1( ) = ( )m a m a  при ω π 1( )a Î Ç M ; 1 1( ) =m a M  

при ω'=a ; 1( ) =m a Ж при ω π 1\ ( )a Î M  и ( ) = ( )k a k a  при ω π( )a Î Ç K ; ( ) =k a K  при ω'=a ; 

( ) =k a Ж при ω π\ ( )a Î K . Ввиду леммы 10 справедливо равенство w

-Ъ1 1= nm m k .  

В силу леммы 11 form1 = nl MwM , где M  – такая монолитическая группа с цоколем =L M N , что 

либо τ π ω= ( ) =L Ç Æ , либо τ ¹ Æ  и выполняется одно из следующих условий: 

(1) = [ ]M L N  – группа Шмидта с F( ) = 1M , где = ( )ML C L  – абелева l -группа, ωl Î  и | |=N q  – 

простое число; 

(2) L  – неабелева ld -группа / lM L ОN , где τ = { }l . 

Заметим, что если π ω( ) ÍF , то любая ω -насыщенная подформация из F  является насыщенной. 

Следовательно, любая n -кратно ω -насыщенная подформация формации F  является n -кратно насы-

щенной. По лемме 6 при і 2n  всякая n -кратно насыщенная формация с w

nN -дефектом 2 приводима. 

Поэтому при π ω( ) ÍF  формация F  не может быть nl
w -неприводимой формацией, что противоречит ус-

ловию. Таким образом, π ω'( ) Ç ¹ ÆF . 

Допустим, что P  – неабелев цоколь группы G . Пусть π π ω= ( )P Ç ¹ Æ  и πp Î . Тогда по лемме 12 

имеем ( ) = 1pF G . Значит, form form1 1( ) = ( / ( )) = .n p nf p l G F G l Gw w

- -  

Пусть для формации 1M  выполнено условие (1). Предположим, что №p l . Так как 

π ω π ω( ) = ( )p Î Ç ÇF M , то имеем 
w

-Ъ1 1( ) = ( ) ( ) = (1)nm p m p k p . Тогда form1( ) = nf p l Gw

-  – минималь-

ная -( 1)n -кратно ω -насыщенная не pN -формация. Значит, / pG P О НN N , π ω( ) { }G pÇ = и  

n

wN -дефект формации F  равен 1 по лемме 11. Противоречие. Поэтому =p l . Используя лемму 9, имеем 

form form1 1 1 1( ) = ( ) = ( / ( )) =n p n qm p m p l M F M l Nw w

- - Н N . 

Следовательно, form1 1/ ( ) =p p n p qG P m p l Nw

-О НN N N N .  

Покажем, что π ω( ) = { }P pÇ . Действительно, если π ω| ( ) |> 1P Ç , то найдется такое π ω( )s PÎ Ç , 

что №s p . Поскольку π ω π ω( ) = ( )Ç ÇF M , то π ω( )s Î ÇM . Тогда 
w

-Ъ1 1( ) = ( ) ( ) = (1)nm s m s k s . Так 

как s  делит порядок P , то по лемме 12 имеем ( ) = 1sF G . Тогда form form1 1( ) = ( / ( )) =n s nf s l G F G l Gw w

- -  – 

минимальная -( 1)n -кратно ω -насыщенная не sN -формация. Поскольку π ω( )p PÎ Ç  и 2n і , то 

( )p f sНN . Так как при этом 1p nl
w

-ОN  и ( )p f sМN , то p sНN N . Но №s p . Противоречие. Поэтому 

π ω( ) = { }P pÇ . 

По лемме 9 имеем form form form1 1 1 1( ) = ( / ( )) = ( / ) = .n p n nm p l M F M l M L l Nw w w

- - -  Следовательно, 

form1 1 1( ) = ( ) ( ) =n nm p m p k p l Nw w

- -Ъ  и form1( ) = nf p l Gw

-  является минимальной -( 1)n -кратно  

ω -насыщенной не form1( )p nl Nw

-N -формацией. 

Ясно также, что / pG P ПN , поскольку в противном случае n

wN -дефект формации F  равен 1 в си-

лу леммы 11. 

Если ω= | |q N Î , то form1 =p n p ql Nw

-N N N . Значит, form1nl Gw

-  является минимальной -( 1)n -

кратно ω -насыщенной не p qN N -формацией. Поэтому / p qG P ОN N . Значит, ( / )/ ( / )p qG P O G P ОN , и 

формация F  удовлетворяет условию 2.1) теоремы. 
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Если ωq Ï , то form form1 =p n pl N Nw

-N N . Тогда form/ pG P NОN . Так как / pG P ПN , то 

form( / )/ ( / )pG P O G P NО , т.е. ( / )/ ( / )pG P O G P  является элементарной абелевой q -группой, и фор-

мация F  удовлетворяет условию 2.2) теоремы. 

Пусть для формации 1M  выполнено условие (2). Покажем, что π ω π ω( ) = ( )P LÇ Ç . Предполо-

жим, что существует ω π π( ( ) \ ( ))r P LÎ Ç . Тогда 1 1( ) = ( ) ( ) (1)nm r m r k rw

-Ъ = . Значит, form1( ) = nf r l Gw

-  

– минимальная -( 1)n -кратно ω -насыщенная не rN -формация. Последнее невозможно, так как 

( )l f rМN . Поэтому π ω π ω( ) ( ) = { }P L lÇ Í Ç . Но π ω( )P Ç ¹ Æ . Следовательно, =l p . 

Ввиду леммы 12, ( ) 1pF M . Так как form1 1( ) = nm p l Mw

- , то form1( ) = nf p l Gw

-  – минимальная не 

form1p nl Mw

-N -формация. Значит, form1/ p nG P l Mw

-ОN . Но, как нетрудно показать, form form1 =p n pl M Mw

-N N . 

Если / pG P ОN , то по лемме 11 n

wN -дефект формации F  равен 1. Противоречие. Следовательно, 

/ pG P ПN  и form( / )/ ( / )pG P O G P MО . Но тогда form form(( / )/ ( / )) = .pG P O G P M  Так как при этом 

группа M  является монолитической группой с неабелевым цоколем L , то, применяя лемму 13, полу-

чим, что ( / )/ ( / )pG P O G P  – подпрямое произведение групп изоморфных группе M . Таким образом, груп-

па G  удовлетворяет условию 2.3) теоремы. 

Пусть теперь form1 nl Mw=M  – такая формация, что M  – монолитическая группа с цоколем 

L M= N , τ π ω= ( ) =L Ç Æ . Так как π ω( )p Î ÇM , то ( ) = (1)m p . Но тогда form1( ) = nf p l Gw

-  – мини-

мальная -( 1)n -кратно ω -насыщенная не pN -формация. Значит, / pG P ОN  и по лемме 11 получаем, 

что n

wN -дефект формации F  равен 1. Противоречие. Таким образом, данный случай невозможен. 

Пусть P  – абелева p -группа, ωp Î . Тогда по лемме 14 имеем ( ) =pF G P . Пусть формация 1M  

удовлетворяет условию (1). 

Предположим, что №p l . Тогда ( ) = (1)m p . Значит, form1( ) = ( / )nf p l G Pw

-  – минимальная 

-( 1)n -кратно ω -насыщенная не pN -формация. Пусть H – группа минимального порядка из ( ) \ pf p N . 

Тогда H  является монолитической группой с цоколем = pQ H
N

. Ясно, что 

form form1 1( ) = ( / ) =n nf p l G P l Hw w

- -  и ( ) = 1pO H . Применяя лемму 15, получаем, что существует точный 

неприводимый [ ]pF H -модуль V . Обозначим через = [ ]T V H . Ввиду леммы 16 группа T ОF . Так как 

/ ( ) ( )pT F T H m pП; , то form= nl TwF . Поскольку form1( ) = ( / )nf p l G Pw

- Н M  и формация M  разреши-

ма, то Q  – абелева r -группа для некоторого простого числа №r p . Но 1= n l

wЪ НM M K N N . Если 

№r l , то группа H  нильпотентна. Поскольку / pH Q ОN , то =H Q  – группа простого порядка r . Но 

тогда по лемме 11 получаем, что  

n

wN -дефект формации F  равен 1. Противоречие. Поэтому =r l . Так как при этом ω{ , }p l Í , то 

π ω( )G Í , что невозможно. Поэтому =p l .  

Но тогда form1( ) = nm p l Nw

-  и form1( ) = ( / )nf p l G Pw

-  – минимальная -( 1)n -кратно ω -насыщенная 

не form1( )p nl Nw

-N -формация. 

Рассмотрим группу form1( ) \ p nH f p l Nw

-О N . Тогда H  является монолитической группой с цоко-

лем 
form1= p nl N

Q H
w
-N

. Поскольку form1( ) = ( / )nf p l G Pw

- НM  и формация M  разрешима, то Q  – абелева 

r -группа для некоторого простого числа r . Ясно, что ( ) = 1pO H . Применяя лемму 15, получаем, что 

существует точный неприводимый [ ]pF H -модуль V . Обозначим через = [ ]T V H . Ввиду леммы 16 

группа T ОF . Так как / ( ) ( )pT F T H m pП; , то form= nl TwF . Но 1= n p

wЪ НM M K N N . Значит, 

H ОN . Но H  –  монолитическая группа. Значит, H  – r -группа. Если ωr Î , то π ω( )G Í , что невоз-

можно. Значит, ω'r Î . Если =H Q , то по лемме 11 n

wN -дефект формации F  равен 1. Противоречие. 

Следовательно, №H Q . Поскольку form1/ nH Q l Nw

-О , то =r q . Таким образом, form form1 =nl N Nw

-  и 

form/H Q NО . Тогда ( )f p  – минимальная не formN -формация. Поскольку группа H  нильпотентна, то 

любая собственная подгруппа из H  принадлежит ( )f p . Таким образом, H  – минимальная не formN -
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группа. Так как при этом H  – q -группа, то H  либо циклическая примарная группа порядка 2q , либо 

неабелева группа порядка 3q  простой нечетной экспоненты q . Но тогда группа T  удовлетворяет усло-

вию 1.1) или 1.2) теоремы. 

Пусть для формации 1M  выполнено условие (2). Допустим, что №p l . Тогда ( ) = (1)m p . Значит, 

form1( ) = ( / )nf p l G Pw

-  – минимальная -( 1)n -кратно ω -насыщенная не pN -формация. Поскольку 

π ω π ω( ) ( )l Î Ç = ÇF M , то π( / )l G PÎ . Так как при этом 2n і , то form1 ( / ) ( )l nl G P f pw

-Н =N . Если 

form1 ( / )l nl G Pw

-=N , то π ω( )G Í , что невозможно. Значит, form1 ( / )l nl G Pw

-МN . Но 1p nl
w

-ОN . Следова-

тельно, l pНN N . Противоречие. Таким образом, =p l . 

Тогда form1( ) = nm p l Mw

-  и form1( ) = ( / )nf p l G Pw

-  – минимальная -( 1)n -кратно ω -насыщенная не 

form1p nl Mw

-N -формация. Выберем в form1( ) \ p nf p l Mw

-N  группу H  минимального порядка. Тогда H  – мо-

нолитическая группа с цоколем 
form1=

l Mp nQ H
w
-N

 и ( ) = 1pO H . Применяя лемму 15, получаем, что сущест-

вует точный неприводимый [ ]pF H -модуль V . Обозначим через = [ ]T V H . Ввиду леммы 16 группа 

T ОF .  Так как / ( ) ( )pT F T H m pП; , то form= nl TwF . Предположим, что Q  – неабелев цоколь группы H . 

Ввиду того, что form= ({ } )nH l MwО ИM K  и  

form form({ } ) ({ } ),nl M Mw И Н ИK S K то form({ } ) \H MО ИK N . Следовательно, по лемме 13 имеем 

H({ } )H MО ИK . Поскольку H П K  и / pM L ОN , то группа H  изоморфна группе M . Но тогда 

formp nT l MwОN . Однако form form=p n nl M l Mw wN . Поэтому formnl MwF =  и n

wN -дефект формации F  

равен 1. Противоречие. Следовательно, Q  – абелева q -группа, для некоторого простого числа q p№ . 

Допустим, что ωq Î . Пусть D  – группа порядка q . Тогда О ( )D f p . Пусть V  – точный неприводимый 

[ ]pF D -модуль и =[ ]W V D . Применяя лемму 16, получим W ОF . Ввиду леммы 11 формация 

form= nl WwL  имеет n

wN -дефект 1. Поскольку НL F  и 1№L M , то мы получаем противоречие с леммой 

5. Значит, ω'q Î . Поскольку form= ({ } )nH l MwО ИM K  и form form({ } ) ({ } ),nl M Mw

wИ Н ИK S K  то 

form({ } ) \H MО ИK N . Следовательно, по лемме 13 имеем H({ } ).H MО ИK  Так как H П K  и 

/ pM L ОN , то группа H  изоморфна группе M . Но L  – неабелева ld -группа. Противоречие. Следова-

тельно, данный случай невозможен. 

Пусть формация 1M  такая, что τ π ω= ( ) =L Ç Æ . Так как π ω( )p Î ÇM , то ( ) = (1)m p . Но тогда 

form1( ) = ( / )nf p l G Pw

-  – минимальная -( 1)n -кратно ω -насыщенная не pN -формация. Пусть H  – груп-

па минимального порядка из ( ) \ pf p N . Тогда H  является монолитической группой с цоколем = pQ H
N

. 

Понятно, что form form1 1( ) = ( / ) =n nf p l G P l Hw w

- -  и ( ) = 1pO H . Применяя лемму 15, получаем, что суще-

ствует точный неприводимый [ ]pF H -модуль V . Обозначим через = [ ]T V H . Ввиду леммы 16 группа 

T ОF .  Так как / ( ) ( )pT F T H m pП; , то form= nl TwF . 

Пусть Q  – абелева q -группа для некоторого простого числа q . Если ωq Î , то π ω( )T Í . Противо-

речие. Значит, ω'q Î . Кроме того, понятно, что H ПN . Так как в противном случае qH ОN  и по лемме 11 

формация form= nl TwF  имеет n

wN -дефект 1, что невозможно. Поскольку form= ({ } )nH l MwО ИM K  и 

form form({ } ) ({ } )nl M Mw

wИ Н ИK S K , то form({ } ) \H MО ИK N . Тогда по лемме 13 получим, что 

H({ } )H MО ИK . Так как H П K  и /M L ОN , то группа H  изоморфна группе M . 

Пусть Q  – неабелев цоколь группы H . Тогда так как form= ({ } )nH l MwО ИM K  и 

form form({ } ) ({ } )nl M Mw И Н ИK S K , то form({ } ) \H MО ИK N . Применяя теперь лемму 13, заключа-

ем, что ({ } )H MО ИH K . Так как H П K  и / lM L ОN , получаем ввиду монолитичности H , что группы 

H  и M  изоморфны. 

Кроме того, заметим, что / pM L ОN . Поскольку иначе найдется группа R  простого порядка 

№r p  такая, что form1 = ( )nR l M f pw

-О . Пусть V  – точный неприводимый [ ]pF R -модуль и =[ ]W V R . 
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Применяя лемму 16, получим W ОF . Ввиду леммы 11 формация form= nl WwL  имеет n

wN -дефект 1. 

Поскольку НL F  и 
1№L M , то мы получаем противоречие с леммой 5. Значит, / pM L ОN . Таким об-

разом, группа T  удовлетворяет условию 1.3) теоремы. 

Пусть теперь P  – ω' -группа и пусть формация 1M  удовлетворяет условию (1) или (2). Тогда 

/ lG P О НM NN  или, соответственно, / dG P wО НM G N . Если Н F( )P G , то lG ОNN  или dG wОG N . 

Но P  – ω' -группа. Значит, G ОN . Противоречие. Поэтому М/ F( )P G . Но тогда form( / )G P  – единст-

венная максимальная подформация formG  и G  – M -базисная группа. Если /G P ОN , то по лемме 11 

формация F  имеет n

wN -дефект 1. Противоречие. Значит, /G P ПN . Так как при этом /G P ОM , то 

n

wN -дефект формации form( / )nl G Pw  равен 1. Значит, G  удовлетворяет условию 3.1) или 3.2) теоремы.  

Пусть теперь для формации 
1M  выполняется условие π ω( ) =L Ç Æ . Тогда по лемме 8 

ω' form1( ) = nf l G-
w  – минимальная -( 1)n -кратно ω -насыщенная не M -формация. Снова применяя 

лемму 8, получим, что form2nl Gw

-  – 2n

w

-M -критическая формация, …, formG  – минимальная не  

M -формация и G  – M -базисная группа. Если /G P ОN , то по лемме 11 формация F  имеет  

n

wN -дефект 1. Противоречие. Значит, /G P ПN . Так как при этом /G P ОM , то n

wN -дефект формации 

form( / )nl G Pw  равен 1. Таким образом, группа G  удовлетворяет условию 3.3) теоремы.  

Достаточность. Пусть для формации F  выполнено условие 1) теоремы и H  – циклическая 

примарная группа порядка 2q , ωq Ï . Пусть f  – минимальный -( 1)n -кратно ω -локальный спутник 

формации F . По лемме 14 имеем form form1 1( ) = ( / ( )) =n p nf p l G F G l Hw w

- - . Так как ωq Ï , то 

form form1 =nl H Hw

- . Заметим, что form qZ  является единственной максимальной подформацией форма-

ции formH , где qZ  – группа порядка q . 

Построим -( 1)n -кратно ω -локальный спутник m , принимающий следующие значения: 

form( ) = qm a Z  при =a p ; ( ) = ( )m a f a  при ω ω'= ( { }) \ { }a pÈ . Рассмотрим n -кратно ω -насыщенную 

формацию = ( )LF mwM . Пусть 
1m  – минимальный -( 1)n -кратно ω -локальный спутник формации M . 

Тогда так как Ј Ј1m m f , то ввиду леммы 17 НM F . 

Пусть X  – произвольная собственная n -кратно ω -насыщенная подформация формации F .  

И пусть x  – минимальный -( 1)n -кратно ω -локальный спутник формации X . Если ( ) ( )x p f p= , то так 

как / ( ) ( )pG O G x pО , получаем G ОX . Следовательно, F X . Противоречие. Значит, ( ) ( )x p f pМ . То-

гда так как form( ) = qm p Z  – единственная максимальная подформация ( )f p , то 1( ) ( )x p m pН  и 

( ) ( )x a m aН  для ω ω'( { }) \ { }a pÎ È , т.е. Ј 1x m . По лемме 17 получаем, что НX M . Таким образом, 

M  – единственная максимальная n -кратно ω -насыщенная подформация формации F , т.е. F  является nl
w -

неприводимой формацией. 

Поскольку ( ) = 1p qO Z , то ввиду леммы 15 существует точный неприводимый [ ]p qF Z -модуль V , 

где pF  – поле из p  элементов. Пусть 1 = [ ] qG V Z . Тогда так как 1 1/ ( ) ( )p qG O G Z m pО; , то ввиду леммы 

16,  О1G M . Если предположить, что form 1= nl Gw МR M , то по лемме 17 получаем Ј 1r m , где r  – 

минимальный -( 1)n -кратно ω -насыщенный спутник формации R . Но тогда form1( ) = n qr p l Z-
w

= 

form form= q qZ ZÐ . Противоречие. Значит, form 1= nl GwM , т.е. формация M  порождается группой 

Шмидта и имеет нильпотентный nl
w -дефект 1. Но тогда n

wN -дефект формации F  равен 2. 

Случаи, когда H  – неабелева группа порядка 3q простой нечетной экспоненты ω( )q Ï , и H  – 

монолитическая группа с цоколем = pQ H
N

, где Q  – ω' -группа, рассматриваются аналогично. 

Пусть для формации F  выполнено условие 2) теоремы. Построим nl
w -значный ω -локальный 

спутник m , принимающий следующие значения: form1( ) = (( / )/ ( / ))n pm a l G P O G Pw

-  при =a p ; 

( ) = ( )m a f a  при ω ω'= ( { }) \ { }a pÈ . Ясно, что ( ) ( )m p f pМ . 
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Рассмотрим n -кратно ω -насыщенную формацию M , порожденную спутником m . Пусть  

1m  – минимальный -( 1)n -кратно ω -локальный спутник формации M . Тогда так как Ј Ј1m m f , 

то ввиду леммы 17 НM F . 

Пусть X  – произвольная собственная n -кратно ω -насыщенная подформация формации F ,  

x  – ее минимальный 1nl -значный ω -локальный спутник. Тогда ( ) ( )x a m aН  для любого ω ω'( { }) \ { }a pÎ È . 

Кроме того, как нетрудно показать, имеет место включение: 

form form1 1( ) = (( / )/ ( / )) = ( ).p n p n p px p l M l G P O G P m pw w

- -Н N N N  

Поэтому НX M . Таким образом, M  – единственная максимальная n -кратно ω -насыщенная 

подформация формации F , т.е. F  является nl
w -неприводимой формацией. 

В силу леммы 11 n

wN -дефект n -кратно ω -насыщенной формации M  равен 1. Но тогда  

n

wN -дефект nl
w -неприводимой формации F  равен 2. 

Пусть для формации F  выполнено условие 3). Построим ω -локальный спутник 
nf  такой, что 

(ω') formnf G  и ( ) ( )nf a m a  для любого ωa . Так как группа G  является M -базисной, то всякая 

подформация из formG  содержится в M . Следовательно, формация 1 ( )n nLF fF  по лемме 8 является 

M -критической. Пусть теперь nf  – такой 1l -значный ω -локальный спутник, что 1 1(ω') formnf l G  и 

1( ) ( )nf a m a  для любого ωa . Снова применяя лемму 8, получаем, что формация 
2 1( )n nLF fF  

является wM -критической и т.д. Построим 1nl -значный ω -локальный спутник 
1f  такой, что 

1 1(ω') formnf l G  и 1( ) ( )f a m a  для любого ωa . Опять применяя лемму 8, получим, что формация 

1( )LF fF  является w

nM -критической. Заметим также, что ввиду леммы 11 n

wN -дефект n -кратно  

ω -насыщенной формации M  равен 1. Следовательно, n

wN -дефект nl
w -неприводимой формации F  равен 2. 

Теорема доказана. 
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