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КРИТЕРИИ НЕПРОСТОТЫ КОНЕЧНОЙ ГРУППЫ 

 

д-р физ.-мат. наук, проф. Э.М. ПАЛЬЧИК 

(Полоцкий государственный университет) 

 

Наличие в конечной группе неединичной собственной нормальной подгруппы дает возможность 

использовать метод математической индукции при исследовании композиционного строения группы. 

Поэтому любой нетривиальный критерий непростоты является актуальным достижением. Рассмат-

ривается факторизация конечной группы с помощью двух собственных подгрупп  A  и  B  таких, что  A  

содержит силовскую p-подгруппу Xp из X, (| |, | |) | | 1.X A и A B Bp p  Если p > 2, то оказывается, 

что X не может быть простой группой. 

 

Введение. В работе используются стандартные обозначения и терминология теории конечных 

групп, которые можно найти в [1  4]. Некоторые обозначения для удобства чтения приводятся в разделе 1 

статьи, а часть используемых результатов – в разделе 2. 
 

1. Некоторые используемые обозначения 

p – простое число; 

Sp-подгруппа – силовская p-подгруппа; 

Сhev(p) – множество конечных групп лиева типа с полем определения характеристики p; 

p-квазисубнормальная подгруппа – собственная подгруппа группы X, которая пересекается в каж-

дой Sp-подгруппе из X по своей Sp-подгруппе (≠1); 

Sn(An) – симметрическая (знакопеременная) группа степени n; 

F*(X) – обобщенная подгруппа Фиттинга группы X. 

M  – следующее множество групп: 

{ ( ), 1(mod 4), ; ,2

; (29); (2); , };2 5 11 23

nL q q q нечетное число q r

r простое число L L M M

M
 

кфM  – свободная группа, у которой нет композиционных факторов, изоморфных группам из 

произвольного множества групп M ; 

холлова подгруппа – подгруппа, порядок которой взаимно прост с ее индексом в группе; 

 – некоторое множество простых чисел; 

 – множество простых чисел, не лежащих в ; 

( )n  – множество всех различных  простых делителей числа n; 

( )G  – множество (| |)G , где G – конечная группа; 

– группа – группа X с ( )X ; 

Zn  – циклическая группа порядка n; 

En  – элементарная абелева p-группа порядка n; 

Dn  – диэдральная группа порядка n; 

( , )a b  – наибольший общий делитель чисел a и b. 

( ) ( ( ))R X R Xp  – наибольшая нормальная p-разрешимая (разрешимая) подгруппа группы X;  

pd-группа – группа, порядок которой делится на p. 
 

2. Основные и используемые результаты 

2.1. ТЕОРЕМА [5]. Пусть в группе ( )2
nL p N  – нормализатор силовской p-подгруппы, D – диэд-

ральная группа порядка 2(2 1)n  при 2p  и 1np  при 2p , Z – циклическая подгруппа индекса 2 в D, 

4
S  и 4S  несопряженные в ( )2

nL p  симметрические группы степени 4,  
4

A и 4A  (
5

A и 5A ) – несопря-

женные в ( )2
nL p  знакопеременные группы степени 4 (соответственно 5). Группа ( )2

nL p  допускает 

только следующие факторизации, с точностью до сопряженных подгрупп: 

А. (2 ) , 22
nL ND NZ n . 
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Б. Пусть 2p . ( )2
nL p ND  тогда и только тогда, когда 

1
( 1)

2

np  – нечетное число. 

В. При 61np  и {23, 27, 31, 43, 47, 51}np  и 2p  группа ( )2
nL p  не имеет никаких факториза-

ций, кроме указанной в Б. 

Г. Пусть 2p  и 59np . Тогда 

1) (7)2 4 4 7 4 7 4L ND NS NS G S G S ; 

2) (9)2 5 5 4 5 4 5 5 5 4 5 4 5L NA NA S A S A A A A A A A BB ; 

3) (11)2 4 5 5 11 5 11 5L ND NA NA NA G A G A ; 

4) (19)2 5 5L ND NA NA ; 

5) (29)2 5 5 5 5L NA NA KA KA , где K N  и | | 7 29K ; 

6) (59)2 5 5L ND NA NA . 

2.2. ТЕОРЕМА [6, теорема 1.4]. Пусть G – конечная простая группа, Н – ее собственная р-

квазисубнормальная pd-подгруппа, р  5. Тогда G N G Hp  и имеет место одна из возможностей: 

(1) G An ,       1H An ,    
an s p p,   1 s p ;  

(2) 53G U ,   7H A ,     р = 5; 

(3) G HS ,      22H M ,   р = 5. 

2.3. ТЕОРЕМА [7, теорема 1.1]. Пусть Х = Н В – простая неабелева группа с собственными под-

группами  Н и В, , 1H B  и H   нечетное число. Тогда Х – группа одного из типов: 

(1) Ar,   r  5 – простое число, 1B Ar , H Zr ; 

(2) М11,   3 2B X X ,   11 5H Z Z  или 11H Z ,  

10B M  : 210 6M A ; 

(3) М23,   22B M ,   23H Z   или 4 72
B E A ,   23 11H Z Z , или  

243 2
B L E ,   23 11H Z Z ; 

(4) 2L q ,  11,29,59q ,  5B A , а 11H Z ,  29 7Z Z ,  59 29Z Z  

соответственно; 

(5) L qn , n – нечетное простое число, (n, q – 1) = 1, 25X L , В – максимальная параболиче-

ская подгруппа, в которую вкладывается 1SL qn , а Н  максимальный циклический тор порядка 

1 / 1nq q ; 

(6) 6(2), , ( (2));5 31 5 3 32
X L H Z Z B E S L  или 4, (2);31 42

H Z B E L  

(7) 2L q , 3 1 mod4q , nq r , r – простое число; если r > 2, то 

1B Dq , H N Xr , 
1

1
2

n nH r r ; если r = 2, то 2B N X , 1H Zq . 

(В частности,  Н  или циклическая, или группа Фробениуса). 

2.4. ЛЕММА. Пусть  G – конечная группа,  A, B, N – ее собственные подгруппы,  .N G  Если G = A  B, 

то  

(1) если , 1A B , то N A N B N ;  если A Y , то Y A Y B ; 

(2) если X = AN = BN = (A  B) N, то N = (N  A) (N  B). 

Доказательство  

(1) Эти утверждения хорошо известны [1, леммы 1.2.12 и 1.2.13]. 

(2) Пусть |A| = a,  |B| = b,  |A  B| = m,  |G/N| = d. 
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Тогда G/N = AN/N = BN/N = (A  B)N/N  A/A  N  B/B  N  A  B/A  B  N.  

Рассмотрим порядок множества (N  A) (N  B). 
 

(N  A)  (N  B)  =
N A N B

A N N B

N A N B

A N B

N A N B

A B N
. 

Но d = |A/A  N| = |B/B  N| = |A  B/A  B  N| =
a

A N
 

b m

B N A B N
. Поэтому 

N A N B

A B N
=

/ /
.

/

a d b d ab

m d m d
  

Это означает, что |(N  A)(N  B)| d = |G| = .
ab

m
 То есть (N  A)(N  B)  N и индексы в G под-

множеств (N  A)(N  B) и N равны d. Поэтому (N  A)(N  B) = N и (2) доказано. Лемма доказана. 

П у с т ь  { (3)}3LM M .  

2.5. ЛЕММА. Пусть Х = А В, где А и В – собственные подгруппы группы Х , 1A B . Пусть А есть 

р-разрешимая pd-группа, В – разрешимая группа. Тогда либо Х не кфM -свободна, либо р-разрешима. 

Доказательство. Предположим, что Х – простая неабелева группа. Предположим сначала, что A  – 

нечетное число. Тогда по теореме 2.3 для Х, А и В может встретиться только одна из следующих возможно-

стей: 

(1) 5X A ,   5A Z ,   4B A ; 

(2) 11X M ,   11 5A Z Z ,   3 2B X X ; 

(3) 2 73 2X L L ,   7A Z ,   4B S ; 

(4) 33X L ,   13A Z ,   23
B E K ,  4/ 2K Z S ; 

(5) 2X L q ,    aq r ,   3 1 mod4q , 

A N Xr ,  1B Dq  при r > 2 или 

1A Zq ,   2B N X при r = 2. 

Но во всех этих случаях Х не  кфM -свободна. 

Поэтому пусть B   нечетное число. Тогда для Х, А, В  по теореме 2 могут встретиться лишь сле-

дующие возможности: 

(6) 5X A ,   5B Z ,  4A A ; 

(7) 11X M ,   11 5B Z Z ,   3 2A X X ; 

(8) 23X L ,   7B Z ,   4A S ; 

(9) 33X L ,   13B Z ,   23
A E K ,  4/ 2K Z S ; 

(10) 2X L q ,   aq r ,  3 1 mod4q . 

B N Xr ,  1A Dq  при  r > 2  или 1B Zq , 2A N X  при r = 2. 

Опять, Х не кфM -свободна. Итак, Х  не простая неабелева группа. 

Пусть 1 N X  и N < X. По лемме 2.4 (1) N N A N B и по индукции N – р-разрешимая 

группа, если / | |p N A . Поэтому пусть / | |p N A . Тогда N – тривиально р-разрешимая группа. 

Пусть N – наибольшая нормальная в Х подгруппа. Тогда /X X N   простая группа. 

Если в X 1A или 1B , то из условия следует, что X есть р-разрешимая группа и всѐ доказа-

но. Если же X A B , где /A AN N , /B BN N , то по индукции X – р-разрешимая группа. Лемма до-

казана. 

2.6. ЛЕММА. Пусть X – конечная простая группа, как в условии теоремы 2.3. Предположим, что 

выполняется одно из дополнительных условий:  
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(1) ( )X B N Xp p  или ( )X H N Xp p  для 2p ; 

(2) ( )X B N Xp p  или ( )X H N Xp p  для 2p ; 

(3) ( )B C x  или ( )H C x  для 1 x X ; 

(4) B есть p-разрешимая pd-подгруппа с 2p ;  

(5) B есть p-замкнутая pd-подгруппа с 2p . 

Тогда для группы X имеются только следующие возможности соответственно: 

(1°) , , (2), ( ), 3 1(mod4)11 23 5 2M M L L q q , q – нечетное; (29)2L ; 

(2°) , , (29), (2), ( ), 3 1(mod4)11 23 2 5 2M M L L L q q  с | ( 1) | 1q  при нечетном q и с | ( 1) | 1q  

при четном , ( ),q L qn  n – нечетное простое число, ( , 1) 1,n q  | ( ) | 1m  для ( 1) /( 1);nm q q  

(3°) , ( ),2 1X B L q B Dq , а для пары групп ( , )X H  имеет место одна из возможностей: 

( , )A Xr r ; ( , )11 11M Z , ( , )23 23M Z ; ( (11), )2 11L Z ; ( (2), )5 31L Z ; ( (2 ), ); ( ( ), )2 2 1 ( 1) /( 1)n n
nL Z L q Zn q q

 c 

нечетным простым числом n и ( , 1) 1n q ; 

(4°) , 3; (3), 3; ( ), 3 (mod4)11 3 2M p L p L q q  c /( 1)p q  при нечетном q и /( 1)p q  при 

четном q ; 

(5°) , ( ), 1(mod4)11 2M L q q , q – нечетное число. 

Доказательство. Простая проверка групп из заключения теоремы 2.3 показывает, что при условии 

(1) { ,11 3 2X M B X X  или ; ( ), 3 1(mod4),11 5 2H Z Z L q q нечетное число;q  

, ;23 23 11M H Z Z  (29), ; (59), ;2 29 7 2 59 29L H Z Z L H Z Z (2), }.5 31 5L H Z Z  

У групп из заключения (6) теоремы 2.3 при четном  q ( )N H H и условие (1) не выполняется. 

Пусть имеет место условие (2). Тогда проверка строения групп из заключения теоремы 2.3 пока-

зывает, что { ; ; (29);11 23 2X M M L (59); (2); ( ), 3 1(mod4)2 5 2L L L q q при q – нечетном | ( 1) | 1q , 

при q – четном | ( 1) | 1q ; ( )L qn , n – нечетное простое число ( , 1) 1,n q H – максимальный цикличе-

ский тор порядка ( 1) /( 1)nm q q c | ( ) | 1}m . 

Пусть имеет место условие (3). Пусть ( )x Z B или ( )x Z H . Тогда проверка строения групп из 

заключения теоремы 2.3 показывает, что для пары групп ,X B , ( , )X H  могут встретиться только воз-

можности, указанные в заключении 0(3 ) . Пусть x L . Тогда можно считать, что 1H L , иначе 

случай уже рассмотрен. Аналогично, 1B L . Пусть для определенности ( )B C x . Тогда 

( )B L H L , X BLH HL L L H и X  – не простая группа. Аналогично исключается 

случай с ( )H C x .  

Пусть теперь имеет место условие (4). Тогда из теоремы 2.3 следует, что для X имеют место толь-

ко следующие возможности: , , (3)5 11 3A M L  c 3p  во всех этих группах; ( ), 3 1(mod4)2L q q  c 

/( 1)p q , если q – нечетное, и /( 1)p q , если q – четное. 

Пусть имеет место условие (5). Проверка групп из заключения теоремы 2.3 показывает, что имеет 

место (5°).  Лемма доказана. 
 

3. Предварительные результаты 

3.1. ЛЕММА. Пусть X – конечная простая группа, ( )X Chev p . Пусть X  имеет лиевский ранг 1 

и ( )X N X Lp , где L – собственная подгруппа в X. Если ( )N X L Xp p , то ( )2
nX L p  и при 2p  

29np  или 1(mod4)np . Если 1 ( )N X L Xp p , то 2, (2 )2
np X L . 
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Доказательство. Из следствия 2.16, определения 3.20 и теоремы 3.19 в [2] следует, что  

2 1 2 2 1( ), ( ), (2 ), (3 )2 3 2
k kX L q U q Sz G . Группы ( )Sz q  и 2 ( )2G q  не имеют указанных в условии 

леммы факторизаций [3, теорема В, табл. 5, с. 8]. Среди групп ( )3U q  указанные в условии факторизации 

имеют лишь группы (3), (5)3 3U U  [3, следствие 2, с. 6]. При этом (3) ( ) , (7),3 3 2U X N X L L L   

(5) ( ) ,3 5 7U X N X L L A  [3, табл. 3, с. 13]. 

Но если (3),3X U  то 5 3 3| | 2 3 7, | ( ) | 3 8.3X N XX  Если бы в X имелась подгруппа L с 

( )3 3N X L X , то | | 2 7 3 , {1, 2, 3}, 1b aL a b . Но в X подгрупп такого порядка нет [4]. Если 

(5),3X U  то 4 2 3| | 2 3 5 7,X  3( ) | 5 85N XX  и в X нет подгруппы L порядка 
22 3 7 5b a

, 

{1, 2, 3}, 1a b  [4]. Поэтому группы (3) (5)3 3U и U  не удовлетворяют условию леммы. 

У групп ( ) 2 ( )2 1n
nX L p с p X N X Dp p

 тогда и только тогда, когда ( 1) / 2np  есть не-

четное число и при 61np  или 23 27 31 43 47 51np , , , , ,  других факторизаций нет (теорема 2.1). По-

этому при таких значениях np  ( ) 1N X L Xp p . При 59np  у групп ( )2
nL p  с 2p  есть другие 

факторизации вида ( )X N X Lp  с 
1nL D

p
. Но в этих случаях, если 1 ( ) ,N X L Dp  то D X p  

(теорема 2.1).  

У групп (2 )2
nX L  есть только две факторизации ( ) ( )2 22(2 1) 2 1n nX N X D N X Z  (теорема 

2.1). Но только для первой факторизации с 1 ( )2 22(2 1)nL D N X L X . Этим лемма полностью до-

казана.  

3.2. ЛЕММА. Пусть X  – конечная простая группа, ( )X Chev p  и X  имеет лиевский ранг 1. То-

гда ( )X N X Lr  для простого делителя r (2 )r p  числа | |X  и собственной подгруппы L из X с 

1 ( )N X L Xr r . 

Доказательство. Лемма доказывается, как и лемма 3.1, на основании результатов работ [3, 5], из ко-

торых следует, что группы 2( ), ( ),2Sz q G q  ( ), ( )3 2U q L q  таких факторизаций не имеют. Лемма доказана. 

3.3. ЛЕММА. Пусть X  – конечная простая группа из множества M . Тогда ( )X N X Lp  для 

любого простого делителя 2p  числа | |X  и собственной подгруппы L с 1 ( )N X L Xp p . 

Доказательство. Для групп ( )2L q  утверждение верно по леммам 3.2 и 3.1. 

Если (2)5X L , то X A B , где 6 ( (2))3 32
A E S L  или 4 (2)42

A E L , а 31 5B Z Z  или 31Z  

соответственно. В любом случае в качестве B можно взять ( 31) 31 5N X Z Z . 31 / | |A . Поэтому для 

31p  условие 1 ( )31 31N X L X  не выполняется. Других максимальных подгрупп индекса, деляще-

го 31·5, X не имеет [4]. Поэтому, если ( )N N X p  для {3, 5, 7}p , то | | / | |N A . Тогда должно быть 

, 31 5X N B B B Z Z . Но таких факторизаций X не имеет [3, табл. 1 и 3]. 

Если 11X M , то 4 2| | 2 3 5 11. | ( ) | 11 5.11X N XX  

( ) ( ) ( ) , .11 3 11 10X N X N X N X L L M  Во втором случае ( )11N X L  5 11X X . Кроме 

того, ( ) ,11 9 2X N X L L M Z . Но тогда ( ) 111N X L .  ( )5 5 4N X Z ZX . 

В X нет подгрупп L порядка 22 3 11, 2b b  [4]. Поэтому для 5,11p  условие ( )N X L Xp p  не 

выполняется. 

4 2| ( ) | 2 33N XX . В X есть подгруппа 112L L  индекса 12, но 1 ( )3 3N X L X . Поэтому 

условие леммы для 3X  также не выполняется.  
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Если 23X M , то 7 2| | 2 3 5 7 11 23X . | ( ) | {23 11;11 5; 7 6; 5 12}N XX p  для 

23, 11, 7, 5p  соответственно [8]. Если бы существовали подгруппы L с ( )X N X Lp  и 

1 ( )N X L Xp p , то L имела бы индекс, делящий 11, 5, 6, 12 соответственно.  

Но в X таких подгрупп нет [4]. Поэтому для этих простыx чисел условие леммы не выполняется. 

Если 3p , то 2| ( ) | 3 163N XX  [8]. В X нет подгруппы L, индекс которой делит 16·3 [4]. Поэто-

му для 3p  условие леммы 1 ( )3 3N X L X  не выполняется. Лемма полностью доказана. 

3.4. ЛЕММА [6, предложение 1.3]. Если ( )X H N X p , то H есть p-квазисубнормальная под-

группа в X. 

3.5. ТЕОРЕМА ([9], corollary 4.4). Тогда и только тогда M есть холлова -подгруппа в группе An , 

когда 0M M Sn  для некоторой холловой -подгруппы 0M  группы Sn . 

3.6. ТЕОРЕМА [10, 11]. Пусть r и s – простые числа, r s n , где n – натуральное число. Тогда 

Sn  имеет холлову -подгруппу, | | 1  если 2, 3, { , }, 3, 4, 5, 7, 8r s r s n или n – простое число 

и 1Sn  – ее холлова подгруппа. 

3.7. ТЕОРЕМА [23]. Пусть ( )G Chev q , aq r . Если G K Gr , где K  – подгруппа в G , то 

существует максимальная параболическая подгруппа P G  такая, что K P . 

3.8. ТЕОРЕМА [24, лемма 3]. Пусть G  – простая группа Шевалле и 2(2), (2), (2), (2)5 3 4 3G A C D A . 

Тогда существует простой делитель порядка группы G , который не делит порядка ни одной параболи-

ческой подгруппы группы G . 
 

4. Основной результат 

4.1. ТЕОРЕМА. Пусть X – конечная группа с собственными подгруппами H и B, 

, ( ), (| |, | |) | | 13 3 3X H B X B N X H B H . Тогда X не может быть простой неабелевой группой, 

если 3X B . Если 3X B  и X   простая группа, то 34X PSp  или , 3 3, 1
aA n H An n . 

Доказательство. Предположим противное, то есть, что X – простая неабелева группа. Из условия 

следует, что B –  холлова подгруппа в X. 

Если | ( ) | 1B , то | : |X H  есть степень числа 3. Из теоремы 5.8 в [7] тогда следует, что 

{ (8), (3), }2 4 3kX L PSp A , или ( )X L qn , n – нечетное простое число, ( , 1) 1n q , H – холлова под-

группа в X. Поэтому в последнем случае 1H B  и X  не удовлетворяет условию теоремы. В случае 

82 3X L B N X  – не холлова подгруппа в X, а если 3B X , то 1B H . Поэтому впредь можно 

считать, что | ( ) | 1.B  

Если |H| – нечетное число, то H – разрешимая подгруппа в X и H имеет холлову 3'-подгруппу 

, 3K H H K . Тогда ,X BH BK  (| |, | |) 1B K  и из леммы 2.6 (5) следует, что 

{ ; ( ), 1(mod4),11 2X M L q q  q нечетное} . Но в этих группах H с условием (| |, | |) 13H B H  не су-

ществует по лемме 3.3. Поэтому впредь можно считать, что | | .3B нечетное число, B X L  

Предположим сначала, что (3)X Chev . Из леммы 3.1 следует, что X имеет лиев ранг, больший 1. 

Тогда по теореме Сейтца из [12] 
4

(3),X PSp  ( )3X N X H , но 4| | | ( ) | 3 23B N XX  [4], что проти-

воречит нечетности |B|. ( )3B N X  дает | ( ) | 1B  и этот случай уже рассмотрен. 

Поэтому пусть ( ), 3X Chev r r . 

Если ( )r B , то по теореме 3.2 в [15] B лежит в подгруппе Бореля 1A  группы X. Если X Br , 

то в B есть подгруппа ( ( ))3 3X X X N X иr r  ( )3X B N Xr . Но это невозможно по теореме 1.42 в 

[2]. Поэтому пусть / | |r B . 2 / | |B . По теореме 1 из [13] B содержит нормальную абелеву холлову 3'-

подгруппу A и 3B X A . Но тогда по теореме Виландта (теорема 3.5.8 в [1]) X является D -группой 

для ( ).B  Поэтому из заключений (1) и (3) теоремы 4 в [13] следует, что B – абелева группа. Из абе-
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левости  B и X B H  с 3B H H  следует 
3 3 3
X BH HH H H  и имеем противоречие с про-

стотой группы X. Поэтому пусть имеет место заключение (2) теоремы 4 в [13]. Тогда B – неабелева груп-

па и ( ) ( ( ))B qi , где , 1(mod3)n iq r q  и i – наименьшее число с этим свойством, где ( )ti  – i-й 

многочлен деления круга. По известной теореме Эйлера i = 1 или 2. Тогда ( ) 1,1 q q  ( ) 12 q q .  

Так как выше показано, что / | |r B , то r  делит | |H . По теореме 3.7 H  лежит в максимальной 

параболической подгруппе H  из X . Так как ( ) ( 1)B q  или ( ) ( 1)B q , то 

2(2), (2), (2), (2)5 4 3 3X A D C A . Тогда по теореме 3.8 в ( )X  есть простой делитель t , который не де-

лит порядка ни одной собственной параболической подгруппы из X . Поэтому ( )t B . Из 3 ( )H  

следует, что ( )t A . Пусть 1 y At , 1ty , ( ) 3C C y B X AX . По теореме 4.2.2 в [22] в C есть 

нормальные подгруппы 0T L  и L  такие, что 0T  – абелева r -подгруппа, а ...1L L Ls , 0s , где 

( )L Chev ri  для каждого 1,i s . Если 0s , то ( ) ( )y C R N R  для некоторой r -подгруппы R  из X . 

Но тогда по теореме Бореля – Титса 3.1.3 (а) в [22] y  лежит в собственной параболической подгруппе из 

X , что противоречит выбору t . Поэтому 0s . По теореме 4.2.2 (d) из [22] / 0C T  изоморфна элемен-

тарной абелевой t-группе мультипликатора Шура группы X . Но A Bt t  есть St -подгруппа в X . По-

этому / 10C T . По этой причине 0C T B  и 1B , что исключено выше. Итак, ( )X Chev r . 

Пусть теперь X Spor . По теореме 6.14 в [15] X обладает холловой подгруппой нечетного поряд-

ка с | ( ) | 1B  и 3X B  лишь в случаях, когда | | 3B s , s – простое число, или X O N  и 4| | 3 5B . 

Но это невозможно, так как в группе O N  нет подгруппы H индекса 3 5, 3a a  [4], а если | | 3B s , то 

в X  нет подгруппы H индекса s, кроме 23, 23s X M  [7, теорема 5.8], но у нее 2| | 3 33X . Если же 

( )3B N X , то | | 3B  или 34. В первом случае это невозможно по условию X B H  и 13B H H . 

Второй случай также отпадает, так как в группе O N  нет подгрупп индекса 3 , 1a a  [4, 8]. 

Итак, X Spor . 

Предположим, что { / 5}x A nn . Из теорем 3.5 и 3.6 следует противоречие с нечетностью |B|.  

Поэтому { / 5}X A nn . Если же ( )3B N X , то из теоремы 3.6 и нечетности |B| следует, что 

3B X . Но тогда из теоремы 5.8 в [7] следует, что 3 ,an  1H An . Теорема доказана. 

4.2. ТЕОРЕМА. Пусть , ( ), (| |, | |) | | 1,X H B B N X H B Hp p 5p  Тогда:  

1) если ( )X B N Xp p , то X  не простая группа; 

2) если X Bp  и Х – простая группа, то , , 1
aX A n p p H An n . 

Доказательство. Предположим, что X – простая неабелева группа. Из условия теоремы и леммы 3.4 

следует, что подгруппа H  p-квазисубнормальна в X. Из теоремы 2.2 тогда следует, что для X и H может 

встретиться только одна из трех возможностей: 

(1) , , , 1 ;1
aX A H A n s p p s pn n  

(2) (5), , 5;3 7X U H A p  

(3) , , 5.22X HS H M p  

Из условия теоремы следует, что B – холлова подгруппа в X. Поэтому B – группа нечетного по-

рядка, так как 2/ | |H . Тогда | |2X  делит | |H . Из теорем 3.6 и 3.5 следует, что в случае (1) можно счи-

тать, что ( ) .B N X Xp p  Но это невозможно, так как 2 / | ( ) |N X p  в An . Если же ( )B N X p , то из тео-

рем 3.6 и 3.5, теоремы 5.8 в [7] и нечетности | |B  следует, что , , 1
aB X n p p H Ap n .  

В случаях (2) и (3) с (5)3X U или HS, 7H A , или 22M  соответственно и H не содержит 2S -

подгруппу из X [4]. Теорема доказана. 
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4.3. ТЕОРЕМА. Пусть X A B , где A и B – собственные подгруппы группы X, (| |,| |) 1A B  и 

( ), 2B N X pp . Если X есть кф(M ) – свободная группа, то X есть p-разрешимая группа. 

Доказательство. Если X – простая неабелева группа, то из теоремы 2.3 следует (или из леммы 2.6 

(1)), что X M  и имеем противоречие с условием. Поэтому пусть 1 N X . По лемме 2.4(1)  
 

( )( ) .N N A N B для N X                                                    (4.1) 

Предположим, что ( ) 1, /R X R X X Rp . Если X P Rp , то все доказано. Поэтому пусть 

1, / , /P A AR R B BR R . Пусть ( )N P KX . По лемме 1.7.7 в [1] | ( ) | | ( ) / |N P N P N NX  

= | ( ) / ( ) |N P N P N . Поэтому ( )X N P AX . Группа X  удовлетворяет условию теоремы. 

Применение индукции дает нам разрешимость группы X . Поэтому впредь можно считать, что  
 

( ) 1R Xp .                                                                         (4.2) 

 

Точно так же показывается, что если N X ,  

то группа /X X N  удовлетворяет условию теоремы, если / | | .p X             (4.3) 

Пусть N – наибольшая нормальная подгруппа в X и N X . Тогда /X X N  – простая группа. 

Если / | |p X , то P N  и из (4.1) следует, что N удовлетворяет условию теоремы ( ( ))N A N PN . 

Применение индукции дает p-разрешимость N и X (так как X в этом случае тривиально p-разрешима). 

Поэтому впредь можно считать, что / | |p X  и ввиду (4.3) к X применима индукция. Тогда из p-

разрешимости X и простоты X следует, что  
 

| |X p .                                                                        (4.4) 
 

Предположим, что N не p-разрешимая группа. Пусть M – минимальная нормальная подгруппа из X, 

лежащая в N. Ввиду (4.2) / | |p M . Тогда 1M L Ln , где Li – изоморфные простые неабелевы груп-

пы, 1,i n . По (4.1) ( )( )N M A M B . Тогда ( ( ))( ( ))1 1 1L L M A L M B  A B . Так как 

(| |, | |) 1A B , то L1 удовлетворяет условию теоремы 2.3. Если 
1

( )B N BL p , то L1 удовлетворяет ус-

ловию нашей теоремы и по индукции есть p-разрешимая группа, что невозможно для L1. Поэтому 

1
( ) 1B N B и LL p M . Так как L1 есть кфM  – свободная группа по условию, то из теоремы 2.3 сле-

дует, что { (2 ); ( ),1 2
nL L L qn  n – нечетное простое число, ( , 1) 1; , }n q A p простое числоp . В этих 

группах 
1

( )1 1L B N P LL  и условие теоремы не выполняется. Из леммы 2.6 (5) следует, что L B  – 

холлова р-замкнутая группа нечетного порядка. 

Пусть , .1 1P L S L L  

( ) ,
( 1) /( 1)

(2 ) ( ) ( ) ,2 2

( ) .

nN S L B ZL q q

nгде L L L q или L L q c указанными n и qn

или L A и N S L B Zp L p

                 (4.5) 

Рассмотрим подгруппу Y PM . Тогда ( )N P Y BY  и выполняются условия теоремы в Y.  

Y есть кфM  – свободная группа, так как M есть кфM  – свободная группа. Если ,Y X  то применение 

индукции к Y дает p-разрешимость Y, что невозможно для M. Поэтому  
 

Y PM X .                                                                     (4.6) 
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Пусть / /X X M PM M P . Пусть 1P  – максимальная подгруппа в P , а 1Y  – ее прообраз в X. 

Пусть 1P  есть Sp -подгруппа в 1Y . Если 
1

( )1 1N P B YY , то применение индукции к 1Y  дало бы p-

разрешимость 1Y , что невозможно для 1M Y . Поэтому 
1

( )1 1 1T N P B YY .  

Пусть 1 1T P D , где D  – холлова p -подгруппа в 1T . Как отмечено в (4.5), D B Mp .  

Пусть , ( ) , ( )0 0 0P M P N P E P N PX M . Но ( )0 0 0 0E N P P DM . Поэтому 

( ) .0 0 0N P PD E EX . По теореме Шура – Цассенхауза все p-дополнения в Е0 сопряжены. По рассуж-

дению Чунихина – Фраттини, ( )0 0E E N DE . Это значит, что в 0P P  есть наименьшая по включению 

p-подгруппа ( )0P N DE  с 0P P P .  

Пусть ( ),1 0 1 1 1P P P P P P P . По условию теоремы 0F B D  нормализует P, а по строе-

нию T1 (и ввиду (4.5)) ( )1D N P . По теореме Чунихина 1.8.2 в [18] можно считать, что 0D D . Среди 

подгрупп, порождающих вместе P0 всю группу PF, выберем наименьшую по включению K. Тогда 

( )0K P K . / /0 0 0PF P KP  есть p-разложимая группа, так как / /0 0 0P P P P P  нормализует 

/ /0 0 0 0D P P FP P . Но тогда и K есть p-разложимая группа (доказывается, как и теорема 3.3.5 в [1]).  

Мы можем считать, не нарушая общности, что P* есть Sp – подгруппа в K. Точно так доказывается, что 

1P  централизует D.  

Итак 

[ , ] 1 [ , ] 11P D и P F .                                                          (4.7) 
 

Группа / 1P P  индуцирует на M автоморфизм α порядка p. Рассмотрим полупрямое произведение 

,H M  в котором ввиду (4.7) и (4.5) 
 

( ) , ( )C F N H H FM H p p .                                                      (4.8) 

 

Тогда можно считать, что 1M L Lp  или 1M L L . 

По лемме 3.27 (vii) в [16], если n = p, то ( ) 1C L LM . Но тогда F L . Противоречие. Это показыва-

ет, что 1M L L . Тогда 0L P Sp  в обозначениях из (4.5). Так как 1 2,p и p то L Ar . α 

есть полевой автоморфизм L ([4], таблица 5). Тогда по теореме (9–1)–(с) в [17] 
 

/ /( ) (2 ) или ( ) ( ), если2

(2 ) ( ) как в (4.5).2

m p m pC L C L rL L n

m mL L и L L rn

                                (4.9) 

 

Тогда F должна быть холловой подгруппой в L и в ( )CL . Из строения групп, указанных в (4.5), видно, 

что S – циклическая группа. Тогда ( ) ( )C Z Z HS p . Из цикличности S также следует, что 

( ) 0Z N S EL . Из ( )0L S D A  следует, что 1,0 0 0 0SD A A D F A . Пусть S Hp . 

( ) ( ). ( )1 0 0E N Z H D H FA C C Z H FX p p X p , так как L B  – холлова циклическая группа в L 

по (4.5). 1C E . Если 1C E , то по лемме Фраттини ( )1E C N Hp . Тогда N(Hp) содержит элемент 

1 .y C  Но тогда ( ) ,N H H F y H Fp p p . Это противоречит (4.8). Поэтому пусть 1C E , то 

есть ( ) ( )N Z C ZX X . Но Z есть Sp-подгруппа в ( )CL . Поэтому Z лежит в центре своего нормализатора в L 

и по теореме Бернсайда ( )CL  имеет нормальное p-дополнение [1, теорема 4.2.6]. Это противоречит (4.9). 

Этим теорема доказана. 

4.4. ЗАМЕЧАНИЕ. Если в условии теоремы 4.3 ( )B N X p  заменить на ( )B N X p , то во мно-

жество M  нужно добавить группы (2 ), ( )2
nL L qn , n – нечетное простое число ( , 1) 1n q , Ar , r – про-

стое число. Тогда доказательство упрощается, так как проще условие для использования индукции.  
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4.5. ТЕОРЕМА. Пусть X H B , где H  и B  – собственные подгруппы группы X , 

| |, | | | | 1aH B p Hp , 2p . Предположим, что выполняется следующее условие: ( )B N X p  и 

X есть кфM -свободная группа. Тогда X есть p -разрешимая группа. 

Доказательство. Из условия следует, что B  – холлова подгруппа в Х, а Н – р-квазисубнормаль-

ная подгруппа в Х. 

Если выполняется условие теоремы, то непростота группы Х следует из теоремы 4.1 при р = 3, а 

при 5p  из теоремы 4.2 , так как условие ( )X B N Xp p  невозможно в группах из заключений (2) 

теорем 4.1 и 4.2. 

Поэтому пусть 1 N X , N X . Так как B  – холлова подгруппа, то N B  есть холлова под-

группа в N . Пусть s  – простой делитель числа | |H , s p .  Тогда X Hs s  по условию и N Xs  есть 

силовская s -подгруппа в N . Поэтому N H  содержит все силовские р'-подгруппы из H , если / | |s N . 

Поэтому для любой нормальной подгруппы N  из X  имеет место 
 

N N H N B .                                                           (4.10) 

Пусть N  – наибольшая нормальная подгруппа в X . Тогда 

/X X N  – простая группа.                                                      (4.11) 

Пусть /H HN N , /B BN N . Если / | |p X , то из леммы 1.7.7. в [1] следует, что X  удовлетворяет 

условию теоремы, что ( )B N X p . Применение индукции к X  при 1 H B  дает нам p -разрешимость 

X . Если же | |, | | 1H B , то p -разрешимость X  следует из теоремы 4.3. Если же / | |p X , то группа 

X  тривиально р-разрешима. Итак, из р-разрешимости X  и (4.11) следует, что 

| |X p  или | |X  – простая p -группа.                                               (4.12) 

Предположим, что ( ) 1R Xp . Пусть / ( )X X R Xp , как и для группы X , показывается, что 

( ) ( ) / ( )N X B BR X R XpX p p . Если ( )X R Xp p , то X  – р-разрешимая группа. Поэтому / | |p X  и 

из X B H  при 1B H  следует по индукции р-разрешимость X  и поэтому и группы X . Если же 

1B H , то X  – разрешима по теореме 4.3. Поэтому впредь можно считать, что 
 

( ) 1R Xp .                                                                     (4.13) 

 

Предположим, что N  не р-разрешимая группа. Тогда пусть М – минимальная нормальная под-

группа группы Х, лежащая в N . Ввиду (4.13) / | |p M . Пусть ...1 2M L L Ln , где Li  – изоморфные 

простые неабелевы группы, 1,i n . По (4.10) M M H M B . Поэтому и 

1 1 1L L M H L M B H B .  

Рассмотрим подгруппу ,Y PM  где P X Hp p . Очевидно, что ( ) ( )Y Y B Y H . 

, ( ) ( )P H N P Y H Hp Y p . Поэтому Y удовлетворяет условиям теоремы. Если Y X , то приме-

нение индукции к Y дает p-разрешимость Y, так как, очевидно, из кфM  – свободности M следует и 

кфM  – свободность Y. Но тогда и M есть p-разрешимая группа, что невозможно. Поэтому  
 

.Y X PM  
 

Пусть 1P  есть максимальная подгруппа в P, содержащая 0M P P . Если в группе 

(| |, | |) 11 1 1 1MP Y B Y H Y , то по теореме 4.3 кфM  – свободная группа 1Y  (как и Y) p-разрешима, 

что невозможно для 1M Y . Поэтому (| |, | |) 11
aB Y H Y p , и если 

1
( )1 1B Y N PY , то примене-
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ние индукции дает p-разрешимость 1Y , что невозможно. Поэтому 
1

( )1 1 1 1B Y N P T P DY , где D – 

холлова p'-подгруппа в 1T . 'B M F Dp . 

Далее дословно можно повторить рассуждения из доказательства теоремы 4.3 между (4.6) и (4.9) и 

показать, что в группе , 11
pH M M L L . 

Если (| |, | |) 1bL H L B p , то из теорем 4.1 и 4.2 следует, что 
4

{ (3); , 1}aL PS A ap p
. Но 

в этих случаях L имеет группу внешних автоморфизмов порядка 2 < p. Поэтому пусть 

(| |, | |) 1L H L B . Так как по условию L M , то из теоремы 2.3 следует, что 

{ (2 ); ; ( ),2
nL L A L qp n  n – нечетное простое число; ( , 1) 1}n q . Так как 2, 1pp , то группа Ap  

исключается сразу. Остальные группы этого списка исключаются дословным повторением рассуждений 

из доказательства теоремы 4.3 после (4.8). Теорема доказана. 

4.6. ЗАМЕЧАНИЕ. Лемма 2.5 и теорема 4.3 содержат полное доказательство леммы 2.8 в [19]. 

Теорема 4.5 расширяет до 2p  теорему 3.1 в [19], которая там не доказана. 

5. К р
а
-лемме Бернсайда 

5.1. ЛЕММА [1, теорема 5.7.2; 20]. Пусть Х – конечная группа с Sp-подгруппой P, 1 x  и 

( )X P C x , тогда ( )x R X . 

Ясно, что в лемме 5.1 | |, | ( ) | 1aP C x p .  

5.2. ЛЕММА. Пусть Х – конечная группа с Sp-подгруппой Р, 2p , 1 x  и X B C , где 

( )C C xX , ( )P B N PX , | |, | | 1aB C p . Тогда X  не может быть простой неабелевой группой, 

кроме ( )2X L q , 1C Dq , 1(mod4), .kq  q p  

Доказательство. Предположим, что Х – простая группа. По лемме 5.1 P B . Если 1ap , то 

непростота группы Х следует из теорем 4.1 и 4.2. Если же 1ap , то | |, | | 1B C  и из леммы 2.6 (3) 

следует, что С – нечетное число. Из леммы 2.6 (5) следует, что ; ( ),11 2X M L q  q  нечетное число . 

Но в 11M  10B M  и B  не лежит в нормализаторе Sp-подгруппы с 2p .  

Лемма доказана. 

5.3. ТЕОРЕМА. Пусть Х – конечная ( )2кф L q -свободная ( 1(mod4), )kc q q p группа с Sp-подгруппой 

Р, 2p . Пусть X A B , где ( )P A N P , ( )B C x  для 1 x X , | |, | | 1aA B p , A  и B  – под-

группы в X . Тогда ( )x R Xp . 

Доказательство. Ввиду леммы 5.1 можно считать, что P A . Если / | |p x ,  

то 1P x y , так как A  – холлова подгруппа в X A B . Тогда ( ) ( )X C x N Py y  

= ( ) ( ) ( )N P Py y O X R Xp p . 

Если ( )R X Pp , то X  есть р-разрешимая группа, и все доказано. Если ( )P R Xp  и ( ) 1x R Xp , то 

в группе / ( )X X R Xp  выполняется условие теоремы для ( ) / ( )x xR X R Xp p . (Если x  есть р-элемент, 

то выше показано, что ( )x y R Xp ). Применение индукции к X  дает нам ( )x R Xp . Так как прооб-

раз ( )R Xp  в X лежит в ( )R Xp , то все доказано. Поэтому пусть 

 

x  есть р'-элемент и ( ) 1R Xp .                                                      (5.1) 

 

По лемме 5.2 в Х имеется наибольшая нормальная подгруппа 1N  такая, что 
 

/X X N  – простая группа.                                                          (5.2) 
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Так как A  есть холлова подгруппа в Х, то N A  есть холлова подгруппа в N. Пусть Q – произ-

вольная Sr-подгруппa в B, r p . Тогда Q N  есть Sr-подгруппa в N. Поэтому N B  содержит силов-

ские р'-подгруппы из В и  
 

N N A N B  (для любой 1 N X ).                                           (5.3) 

Ввиду (5.1) / | |p N . Если x N , то к N  применима индукция и ( ) ( )x R N R X , что противоре-

чит (5.1). Поэтому x N , x X . Если / | |p X , то к X  применима индукция и X  есть р-разрешимая 

группа, что по (5.2) дает нам | |X p . Но это невозможно, так как x X  и x  не р-элемент по (5.1). По-

этому / | |p X . Итак,  

X  – простая р'-группа, P N .                                                       (5.4) 
 

Если 1x N y , то ( )N B C y  и по индукции ввиду (5.3) ( ) ( )y R N R Xp p , что 

противоречит (5.1). Поэтому 
 

1x N .                                                                       (5.5) 

Если 1x A y , то ( )X C x A Ay y y A . Но A  есть р-разрешимая группа. По-

этому 1xy  по (5.1). Итак,  

1x A , x B .                                                                 (5.6) 
 

Если N не р-разрешимая группа, то пусть M  – минимальная нормальная подгруппа из Х, лежащая в N. 

По (5.1) / | |p M , ...1M L Ln , где все Li  изоморфные простые неабелевы группы.  

Рассмотрим ( )2кф L q -свободную группу M x . Если M x X , то из / | |p M  следует по 

индукции, что ( )x R M xp . Но ( ) 1R M x Mp  по (5.1). Тогда ( )R M x xp . Из (5.5) 

следует, что M x M x  и ( )x C M XX . Ввиду (5.1) / | ( ) |p C MX . Ввиду (5.3) к ( )C M  

можно применить индукцию и получить, что ( ( )) ( )x R C M R Xp X p , что противоречило бы (5.1). 

Итак 
 

M x X .                                                                        (5.7) 
 

Индуктивные соображения позволяют считать, что | |x r  – простое число. По лемме 3.27 (vii) в [16] 

тогда при n r  ( ) 1C x LM . Это противоречит условию, что ( )C x B x M B MM  (по (5.6)) 

содержит некоторые ( 1)  силовские р'-подгруппы из Х. Поэтому 1n , 1M L L .  

По (5.3) ( )( ) , | : |L L A L B A B B B r x . Если (| |, | |) 1aA B p , то из теорем 4.1, 

4.2 и P A  следует, что L – не простая группа. Поэтому пусть (| |, | |) 1A B . Тогда L удовлетворяет 

условиям леммы 2.6 (2). Тогда { ; ; (29); (2); ( ); 3 1(mod4);11 23 2 5 2X M M L L L q q  ( ),L qn  

n нечетное  , ( , 1) 1}простое число n q . 

Если |A| – четное число, то по лемме 2.6. (5) { ; ( );11 2x M L q  1(mod4);q  q нечетное  

}.простое число Поэтому достаточно рассмотреть общий случай с четным |B*|. 

Ясно, что < x > индуцирует на L внешний автоморфизм порядка r. Поэтому группы M11 и M23, у 

которых 1Out L , исключаются из рассмотрения. 

В группах ( )L qn  с нечетным простым n и ( , 1) 1n q , кроме (2), (2 )5 2
nL и L , подгруппа A цик-

лическая. Поэтому ( )X A B c x Z B  влечет ( )x R Xp  по теореме Л.С. Казарина из [21]. 

Поэтому остались группы { (29); (2); ( ),2 5 2L L L L q  q – нечетное число, 1(mod4)}q . В этих 

случаях | | 2Out L  [4, табл. 5]. Поэтому 
2 1x . У групп ( )2L q  с нечетным q  x есть диагональный ав-
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томорфизм. По теореме 4.2.2 (пункты (a) – (d)) в [22] ( )C xL  есть абелева q'-группа. Но по условию 

( ) 1C x B Dq  есть неабелева группа по теореме 2.3 (7). Поэтому группы ( )2L q  исключаются из рас-

смотрения. Если же (2)5L L , то x – графовый автоморфизм для L. По предложению 4.9.2 (2) в [22] 

'( ) (2) (2) (2)2 2 5 6C x C B O SL . Но по условию 6( ) ( (2))3 3 62
C x B E S L SL  (случай c 

4 (2)42
B E L  исключается ввиду ( )31Z P A N P  и леммы 5.1). Теорема доказана. 
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