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Введение

Какизвестно,средиинтегральныхквадратурныхформулнаибольшийпорядок
аппроксимацииимеютквадратурныеформулыГаусса.Дляихполучениянужнопостроить

ортогональныйнаотрезке многочленстепени (все корнеймногочлена

расположенынаотрезке )сзаданнойвесовойфункцией [2].

СогласнотеоремеАбеля–Руффинипроизвольныемногочленыстепенибольшейчетвёртой
имеюткорни,длякоторыхневозможноуказатьзамкнутуюформулудлярешений,т.е.
формулу,содержащуютолькоарифметическиеоперацииикорнипроизвольнойстепени.
Можнопроверить,чтоточностьвычислениярациональнойдробиикорняпроизвольной
степенидлялюбогокомпилятораимеетодинаковуюдвойнуюотносительнуюточность(16
значащихцифр).СогласнотеоремеГауссаортогональныймногочленстепени имеет

квадратурнуюформулуГауссаточнуюдлявсехмногочленовстепениневыше
(порядокалгебраическойточности)[2].

ИнтегральнаяформулаГаусса,всеузлыивесовыекоэффициенты котороймогутбыть

записанычерезрадикалы,точнадлявсехмногочленовстепениневыше .
ТогдаквадратурыГауссазаписанныеврадикалахмогутиметьмаксимальныйпорядок
погрешностиравный9.Корниортогональныхмногочленов,равныеузламквадратурной
формулыГаусса(счисломбольшечетырёх)необходимоискать,например,спомощью
формулыкасательныхНьютона,чтопотребуетнеменее250итерациииболее1000флопов.
Вданнойработепостроеныквадратурныеформулысравномернымшагом,узлыивесовые
коэффициенты которыхвыражаютсяарифметическимиоперациями(+,-,*,/),т.е.ониимеют
двойнуюточность.Приэтомихпорядокпогрешностиравен8(дажедлясоставных
квадратурныхформул),чтосравнимоспорядкомпогрешностидляквадратурныхформул
Гауссас4узлами.Еслимыуменьшимшагсеткив2раза,томодульразноститочногои

приближённогозначенийинтегралауменьшитсяв раз(ввеличинупогрешности

заведомодобавляетсядвануляпослезапятой).Поскольку ,то
относительнаяпогрешностьдолжнадостигнутьдвойнойточностидлячиселсплавающей

запятой приуменьшениишагасеткив .Можноразделитьотрезокна126

частейсучётомформулы .

Математическиеприложенияопределённыхинтеграловподробноописаныв[1].
Рассмотримпоследовательноодномернуюформулудляотрезка,двухмернуюдля

прямоугольника,трёхмернуюдляпараллелепипеда.
1.Составнаяформуладляотрезка,порядокаппроксимации.

Рассмотримканоническийотрезок[-1,1],накоторомвсилусимметрииузлы
квадратурнойформулырасположенысимметричноотносительнонуля,авесовые
коэффициенты,соответствующиесимметричнымузламимеютравныеположительные



значения,каквформулеСимпсона.Разделимотрезок[-1,1]на6равныхчастей,т.е.
используем7равноотстоящихузлов.

Получимформулу(поузлам ,

):
-1 -2/3-1/3 0 1/3 2/3 1

(1)

Подставляявформулу(1)вкачествефункции степенныемономы,начинаяснулевой

степени,используятолькочётныестепенимономов,получимсистемууравнений:

Нужнорешитьсистемулинейныхуравненийс4неизвестными.

(2)

Изформул(1)и(2)получимформулу(3):

(3)

Вчастности,если -имеемдлину

каноническогоотрезка[-1,1].
Шаблонвесовыхкоэффициентовдлясоставнойформулы порешениюсистемы

уравнений(2)(коэффициентынавнутреннихграницахудваиваются):

( )

Дляинтеграланаотрезке составнаяформула(набазе(3))сравномернымшагом

сетки :

(4)



Гдевквадратурнойформуле(4)значениеоднократногоинтеграла пропорционально

шагуравномернойсетки ,коэффициент3выбрансогласнопринципу

соответствия(приделенииотрезка[-1,1]на6равныхчастей

)

Удобноразбить ( )вформуле(4)на5отдельныхслагаемых

(5)

1)если : ; (5.1)

2)если : (5.2)

;

3)если : (5.3)

;

4)если : (5.4)

;

5)если : (5.4)

;

Алгоритмическоеразбиениеквадратуры в(4)на4слагаемых(формулы(5))обусловлено

экономиеймашинноговременииуменьшениемсуммарнойошибки.Действительно,в(5)мы

складываемвсеузловыезначенияфункциисодинаковымвесом итолькоодинраз

умножаемполученнуюсуммунаэтотвес .

Рассмотримпример:

Программасоответствуетпостроенномуалгоритмуиформулам(4),(5.1-5.4),написанана
языкеC++иприведенаниже:
//////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
#include<stdio.h>
#include<math.h>

doublef(doublex);
intconstn=60,k=n/6;
main()
{
ints,j;

doublea,b,c,d,h1,h2,bb[n+1],x,y,x1;
doublesum,sum1,sum2,sum3,bac1,bac,delta,epsilon;
printf("n=%dk=%d\n",n,k);



a=0.0;
b=2.0;
h1=(b-a)/double(n);
bac1=0.0;
sum=0.0;
sum1=0.0;
sum2=0.0;

sum3=0.0;
for(s=0;s<=k-1;s++)
{
x=a+h1*(1.0+6.0*double(s));
x1=a+h1*(5.0+6.0*double(s));
sum=sum+f(x)+f(x1);
}
sum=sum*(18.0/35.0);

for(s=0;s<=k-1;s++)
{
x=a+h1*(2.0+6.0*double(s));
x1=a+h1*(4.0+6.0*double(s));
sum1=sum1+f(x)+f(x1);
}
sum1=sum1*(9.0/140.0) ;
for(s=0;s<=k-1;s++)
{

x=a+h1*(3.0+6.0*double(s));
sum2=sum2+f(x);
}
sum2=sum2*(68.0/105.0);

for(s=1;s<=k-1;s++)
{
x=a+6.0*h1*double(s);

sum3=sum3+f(x) ;
}
sum3=sum3*(41.0/210.0);

bac1=sum +sum1+sum2+sum3+(f(a)+f(b))*(41.0/420.0);
bac1=bac1*3.0*h1;

delta=102.4-bac1;
epsilon=delta/bac1;
printf("int1=%.14lf,exact=%.14lfdelta=%.14lfeps=%.16lf\n",bac1,102.4,delta,epsilon);
}
doublef(doublex)
{

returnx*x*x*x*x*x*x*x*x;
}
//////////////////////////////////////////////////////////////////////
Приn=120k=20программавозвращаетзначения:
int1=102.40000000000461,exact=102.40000000000001delta=-0.00000000000460eps=
-0.0000000000000450
Pressanykeytocontinue
Приn=60k=10программавоpвращаетзначения:
int1=102.40000000118513,exact=102.40000000000001delta=-0.00000000118513eps=
-0.0000000000115735
Pressanykeytocontinue
Откудавидно,чтоабсолютнаяпогрешностьизменяется

Т.е.порядокпогрешностиполученнойсоставнойодномернойформулыравен8.



Параметр недолжнабытьменьше

,выполнениеасимптотики(порядокпогрешности )можноожидатьпри .

2.Построениедвумерногоалгоритма
Двумернуюквадратурнуюформулунапрямоугольникеполучимкакдекартовоепроизведение
двуходномерныхформул,заданныхнаотрезке,поаналогиисформулой(4):

(6)

Где: -весовыекоэффициентыопределяютсяформулой(7)

Вчастности,при получаемплощадьканонического

квадратасостороной2([-1,1]*[-1,1]). -какповторнаясуммапри

фиксированнойвнешнейпеременнойсуммированияj(приэтомсуммаповнутренней
переменнойiравна2прификсированнойпеременнойj)всоответствиисформулой(7).

(7)

Рассмотримпример:найти .

Вданномпримеревыбраныбольшиеразмерыобластиинтегрирования,крометого
экспоненциальнаяфункциярастётзначительнобыстреестепенной,именноприэтихусловиях
можнопроследитьасимптотикудляпорядкапогрешности(p=8).

Согласноформулам(6),(7)построималгоритмдляпрограммынаVisualC++6.0:
/////////////////////////////////////////////////////////////////
#include<stdio.h>
#include<math.h>

doublef(doublex,doubley);
intconstn=120,k=n/6;
main()
{
ints,j;

doublea,b,c,d,h1,h2,bb[n+1],x,y,x1;
doublesum,ss,sum1,sum2,sum3,bac1,bac,bac2,delta,epsilon;
printf("n=%dk=%d\n",n,k);
a=0.0;
b=10.0;
c=a;
d=b;

h1=(b-a)/double(n);



h2=(d-c)/double(n);
bac1=0.0;
bac2=0.0;
sum=0.0;
sum1=0.0;
sum2=0.0;

sum3=0.0;
for(j=0;j<=n;j++)
{
y=c+h2*double(j);
bac1=0.0;
sum=0.0;

sum1=0.0;
sum2=0.0;
sum3=0.0;

////////////////////////////////
for(s=0;s<=k-1;s++)
{
x=a+h1*(1.0+6.0*double(s));
x1=a+h1*(5.0+6.0*double(s));
sum=sum+f(x,y)+f(x1,y);
}
sum=sum*(18.0/35.0);

for(s=0;s<=k-1;s++)
{
x=a+h1*(2.0+6.0*double(s));
x1=a+h1*(4.0+6.0*double(s));
sum1=sum1+f(x,y)+f(x1,y);
}
sum1=sum1*(9.0/140.0) ;
for(s=0;s<=k-1;s++)
{

x=a+h1*(3.0+6.0*double(s));
sum2=sum2+f(x,y);
}
sum2=sum2*(68.0/105.0);

for(s=1;s<=k-1;s++)
{
x=a+6.0*h1*double(s);

sum3=sum3+f(x,y) ;
}
sum3=sum3*(41.0/210.0);

bac1=sum +sum1+sum2+sum3+(f(a,y)+f(b,y))*(41.0/420.0);
if(j==0||j==n)
{

bb[j]=bac1*(41.0/420.0);

}
else if(j%6==1||j%6==5)
{

bb[j]=bac1*(18.0/35.0);
}
elseif(j%6==2||j%6==4)
{

bb[j]=bac1*(9.0/140.0);
}
elseif(j%6==3)
{

bb[j]= bac1*(68.0/105.0);
}



elseif(j%6==0&&j>0&&j<n)
{

bb[j]=bac1*(41.0/210.0);
}

////////////////////////
}
for(j=0;j<=n;j++)
{

bac2=bac2+bb[j];
}

bac2=bac2*(9.0*h2*h1);
ss=(exp(10.0)-1.0)*(10.0*10.0*10.0*10.0*10.0)/5.0;
delta=ss-bac2;
epsilon=delta/bac1;
printf("eps=%.16lf\n",epsilon);

printf("int2=%.10lf,exact=%.10lfdelta=%.10lf\n",bac2,ss,delta);
}
doublef(doublex,doubley)
{

returnexp(x)*y*y*y*y;
}

/////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

Приn=120k=20программавозвращаетзначения:
eps=-0.0000000000012346
int2=440509315.8972221000,exact=440509315.8961343800delta=-0.0010877252
Pressanykeytocontinue
Приn=240k=40программавозвращаетзначения:
eps=-0.0000000000000022
int2=440509315.8961383100,exact=440509315.8961343800delta=-0.0000039339
Pressanykeytocontinue

Откудавидно,чтоабсолютнаяпогрешностьизменяется

Т.е.порядокпогрешностиполученнойсоставнойдвумернойформулы неменьше8.

Параметр недолжнабытьменьше

,выполнениеасимптотики(порядокпогрешности )можноожидатьпри ,

чтовпоследнихдвухрасчётахвыполнено.
3.Построениеалгоритмадлятрёхмернойформулы

Учитываяпредыдущийопытпостроенияалгоритма по ,получималгоритмтрёхмерной

квадратурнойформулыдляобъёмногоинтеграла какдекартовопроизведениетрёх

одномерныхнаотрезкеквадратурныхформул:

(8)



(9)

Вчастности,при получаемобъёмканонического

кубасостороной2([-1,1]*[-1,1]*[-1,1]). -какповторнаятройнаясумма

прификсированныхвнешнихпеременнойсуммированияj,k(приэтомсуммаповнутренней
переменнойiравна2прификсированныхпеременныхj,k)всоответствиисформулой(9).

Приведёмпример:найти

Согласноформулам(8),(9)построималгоритмдляпрограммынаVisualC++6.0:
#include<stdio.h>

#include<math.h>

doublef(doublex,doubley,doublez);
intconstn=120,k=n/6;
main()
{
ints,j,j1;

doublea,b,c,d,e,f1,h1,h2,h3,aa[n+1],bb[n+1],x,y,z,x1,xx;
doublesum,sum1,sum2,sum3,sum4,epsilon,bac1,bac,bac2,bac3,delta;

printf("n=%dk=%d\n",n,k);
a=0.0;
c=a;
e=a;
b=4.0;
d=b;
f1=b;
h1=(b-a)/double(n);
h2=(d-c)/double(n);
h3=(f1-e)/double(n);
for(j1=0;j1<=n;j1++)
{
z=e+h3*double(j1);

for(j=0;j<=n;j++)
{

bac1=0.0;

y=c+h2*double(j);
sum=0.0;
sum1=0.0;
sum2=0.0;
sum3=0.0;
for(s=0;s<=k-1;s++)
{
x=a+h1*(1.0+6.0*double(s));
x1=a+h1*(5.0+6.0*double(s));
sum=sum+f(x,y,z)+f(x1,y,z);
}



sum=sum*(18.0/35.0);
for(s=0;s<=k-1;s++)

{
x=a+h1*(2.0+6.0*double(s));

x1=a+h1*(4.0+6.0*double(s));
sum1=sum1+f(x,y,z)+f(x1,y,z) ;
}
sum1=sum1*(9.0/140.0) ;
for(s=0;s<=k-1;s++)
{

x=a+h1*(3.0+6.0*double(s));
sum2=sum2+f(x,y,z);
}
sum2=sum2*(68.0/105.0);

for(s=1;s<=k-1;s++)
{

x=a+h1*(6.0*double(s));
sum3=sum3+f(x,y,z);
}
sum3=sum3*(41.0/210.0);

bac1=3.0*h1*(sum +sum1+sum2+sum3+(41.0/420.0)*(f(a,y,z)+f(b,y,z)));
if((j==n)||(j==0))
{
bb[j] =(41.0/420.0)*bac1;
}
elseif((j%6==1)||(j%6==5))
{
bb[j] =(18.0/35.0)*bac1;
}
elseif((j%6==2)||(j%6==4))
{
bb[j] =(9.0/140.0)*bac1;
}
elseif(j>0&&j<n&&j%6==0)
{

bb[j]=(41.0/210.0)*bac1;
}
elseif(j%6==3)
{

bb[j]=(68.0/105.0)*bac1;
}
}
bac=0.0;
for(j=0;j<=n;j++)
{
bac=bac+bb[j];
}
bac=bac*h2*3.0;
if(j1==0||j1==n)
{
aa[j1] =(41.0/420.0)*bac;
}
elseif(j1%6==1||j1%6==5)
{
aa[j1]=(18.0/35.0)*bac;
}
elseif(j1%6==2||j1%6==4)
{

aa[j1]=(9.0/140.0)*bac;
}
elseif(j1%6==0&&j1>0&&j1<n)
{



aa[j1]=(41.0/210.0)*bac;
}
elseif(j1%6==3)
{

aa[j1]=(68.0/105.0)*bac;
}
}
bac2=0.0;
for(s=0;s<=n;s++)
{

bac2=bac2+aa[s];
}
bac2=bac2*h3*3.0;
xx=(-1.0+exp(4.0))*1024.0*1024.0*4.0/30.0;

delta=bac2-xx;
epsilon=delta/bac2;
printf("eps=%.16lf\n",epsilon);

printf("int3=%.25lf,exact=%.25lfdelta=%.25lf\n",bac2,xx,delta);
}
doublef(doublex,doubley,doublez)
{

returnexp(x)*y*y*y*y*z*z*z*z*z;
}
Приn=60k=10программавозвращаетзначения:
eps=0.0000000000004155
int3=7493564.5025570132000000000000000,exact=7493564.5025538998000000000000000
delta=0.0000031134113669395447000
Pressanykeytocontinue
n=120k=20
eps=0.0000000000000014
int3=7493564.5025539100000000000000000,exact=7493564.5025538998000000000000000
delta=0.0000000102445483207702640
Pressanykeytocontinue

Откудавидно,чтоабсолютнаяпогрешностьизменяется

Т.е.порядокпогрешностиполученнойсоставнойтрёхмернойформулы неменьше8.

Параметр недолжнабытьменьше

,выполнениеасимптотики(порядокпогрешности )можноожидатьпри ,

чтовпоследнихдвухрасчётахвыполнено.

Выводы
1)Посколькуинтегральнаясоставнаяквадратурнаяформуладляцентральных

прямоугольников(1узелаппроксимации)имеетвторойпорядокпогрешности,составная
формулаСимпсона(3узла)имеет4порядокпогрешности,тоформуладля5узлов
должнаиметь6порядокпогрешности,наконецполученнаявданнойработесоставная
интегральнаяквадратурнаяформулана7узлахприделенииканоническогоотрезкана6
частейможетиметь8порядокпогрешности.Данноепредположениеподтверждено
численно.

2)Приведеныквадратурныеинтегральныеформулынаравномернойсеткес8порядком
погрешности,алгоритмдлядвойногоопределённогоинтеграланапрямоугольникеи
непрерывныхфункцийбезособенностей.

3)Приведеныквадратурныеинтегральныеформулынаравномернойсеткес8порядком
погрешности,алгоритмдлятройногоопределённогоинтегралавпараллелепипедеи
непрерывныхфункцийбезособенностей.

4)Численнопоказано,чтовсетриалгоритмаимеютвосьмойпорядокпогрешности.



Литература
1)МатематическийанализввопрросахизадачахВ.Ф.Бутузов,Н.Ч.Крутицкая,Г.Н.Медведев,
А.А.Шишкин;
ПодредакциейВ.Ф.Бутузова-4-еизд.,исправ.–М.:Физико-математическаялитература,2001.-
480с.
2)Н.С.Бахвалов,Н.П.Жидков,Г.М.Кобельков.Численные методы.– 7 – е изд.:БИНОМ.
Лабораториязнаний,2011.–636с.–(Классическийуниверситетскийучебник).


