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решений этой системы. Если dimL = p, то говорят, что система (1) разрешима в
лиувиллевых функциях (или обобщенных квадратурах, подробнее см. в [1, гл. III; 2,
гл. 3]).

В случае, когда (формальные) показатели β1
i , . . . , β

p
i системы (1) в каждой ее осо-

бой точке ai (числа, отвечающие за составляющие степенного роста (формальных)
решений в особой точке) достаточно малы, оценка на размерность пространства L мо-
жет быть получена исходя лишь из вида матрицы коэффициентов системы. В частно-
сти, имеет место следующее утверждение относительно разрешимости в обобщенных
квадратурах такой системы.
Теорема 1. Если в каждой особой точке ai системы (1) ее (формальные) пока-

затели βj
i удовлетворяют условию

Re βj
i > −

1

n(p − 1)
, j = 1, . . . , p,

то в общем положении такая система разрешима в обобщенных квадратурах тогда
и только тогда, когда найдется постоянная матрица C ∈ GL(p, C) такая, что
CB(z)C−1 — верхнетреугольная матрица.

Частный случай этого утверждения, касающийся фуксовых систем, изложен в [3].
Напомним, что систему (1) называют фуксовой, если ее матрица коэффициентов B(z)
имеет полюс первого порядка в каждой особой точке. В таком случае показатели в
точке ai — это собственные значения матрицы-вычета resai

B(z). Мы проиллюстриру-
ем данный критерий разрешимости в обобщенных квадратурах на примере фуксовой
(2×2) -системы с тремя особыми точками 0, 1, ∞, не разрешимой в силу теоремы1.
Ее неразрешимость также будет следовать из того, что она эквивалентна гипергео-
метрическому уравнению, не попадающему в список Кимуры [4] гипергеометрических
уравнений, разрешимых в обобщенных квадратурах.
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Рассматривается обыкновенное дифференциальное уравнение вида

f(x, y, δy, . . . , δny) = 0, (1)

где f(x, y, δy, . . . , δny) — это многочлен своих переменных, δ = x d dx, δn = δn−1 ◦ δ,
n ∈ N.
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Пусть при |x| → 0, | arg x| < π уравнение (1) имеет формальное решение

y =
∞

∑

k=1

ckx
k, ck ∈ C. (2)

Согласно лемме Мальгранжа [1] существует такой номер µ′, что с помощью замены
переменной

y =

µ
∑

k=1

ckx
k + xµu, µ > µ′ (3)

уравнение (1) приводится к уравнению специального вида

L(δ)u + xg(x, u, δu, . . . , δnu) = 0, (4)

где L(δ) — это линейный дифференциальный оператор, функция g(x, u, δu, . . . , δnu) —
это полином своих переменных.
Теорема Мальгранжа [1]. Если в уравнении (4), которое получено из уравнения

(1) с помощью замены переменной (3), степень многочлена L(δ) равна n, то ряд

(2) равномерно сходится для достаточно малых |x| и | arg x| < π.
При доказательстве этой теоремы Мальгранж использовал теорему о неявном

отображении для Банаховых пространств [2]. Мы же в доказательстве (см. [3]) исполь-
зуем методы и теоремы теории аналитических функций, которые позволяют оценить
радиус сходимости ряда (2).
Предложение. Пусть функция g(x, u0, u1, . . . , un) из уравнения (4) голоморфна

внутри замкнутого полидиска

∆ = {|x| 6 r, |u0| 6 ρ, . . . , |un| 6 ρ}, µ = max
∆

|g|.

Тогда степенной ряд u =
∑

∞

k=µ+1
ckx

k−µ, удовлетворяющий уравнению (4), сходится

в диске

D =

{

|x| < r
ρ

ρ + µr/σN

}

, N = (n + 1)n+1/(n + 2)n+2.
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В настоящей работе исследуется свойства решений системы Гарнье, являющей-
ся обобщением третьего уравнения Пенлеве на случай двух независимых переменных


