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Лемма 2. Для того чтобы система (1) при дополнительных условиях (2) обла-

дала свойством Пенлеве, необходимо, чтобы она дробно-линейным преобразованием

x, y и аналитической заменой независимой переменной t приводилась к виду

x′2 = (y + a11x + a10)
2, y′2 = yb2

12
(x + b11)

2, (3)

где b12 6= 0.
Построив уравнение относительно компоненты y и выполнив замену y = v2, по-

лучим уравнение

v′′ =

(

λ1a11 +
b′
12

b12

)

v′ −
1

2
λ1λ2b12v

2 −
1

2
λ2b12 (b′

11
+ λ1(a10 − a11b11)) , (4)

где λ2

1
= 1, λ2

2
= 1.

Используя метод резонансов [2], найдены необходимые и достаточные условия на-
личия свойства Пенлеве у решений уравнения (4). Учитывая структуру построения
уравнения (4), заключаем, что при полученных условиях и система (3) с условиями
(2) обладает свойством Пенлеве.
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Рассмотрим систему

x′2 = Kb3x
3 + a2x

2 + a1x + a0 + y(b3x
3 + b2x

2 + b1x + b0),

y′2 = c3y
3 + c2y

2 + c1y + c0 + x(d3y
3 + d2y

2 + d1y + d0), (1)

где
b3 6= 0, |c3| + |d3| 6= 0, |d3| + |d2| + |d1| + |d0| 6= 0, (2)

a0, a1, a2, bi, ci, di, i = 0, 3, — функции аналитические по t, K — постоянная. В [1]
показано, что для отсутствия подвижных многозначных особенностей необходимо,
чтобы система (1) имела вид

x′2 = (x + b)2(xy + H), y′2 = (y + d)2(xy + H), (3)

где H — постоянная, b, d — функции, аналитические по t.
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Из системы (3) для компоненты y построим дифференциальное уравнение

(2y(y + d)y′′ − (2y + d)y′2 − 2d′yy′ + (y + d)2(by2 + Hd))×

×(2y(y + d)y′′ − (4y + d)y′2 − 2d′yy′ + (y + d)2(−by2 + 2Hy + Hd)) = 0, (4)

которое распадается на два. Рассмотрим первое из них. Пусть d 6= 0. Выполняя в
первом уравнении (4) замену по формуле y = −du/(u − 1), получим

u′′ =

(

1

2u
+

1

u − 1

)

u′2 + u(u − 1)

(

H

2u2
−

H

2u
−

bd

2(u − 1)
+

d′2

2d2
u +

2dd′′ − 3d′2

2d2

)

. (5)

Согласно [2, с. 318], для отсутствия подвижных многозначных особенностей у решений
уравнения (5) необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия: b =
M1e

M2t, d = M3e
M4t, где Mi, i = 1, 4, — некоторые постоянные. При этом уравнение

(5) является частным случаем пятого уравнения Пенлеве. Если d = 0, то выполняя
в первом уравнении из (4) замену переменной по формуле y = 1/u, получим

u′′ =
u′2

u
+

b

2
.

Данное уравнение обладает свойством Пенлеве [2, с. 279], если b = M5e
M6t, где Mi,

i = 5, 6, — некоторые постоянные, и при этом является частным случаем третье-
го уравнения Пенлеве. Рассматривая второе уравнение из (4), получим, что для от-
сутствия подвижных многозначных особых точек необходимо и достаточно полагать
d = M7e

M8t, где Mi, i = 7, 8, — некоторые постоянные. Объединяя результаты ис-
следования системы (3), заключаем, что справедлива
Теорема.Для того, чтобы система (1) с ограничениями (2) обладала свойством

Пенлеве, необходимо и достаточно, чтобы она линейным преобразованием и анали-

тической заменой независимой переменной приводилась к виду (3) с ограничениями

b = KeLt, d = MeNt, где K, L,M, N — некоторые постоянные.
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Рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка второй степени:

(

y′′ −

(

1 −
1

N

)

y′2

y

)2

= y′, (1)


