
Качественная теория дифференциальных уравнений 51

СВОЙСТВО АТТРАКТОРА

Л.Д. Блистанова

Санкт-Петербургский государственный университет, Санкт-Петербург, Россия

ddemidova@mail.ru

Определение 1. Множество M ⊂ R называется инвариантным по отношению

к динамической системе f(p, t) , если оно состоит из траекторий этой динамической
системы, т. е. из p ∈ M следует f(p, I) ⊂ M.

Определение 2. Множество M ⊂ R называется инвариантным по отношению

к динамической системе f(p, t) в положительном направлении, если оно состоит из
положительных полутраекторий этой динамической системы, т. е. из p ∈ M следует
f(p, I+) ⊂ M. Множество M называют также инвариантным для полупотока.

Ясно, что компактное инвариантное для полупотока множество состоит из по-
лутраекторий, устойчивых по Лагранжу в положительном направлении.

Определение 3. Аттрактором динамической системы f(p, t), заданной в пол-
ном метрическом пространстве R , называется асимптотически устойчивое компакт-
ное множество A.

Асимптотическая устойчивость A означает, что оно устойчиво по Ляпунову и об-
ладает свойством ρ(f(p, t), A) →

t→+∞

0 при выполнении условия ρ(p,A) < δ, где δ —

некоторое положительное число. Если δ оказывается равным +∞, то аттрактор A
называется глобальным.

Теорема. Для того чтобы динамическая система f(p, t) в евклидовом простран-
стве R = En имела аттрактор A, необходимо и достаточно, чтобы существовало
множество M ⊂ R со следующими свойствами:

1) множество M вместе со своей некоторой δ -окрестностью является ком-

пактным и инвариантным для полупотока множеством;

2) при некотором δ′ < δ существует число 0 < T < +∞ такое, что полутраек-

тории, начинающиеся в множестве S(M, δ)\S(M, δ′), покидают его за время t 6 T.
Замечание 1. Условия теоремы могут показаться труднопроверяемыми, но это не

так. Подобные условия дают функции Ляпунова, используемые в теореме Йошизавы
о диссипативности.

Замечание 2. Приведенная теорема по сути является теоремой о неподвижной
точке. Действительно, инвариантное множество является неподвижной точкой отоб-
ражения замкнутой топологии компактного множества M в себя, индуцированного
динамической системой f(p, t).
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Рассматривается краевая задача для уравнения Ляпунова вида [1]

dX/dt = A(t)X(t) + X(t)B(t) + F0(t) + λF1(t), (1)

с условием
k∑

s=1

MsX(ts) = 0, 0 = t1 < t2 < . . . < tk = ω, (2)


