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2) p2 — результант u9x
3 + (3u10 + 2u13)x

2y + (3u11 + u14)xy2 + u12y
3.

Аналогичное утверждение имеет место и в случае r = 6 для системы из 3 уравне-
ний.

Таким образом, основным направлением продолжения исследования является про-
верка гипотезы о том, что при любом r все сингулярные точки описывается системой
уравнений, каждое из которых является инвариантом некоторой бисистемы.
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Рассматривается следущая система дифференциальных уравнений:

dx1

dt
= f1(x1) + µ1γ1(t, x2),

dx2

dt
= f2(x2) + µ2γ2(t, x1). (1)

Предполагается, что f1, f2 : Rn → Rn, γ1, γ2 : R1 × Rn → Rn, γ1, γ2 являются T -
периодическими функциями по первой переменной, µ1, µ2 — малые положительные
параметры. Функции f1, f2, γ1, γ2 имеют непрерывные производные по соответствую-
щим пространственным переменным x1, x2.

При нулевых значениях параметров µ1 и µ2 система (1) распадается на два авто-
номных уравнения:

dxi

dt
= fi(xi), i = 1, 2 (2)

каждое из которых имеет T− периодические решение ϕi(t). Также предполагается,
что 1 является простым собственным значением у операторов сдвига по траектории
линеаризованных на ϕi уравнений (2).

Найдены условия устойчивости периодических решений системы (1).
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Предлагается новый подход к расширению понятия инвариантности, который ис-
следовался в работах [1, 2]. Этот подход состоит в изучении статистически инвари-
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антных и статистически слабо инвариантных множеств относительно управляемой
системы

ẋ = f(t, x, u), (t, x, u) ∈ R × R
n × R

m. (1)

В данной работе предполагаем, что u ∈ U, U — компакт в R
m, функция f(t, x, u)

непрерывна, функция t → f(t, x, u) почти периодическая в смысле Бора.
Определим верхнюю относительную частоту попадания траектории решения ϕ(t)

системы (1) в заданное множество M = {(t, x) ∈ R
n+1 : x ∈ M(t)

}
:

freq∗(ϕ)
.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : ϕ(t) ∈ M(t)}

ϑ
,

где mes — мера Лебега на числовой прямой. Аналогично определим нижнюю отно-
сительную частоту freq

∗
(ϕ). Если freq∗(ϕ) = freq

∗
(ϕ), то предел freq(ϕ) = freq∗(ϕ) =

= freq
∗
(ϕ) назовем относительной частотой попадания решения ϕ(t) в множе-

ство M.

Пусть функция t → M(t), задающая множество M, почти периодическая и для
каждого t ∈ R множество M(t) выпукло, компактно и имеет непустую внутренность.
Многозначная функция t → M(t) называется почти периодической, если для любого
ε > 0 множество Θ(ε)

.
= {τ ∈ R : supt∈R

dist(M(t + τ), M(t)) 6 ε} относительно
плотно на R (здесь dist — расстояние по Хаусдорфу). Если функции ϕ(t) и M(t)
почти периодические, то предел freq(ϕ) существует. Обозначим через ∂M(t) границу,
через intM(t) — внутренность множества M(t).
Определение [1, 2]. Множество M называется статистически слабо инвари-

антным относительно управляемой системы (1), если для любой точки x ∈ M(0)
найдется хотя бы одно решение ϕ(t) системы (1), определенное при всех t > 0,
удовлетворяющее начальному условию ϕ(0) = x и равенству freq∗(ϕ) = 1.
Теорема. Пусть для любой точки x ∈ M(0) найдется решение ϕ(t) систе-

мы (1), удовлетворяющее условию ϕ(0) = x и равенству lim
t→∞

|ϕ(t) − ϕ̃(t)| = 0, где

ϕ̃(t) — почти периодическое решение данной системы. Тогда выполнено неравенство

freq∗(ϕ) 6 freq(ϕ̃). Если, кроме того,

lim
ϑ→∞

mes {t ∈ [0, ϑ] : ϕ̃(t) ∈ ∂M(t)}

ϑ
= 0,

то предел freq(ϕ) существует и freq(ϕ) = freq(ϕ̃).
Следствие. Пусть для любой точки x ∈ M(0) существует решение ϕ(t) си-

стемы (1), удовлетворяющее начальному условию ϕ(0) = x и равенству lim
t→∞

|ϕ(t)−

− ϕ̃(t)| = 0, где ϕ̃(t) — почти периодическое решение, такое что

lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : ϕ̃(t) ∈ intM(t)}

ϑ
= 1.

Тогда множество M статистически слабо инвариантно относительно системы (1).
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант №12-01-00195).
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