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Как правило в моделях нелинейной оптики используются уравнения редуциро-
ванной АКНС иерархии, такие, как фокусирующее нелинейное уравнение Шредингера 
[1], уравнение Хироты [2] и уравнение Лакшманана-Порсециана-Даниеля [3]. В настоя-
щее время уже является хорошо известным фактом то, что уравнения АКНС иерархии 
могут быть получены как условия совместности  
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следующей системы матричных дифференциальных уравнений 
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Из уравнения (1) вытекают следующие рекуррентные соотношения на элементы мат-
рицы 0

kV  

τ τ τψ φ = −ψ ψ φ = −φ ∂ ψ φ = − ψ φ − ψ φ1 1( , ) , ( , ) , ( , ) ( , ) ( , ),k k kH G F pG qH  

+ τ + τψ φ = ψ φ + ∂ ψ φ ψ φ = − ψ φ −∂ ψ φ1 1( , ) 2 ( , ) ( , ), ( , ) 2 ( , ) ( , ).k k k k k kH pF H G qF G  

В частности, 

ττ ττψ φ = ψ φ = ψ φ−ψ ψ φ = − φ ψ + φ2 2
1 2 2( , ) , ( , ) 2 , ( , ) 2 ,F pq H G  

τ τ τ τττ τ τττψ φ = ψ φ−ψφ ψ φ = ψφψ −ψ ψ φ = ψφφ −φ2 3 3( , ) , ( , ) 6 , ( , ) 6 .F H G  

Следствием условия (1) также являются интегрируемые нелинейные уравнения 
АКНС иерархии, которые имеют вид 

ξ + ξ +ψ + ψ φ = φ + ψ φ =1 1( , ) 0, ( , ) 0.
k k

k k
k ki H i G     (3) 



P
ol

ot
sk

S
U

51 

Следствием уравнений (3) и свойств функций F, G, H являются уравнения реду-
цируемых АКНС (РАКНС) иерархий, из которых в оптике обычно рассматривается 
иерархия уравнений вида 

ξ +ψ + ψ −ψ =1( , ) 0,
k

k
ki H     (4) 

первым из которых является фокусирующее нелинейное уравнение Шредингера (НШ): 

ξ ττψ +ψ + ψ ψ =
1

22| | 0.i  

Второй член РАКНС иерархии (4) – это комплексное модифицированное уравне-
ние Кортевега-де Фриза (мКдФ): 

ξ τττ τψ +ψ + ψ ψ =
2

26| | 0.  

Отметим, что обычное уравнение мКдФ не содержит знака модуля и у него рассматри-
ваются только вещественные решения.  

Третьим интегрируемым уравнением РАКНС иерархии (4) является уравнение 
Лакшманана-Порсециана-Даниеля (ЛПД), которое при ξ = −ξ3  имеет вид [3] 

ξ ττττ ττ ττ τ τψ +ψ + ψ ψ + ψ ψ + ψ ψ + ψ ψ + ψ ψ =2 2 2 2 48| | 2 6 4 | | 6| | 0.i  

Последующие интегрируемые уравнения АКНС и РАКНС иерархий можно найти, 
например, в работах [4-6].  

Ключевым свойством уравнений иерархии является тот факт, что существует 
функция Ψ τ ξ ξ 1 2( , , , ),  удовлетворяющая всем уравнениям РАКНС (АКНС) иерархии 
одновременно.  Это свойство уравнений позволяет увеличить количество интегрируе-
мых моделей за счет подстановки переменной ξ  сразу в несколько фаз ξ j одновре-
менно, получая уравнения смешанных АКНС и РАКНС иерархий. Например, интегриру-
емое уравнение Хироты [2, 7, 8] имеет вид 

ξψ − γ ψ −ψ + γ ψ −ψ = γ ∈1 2 2 3( , ) ( , ) 0, .ji H i H   (5) 

Очевидно, что уравнение (5) имеет решение вида Ψ τ γ ξ −γ ξ ξ1 2( , , , , ),k  где 
Ψ τ ξ ξ ξ1 2( , , , , )k  – какое-либо решения уравнений РАНКС иерархии (4). Более сложные 
модели, которые описываются смешанными уравнениями РАКНС иерархии  

ξψ − γ ψ −ψ + γ ψ −ψ − γ ψ −ψ =1 2 2 3 3 4( , ) ( , ) ( , ) 0i H i H H  

и  

ξψ − γ ψ −ψ + γ ψ −ψ − γ ψ −ψ + γ ψ −ψ =1 2 2 3 3 4 4 5( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0,i H i H H i H  

рассматриваются в недавних работах [9-12]. 
Нетрудно понять, что функция Ψ τ α ξ α ξ α ξ1 2( , , , , )k , где Ψ τ ξ ξ ξ1 2( , , , , )k  – какое-

либо решение уравнений РАНКС иерархии (4), является решением уравнения 
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Если мы предположим теперь, что оптическая среда неоднородна, т.е. что она может 
быть описана уравнением 

ξ +
≥

′ψ + α ξ ψ −ψ =∑ 1
1

( ) ( , ) 0,k
k k

k

i H     (6) 

где α ξ ∈( )k  – некоторые дифференцируемые функции, то, как было показано в 
работе [5], решение, которое описывает распространение нелинейной волны в данной 
модели, будет иметь вид 
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где Ψ τ ξ ξ ξ1 2( , , , , )k  – какое-либо решение уравнений РАНКС иерархии, ∈,a b  
некоторые постоянные, 
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Соответственно, моделируя интегрируемые неоднородности оптических волноводов с 
помощью уравнения (6) и анализируя решения (7), можно понять характер влияния 
этих неоднородностей на распространение нелинейных волн. 

В качестве примера рассмотрим распространение солитона в волноводе с инте-
грируемыми неоднородностями. Из формулы (7) следует, что солитон или уединённая 
волна для уравнения Хироты с переменными коэффициентами 

ξ ′ ′ψ −α ξ ψ −ψ + α ξ ψ −ψ =1 2 2 3( ) ( , ) ( ) ( , ) 0i H i H     (8) 

определяется равенством 

{ }
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ψ τ ξ =
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Предположим теперь, что волновод, в котором распространяется уединённая волна, 
имеет периодические неоднородности вида 

′ ′α ξ = α ξ = − ξ1 2( ) 1, ( ) 0.1(1 sin( )).k      (10) 

Тогда скорость распространения этой волны в данном волноводе будет периодически 
меняться (рисунок 1). Во втором примере рассмотрим распространение солитона (8) в 
волноводе с локальной неоднородностью вида 

′ ′α ξ = α ξ = 2
1 2( ) 1, ( ) 0.1 / cosh ( ).kx      (11) 
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Как видно из рис.2, воздействие локальной неоднородности на волну приводит к ло-
кальному сближению переднего и заднего фронта на неоднородности и к сдвигу фаз. 
Это с очевидностью вытекает из формулы скорости распространения солитона (10)  

ξ ′ ′= − α ξ + − α ξ
τ

2 2
1 24 ( ) 4(3 ) ( ).d b b a

d
     (12) 

  
 

Рисунок 1. – Линии уровня амплитуды  
солитона (9) с неоднородностью вида (10)  

при a = 1, b = –2, k = 10π 

 
Рисунок 2. – Линии уровня амплитуды  

солитона (9) с неоднородностью вида (11)  
при a = 1, b = –2, k = 10 

 
Из формулы (12) следует, что скорость изменяется только на неоднородностях, 

т.е. там, где меняются коэффициенты ′αk  уравнения (8). Во всех остальных точках она 
остается постоянной. 

В заключение отметим, что рассмотрение более сложных многофазных решений 
смешанных уравнений АКНС иерархии с переменными коэффициентами позволяет 
строить новые модели различных явлений нелинейной оптики, в том числе учитываю-
щие возникновение и исчезновение дополнительных фаз. 
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