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Предложен алгоритм решения общей неоднородной краевой задачи Дирихле для уравнения Пуассона на 

прямоугольнике с четвертым порядком погрешности и с минимальным 9 точечным шаблоном на неоднородной 

равномерной сетке. Для устойчивости формулы простой итерации использован принцип сжатых отображе-

ний. Решение тестового примера сравнено с численным решением, подтверждающим четвертый порядок по-

грешности для формул полученного алгоритма. Приведена программа.  
Ключевые слова: неоднородное уравнение Пуассона на прямоугольнике, неоднородно-краевая задача Дирих-

ле, принцип сжатых отображений. 

Modernized iteracionnoe equation K.N. Volkova for equation  
of the Poisson on rectangle with 4 rather inaccuracy 

Volosova N.K.,Volosov K. A., Volosova A. K., Pastuhov D. F., Pastuhov YU. F. 

The Offered algorithm of the decision of the general lumpy marginal problem Dirihle for equation of the Poisson on 

rectangle with 4 rather inaccuracy and with minimum 9 point patterns on lumpy even net. Principle of the compressed 

images is used For stability of the formula iteration idle time. The Decision of the test example was compared to the 

numerical decision, confirming fourth order to inaccuracy for molded the got algorithm. The Broughted program.  

Введение. Известно разностное уравнение Пуассона на 9 точечном шаблоне с погрешностью четвертого 
порядка на равномерной сетке К.Н. Волкова [1]. В данной работе впервые предложена разностная схема с 4 
порядком погрешности для уравнения Пуассона на прямоугольнике на равномерной, но неоднородной сетке 
(с неравными шагами по осям x,y) с минимальным симметричным шаблоном (9 узлов). Полученный алго-
ритм численного решения уравнения Пуассона на прямоугольнике может применяться в кристаллографии, 
стеганографии[7,10],в задачах математической физики с трехмерным оператором Лапласа, например, в вол-
новом уравнении[8,9]. 

Постановка задачи. Рассмотрим неоднородную краевую задачу Дирихле для уравнения Пуассона на 

прямоугольнике для достаточно гладкого решения ( )уxu ,
 
как функции двух переменных:  
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В задаче(1) ),( yxf - неоднородная правая часть уравнения Пуассона на прямоугольни-

ке ],[],[ dcba  , )(1 y , )(2 y , )(3 x , )(4 x  - неоднородные краевые условия, ),( yx - координаты точки. 
 

В классической постановке задач математической физики необходимо требовать непрерывность гранич-
ных условий на 4 сторонах прямоугольника [2] и их равенство в 4 вершинах прямоугольника, например, 

)0()0( 31  =  

Рассмотрим аппроксимацию задачи (1) на симметричном 9 точечном шаблоне  

 

Рис.1. Классификация 9 узлов квадрата (прямоугольника) по расстоянию от центра и свойствам симмет-
рии соответственно(1,4,4) узлов. 
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Аппроксимируем разностный оператор Лапласа в центральном узле ),( nm  линейной квадратурной 

формулой 

( ) ( ) ( ) 0,04,0,030,0,2,,,,1 2211212121212,1

uCuuCuuCuuuuCu hhhhhhhhhhhhhh
++++++++= −−−−−−  (1) 

Теорема 1. На неоднородной равномерной сетке с 9 точечным симметричным шаблоном разностное урав-
нение Пуассона представимо в виде: 
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Доказательство. Используем формулы разложения(6) [3, стр. 65], (2),(4) [4, стр. 155,166], в ряд Тейлора для 
суммы узловых значений на 9 точечном шаблоне по отдельности в каждой круглой скобке формулы(1) 
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Где: для сокращения 
)8(

)4(
)4(
y
xu введено обозначение частной производной 8 порядка, четвертого порядка по 

координатам x,y соответственно. Подставляя последние три формулы разложения в ряд Тейлора в форму-

лу(1) и, группируя слагаемые с одинаковой степенью 
jihh 2

2
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Из уравнения (2) следует, что правая часть формулы(2) как и левая не содержит узлового значения 0,0u в 

узле(m,n) тогда и только тогда если 0224 4321 =+++ CCCC  (3) 

Из формулы (2) следует равенство коэффициентов в её правой и левой частях при yyxx uu , , то есть полу-

чим 
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В формуле (2) введем обозначения 
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В системе условий(5) третье уравнение является следствием первых двух, так как в силу уравнения 

Пуассона
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То есть, чтобы перевести производные 4 порядка от решения в уравнении Пуассона во вторые производ-

ные от правой части достаточно потребовать ( )BABA +=+ (третье уравнение(5)). 

Запишем условия (3),(4),(5) в одну систему уравнений(6) 
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Учитывая 4,5,6, уравнения системы(6),затем уравнения 2,3(6) получим 
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Теорема 1 доказана. 
Теорема 2. На неоднородной равномерной сетке с 9 точечным симметричным шаблоном невозможно 

улучшить невязку разностного уравнения Пуассона выше четвертого алгебраического[6] порядка ( )4hO . 

Доказательство проведем от противного. Рассмотрим слагаемые в формуле(2) с шестым порядком по-
грешности, и достаточные условия для того, чтобы производные 6 порядка от решения выразить через про-
изводные 4 порядка от правой части уравнения Лапласа (производные 4 порядка от правой части вычисля-
ются аналитически, то есть точно). Запишем слагаемые 
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Из сравнения последних двух формул видно, с одной стороны, что 
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С другой стороны,
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Доказано, что аппроксимация уравнения Пуассона на прямоугольнике с 9 точечным симметричным 
шаблоном с 6 порядком погрешности возможна только на однородной равномерной сетке. Но невозможна на 

неоднородной сетке, если шаги сетки неравные 21 hh  . Теорема 2 доказана. 

Замечание 1. При равных шагах сетки 21 hh = , как частный случай получим формулу Волкова К.Н.[1, 

стр.137]: 
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Из формулы(9) выразим центральное значение nmuu .0,0  , присвоим ему номер итерации (k+1), а всем 

остальным узловым значениям итерацию с индексом k: 
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Формулу(9) аппроксимации уравнения Пуассона на неоднородной сетке и явную формулу простой ите-
рации (11) мы назвали модифицированными формулами Волкова К.Н.  

В формуле простой итерации(11) верхний индекс k - номер итерации. В формуле(11) значения функции 

f(x,y) и ее частные производные вычисляются в узле с индексами (m,n). Формулу (11) можно записать в виде 

( ) ( )   1,1,1,1,...,2,1,0,max,, 2121

61 −=−===+=+ nnnmkhhhhOfuGu mn

k

mn

k

mn  (12) 

Где функция ( )mn

k

mn fuG ,  совпадает с правой частью формулы(11). По аналогии с (12) рассмотрим итера-

ционную последовательность(13) у которой сжимающий коэффициент 10  q , (13) можно получить из(12), 

если в правой части (12) провести замену 
k

mn

k

mn quu →  

( ) ( ) 1,1,1,1,...,2,1,0,, 21

61 −=−==+=+ nnnmkhOfquGu mn

k
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k

mn  (13) 

Введем функцию нормы в пространстве сеточных функций 
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рической функцией в пространстве
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11 21 nnk

mn RRu  определяемой формулой 

( ) exactnumexactnum uuuu −=, (Колмогоров А.Н., С.В. Фомин) [5,стр.139]. Где 
numk

nmu , , ( ) nm

exactu , обозначают 

соответственно численное решение задачи(14) в узле(m,n) на итерационном шаге(k) и след[6,стр.102] точного 
решения задачи(1) на узел сетки (m,n). 

Описание численного алгоритма.
 

 Введем на прямоугольнике для задачи (1) неоднородную сетку с равномерным шагом 

 22111,1 ,0,,,0,],,[],[
21

nnnhcynmmhaxdcba nmnn =+==+=== ++
 

2

2

1

1 ,
n

cd
h

n

ab
h

−
=

−
= . Для сеточной функции

1+k

mnu запишем систему разностных уравнений соответствую-
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( ) ( )  












====

====

−=−===+=

++

++

+

...2,1,0,,0,,

...2,1,0,,0,,

,1,1,1,1,...,2,1,0,,max,,

1,4

1

,,3

1

0,

2,2

1

,,1

1

,0

2121

6

,,

1

,

2

1

knmuu

knnuu

nnnmkhhhhOfquGu

m

s

nmm

s

m

n

k

nnn

k

n

nm

k

nm

k

nm



  (14)
 

Теорема 3. (об устойчивости итерационных формул (13,14)). Оператор ( )mn

k

mn fquG , для итерационной по-

следовательности (13) является сжимающим 

в метрическом пространстве
( ) ( )++
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11 21 nnk

mn RRu  ,то есть существует единственное предельное числен-

ное решение, совпадающее с аналитическим:  
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Доказательство. Покажем, что оператор ( )mn

k

mn fquG ,  в итерационной последовательности (13) является 

сжимающим отображением: 
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По А.Н. Колмогорову, определение 1[5,стр.74] оператор ( )mn
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mn fquG , в последовательности(13) является 

сжимающим и существует единственный предел, обозначим его 
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mnu  (теорема о неподвижной точке [5,стр.75])  
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Теорема 3 доказана. 

Рассмотрим тестовый пример:  
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С точным решением 

+= ch(y))+(pi)ch(pi))/sh-y)(1sin(x)(sh(+ch(x))+(pi)ch(pi))/sh-x)(1sin(y)(sh(),( yxu

 )18(1)-ch(y)+(pi)ch(pi))/sh-y)(1sin(x)(sh(+  

Программа на языке Fortran для функций с двойной точностью, с использованием алгоритма(14) и сжа-
тием q=0,9999999999999990 приведена ниже и дает значение нормы Чебышева для разных шагов сетки 

h1= 0.10471975511 h2= 7.85398163397E-002, =25000,n1=30,n2=40 
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 А для параметров сетки 
h1= 5.2359877559E-002 h2= 3.92699081698E-002, m=25000,n1=60,n2=80 
 
дает значение нормы Чебышева  
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То есть алгебраический порядок погрешности равен 4. 

4,2994,15
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21 ===



p
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module stolb;integer(8), parameter::m=25000,n1=30,n2=40; end module 

program puasson;use stolb;integer(8):: i,j,k 

real(8)::u(0:m+1,0:n1+1,0:n2+1),delta(0:n1+1,0:n2+1),mm,res(0:n1+1,0:n2+1) 

real(8)::a1,a2,b1,b2,f,x2,y2,a,b,c,d,x1,y1,x,y,z,h1,h2,q 
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real(8)::pi,cch,ssh,c0,c1,c2,c3,k1,k2,k3,k4 

cch(x)=(dexp(x)+dexp(-x))/2d0;ssh(x)=(dexp(x)-dexp(-x))/2d0 

a1(y)=dsin(y);a2(y)=dsin(y);b1(x)=dsin(x);b2(x)=dsin(x);f(x,y)=dsin(x) 

pi=2d0*dasin(1d0);a=0d0;b=pi;c=0d0;d=pi;min2=1d3;mm=-1d3 

h1=(b-a)/dfloat(n1);h2=(d-c)/dfloat(n2);do i=0,n1;do j=0,n2 

x=a+h1*dfloat(i);y=c+h2*dfloat(j);c1= (cch(x)+ssh(x)*(1d0-cch(pi))/ssh(pi))*dsin(y) 

c2=dsin(x)*(cch(y)+ssh(y)*(1d0-cch(pi))/ssh(pi));c3=dsin(x)*(cch(y)-1d0+ssh(y)*(1d0-cch(pi))/ssh(pi)) 

res(i,j)=c1+c2+c3;enddo;enddo;k1=5d-2;k2=(1d-1)*(5d0*h2*h2-h1*h1)/(h1*h1+h2*h2) 

k3=(1d-1)*(5d0*h1*h1-h2*h2)/(h1*h1+h2*h2);k4=(5d-2)*(h1*h1*h2*h2)/(h1*h1+h2*h2) 

print*,"h1=",h1,"h2=",h2;q=1d0-1d-15;do k=0,m;do i=0,n1;x=a+h1*dfloat(i) 

u(k,i,0)=b1(x);u(k,i,n2)=b2(x);enddo;enddo;do k=0,m;do j=0,n2;y=c+h2*dfloat(j) 

u(k,0,j)=a1(y);u(k,n1,j)=a2(y);enddo;enddo; do j=0,n2; do i=0,n1; x=a+h1*dfloat(i) 

 y=c+h2*dfloat(j);u(0,i,j)=(b1(x)+b2(x)+a1(y)+a2(y))/4d0; enddo;enddo;do k=0, m-1 

 do i=1,n1-1;do j=1,n2-1;x=a+h1*dfloat(i);y=c+h2*dfloat(j);y2=y+h2;y1=y-h2;x2=x+h1;x1=x-h1;c1= k2*(u(k,i-

1,j)+u(k,i+1,j))+k3*(u(k,i,j-1)+u(k,i,j+1)) 

c2=k1* (u(k,i+1,j+1)+u(k,i+1,j-1)+u(k,i-1,j-1)+u(k,i-1,j+1)) 

c3=k4*(f(x1,y)+f(x2,y)+f(x,y1)+f(x,y2)+8d0*f(x,y));u(k+1,i,j)=q*(c1+c2)-c3;enddo;enddo;enddo;do j=0,n2,1;do 

i=0,n1,1;x=a+h1*dfloat(i);y=c+h2*dfloat(j); 

delta(i,j)= dabs(u(m,i,j)- res(i,j));if( delta(i,j)>mm)then;mm=delta(i,j);endif 

if(mod(i,10)==1.and.mod(j,10)==1)then;print*,x,y,u(m,i,j),res(i,j);endif 

enddo;enddo;print*,"norma=",mm;pause; end program puasson 
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