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В работе используются стандартные обозначения и терминология теории конечных 

групп, которые можно найти в источниках [1]-[5]. В час1·ности, рd-груnпа это груп-

па, порядок которой делится на простое число р; р-замкнутая группа это групна 

с нормальной силовской р-подгруппой; wинималъная не р-замкнутая группа не р­

замкнутая группа, у которой нее собственные подгруппы р-замкнуты. 

Классическая теорема С.А. Чунихина касается роли подгрупп Шмидта ( минималь­
ных ненильпо·гентных групп) в теории конечных групп. 

Теорема 1. ([6], теорема 4.3.1). Если в конеч:ной группе Х нет р-замкнутъ~х рd­
подгрупп Шмидта, то группа Х имеет норма.11:ьное р-допот-tение. 

В этой работе исследуется следующий вопрос: что можно сказать о группе Х, если в ней 

нет р-сверхразрешимых рd-подгрупп Шмидта, р > 2? Мы докажем, что конечная К­
группа с этим условием является р-замкнутой. Под К-группой мы понимаем конечную 

группу, у которой композиционные факторы являются известными простыми группами 

из множеств {Zp}, {An,n 2 5}, {Spor-}, {Chev}. 

Лемма 1. Пустъ Х коне-ч,на.я, не р-рпзрешпма.я, группа, у которой все собствен­

ные подгруппъ~ являются р-замкнутыми. Если нанболъшая нормалъная разрешимая 

подгруппа R(X) равна 1, то Х простая неабелева группа. 

Доказателъство. Из R(X) = 1, в частности, следует, что Ор(Х) = 1. Поэтому, как и в 
доказательстве заключения (1) леммы 3 в (7], показывается, что силовская р-подгруппа 
Риз Х является ТI-подгруп- пой. 

Пусть М ~ Z(P), мх i Р. Тогда из условия леммы следует, что < М, мх >= Х. 
Теперь из леммы 3 в [8] следует, что Е(Х) · М = Х. Е(Х) не может быть собственной 
р'-подгруппой в Х, иначе Х оказалась бы р-разрешимой группой. Е(Х) не может быть 
и собственой рd-подгруппой, ибо в противном случае она оказалась бы р-замкнутой , 

что невозможно для Е(Х) . Поэтому Е(Х) = Х. Если бы Е(Х) состояла из нескольких 
компонент, то они были бы р-замкнутыми подгруппами в Х по условию. Значит, Е(Х) 
состоит из одной простой компоненты, так как Z(X) ~ R(X) = 1. Лемма доказана. 

Лемма 2. Пустъ Х -- коне-ч,ная р-разрешимая минимад:ьнал не р-замкнутая группа 

с Ор(Х) = 1, р > 2. Пустъ Р естъ Sр-подгруппа в Х. Тогда 
(1) Р естъ Тl -подгруппа в Х; 

(2) Р является 'Цикли-ч,еской группой; 
(3) Х = Ор'(Х)ЛР и Р действует неприводимо на Ор'(Х) ; 
(4) 0 11, (Х) является q-группой; 
(5) Х .является р'-замкнутой группой Шмидта. 

Доказателъство. Заключение (1) доказывается дословно так же, как и заключение (1) 
в лемме 3 из [7] с использованием факта Ор(Х) = 1 вместо простоты группы. Поэтому 
заключение ( 1) верно. 

(2). Из заключения (1) и теоремы 2.2 в (9] теперь следует, что rnp(P) = 1. Из р > 2 
следует, что Р циклическая группа. 
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(3), (4), (5). Пусть М ~ Z(P), мх g Р. Тогда < М, мх >= Х, ибо в противном 
случае по условию М и мх содержались бы в Р. Теперь из леммы 2 в (8] следуют все 
утв~рждения (3)-(5). Лемма доказана. 

Лемма 3. Пустъ Х - конечна.я не р-разрешим.а.я группа, у которой все собствен:н:ые 

подгруппы .явл.яютс.я р-зам.кн,утым.и. EcmJ, Ор(Х) = 11 то Х - квазипроста.я группа. 

Доказателъство. Предположим, что R(X) =/:. 1 (в противном случае утверждение сде­
дует из леммы 1). Среди подгрупп, порождающих вместе с R( Х) всю группу Х, выберем 
наименьшую относительно включения L. Тогда по лемме 2 в [10] .R(X) nL ~ Ф(L). Если 
L С Х, то по условию L - р-замкнутая группа и тогда из L · R(X) = Х следовала бы 
р-разрешимость группы Х. Поэтому L = Х и .R(X) ~ Ф(Х). Так как P.R(X) =/:. Х для 
Sр-подгруппы Риз Х (ввиду р-разрешимости группы PR(X)), то РR(Х) - р-замкнутая 

группа. Пусть Несть холловская р'-подгруппа р-разрешимой группы PR(X). Так как 
по условию р не делит порядок группы R.(X) ~ Ф(Х), то Р R(X) = Р х Н, Н = R(X). 
Из Н <J Х следует, что и С х ( Н) = С <J Х . Р С С. Если С С Х, то по условию Р <J С <J Х и 
P<JX, что противоречит условию. Поэтому С= Х. Поэтому Н ~ Z(X) = R(X) = Ф(Х). 
По лемме 1 Х/ R(X) - простая неабелева группа (так как у Х/ R(X) все собственные 
подгруппы р-замкнуты) . Кроме того, из условия следует, что Х' = [Х, Х] не может быть 
собственной подгруппой в Х. Поэтому Х' = Х, Х / Z ( Х) - ттрос·гая неабелева группа и 
лемма доказана. 

Лемма 4. Пустъ Х - конечн,а.я не р-разрешима.я группа, у которой все собственн:ые 

подгруппы .явл.яютс.я р-замк"J-tутыми1 р > 2. Тогда Х естъ нерасщепл.яемое расшире­

н,ие р-группы Ро с пом.ощъю ква.зипростой .минималън,ой н,е р-замкн,утой группы без 

нормалъnъ~х р-подгрупп. С1мовс1сая р-подгруппа группы Х / Р0 является чиклической, а 
Р0 ~ Ф(Х). 

Доказателъство. Так как для группы Х = Х/Ор(Х) = Х/ Р0 и:Уrеет место Ор(Х) = 1, 
то Х является квазипростой группой по лемме 3. Так как Z(X) является р'-группой, 
то Sр-подгруппы групп Х и Х /Z(X) являются изоморфными. Теперь из леммы 3 в (7] 
следует, что Sр-подгруппа группы Х /Z(X) является циклической. Поэтому и у группы 
Х Sр-подгрупnа является циклической. 

Среди подгрупп, порождающих вместе с Р0 всю группу Х, выберем минимальную 
по включению L. Тогда по лемме 2 в [10] l~nL ~ Ф(L). Если L С Х, то по условию L -­
р-замкнутая группа . Но тогда Lp · Р0 <JLP0 = Х и Х оказалась бы р-замкнутой группой, 
что противоречит не р-разрешимости Х по условию. Поэтому L = Х и Р0 ~ Ф(Х). 
Лемма доказана. 

Лемма 5. Пусть Х - коnечnая р-разрешимая миnимал.ъна.я ne р-зам1сnутая группа. 
Тогда Х естъ р' -за.мкн,утая pd-гpynna Шмидта. В частnости1 ее Sр-подгруппа Р -
-цикл и ческа.я . 

Доказателъство. Пусть сначала р > 2. Предположим, что Ор(Х) =1 l. Тогда 
Х/Ор(Х) = Х удовлетворяет условиям леммы 2. Поэто);fу Х - р'-замкнутая группа 

Шмидта ввиду заключения (5) леммы 2. Как и в доказательстве леммы 4 (последний 
абзац) легко показать, что Ор(Х) = Р0 ~ Ф(Х). По теореме III.3 .5 в [1] тогда и Х яв­
ляется р' -замкнутой группой. Поэтому любая собственнан подгруппа М из Х является 

по условию нильпотентной. Значит, Х - - минимальная ненильпотентная группа. 
Пусть теперь р = 2. 
По условию леммы Х не имеет собственных 2' -замкнутых 2d-под- групп Шмидта, 

так как все ее собственные подгруппы 2--замкнуты. Но тогда по [11] Х должна быть 
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2-замкнутой грутrпой, что противоречит условию. Поэтому Х сама есгь 2'-замкнутая 

2d-подгруппа Шмидта. 

Из свойств групп Шмидта ([12]-[14]) теперь следует, что Р - циклическая группа. 

Лемма доказана. 

Лемма 6. Пустъ S = Р AQ - группа Шмидта. Тогда и тол:ько тогда S р­

сверхразреши./vtа, когда 1 Р 1 = р > q и q деллип р -- 1. В -частности, не существует 
р-зам?Снутых р-сверхразрешuм'Ых подгрупп Ш.w,идrпа dл.я р = 2, а при р > 2 все они 
сверхразреши.w.ъt. 

До?Сазателъство. В р-сверхразрешимой группе все главные факторы, порядки которых 

делятся нар, имеют порядки р. Поэтому из свойств групп Шмидта ([12]-[14]) следует, 
что 1 Р/Ф(Р) 1= р. Теперь из свойств rрупп Шмидта ([12]-(14]) следует, что Ф(Р) = 1, 
так как из Р/Ф(Р) ~ Zp следует, что Р --- абелева группа (Ф(Р) ~ Z(P)). Поэтому 
1 Р 1= р и q делит р - 1 ([4], лем:ма 10.2). Лемма доказана. 

Теорема 2. Пустъ Х - коне-чна.я К -группа. Если Х не имеет р-сверхразрешимых 

рd-подгрупп Шмидта, р > 2, то Х .являете.я. р-замкнутой группой. 

Доказателъство. Пусть М - собственная подгруппа в Х. По иидуктивному заклю­

чению М р--замкнутая группа. Предпо.тюжи.'v.1:, что Х не является р-замкнутой груп­

пой. Тогда Х -- минимальная не р-замкнутая группа. Если Х является р-разрешимой 
группой, то по лемме 5 Х есть р'-замкну~гая рd-подгруппа Шмидта (с I\иклической SР­
подгруппой Р). Но тогда Х - р-сверхразрешимая группа Шмидта, что исключено по 
условию. 

Пусть теперь Х является не р-разрешимой группой. Тогда в Х ес·гъ композиционный 

фактор А= А/ В, являющийся простой неабелевой рd-подгруппой. По теореме 2 в [7] 
А содержит р-сверхразрешимую подгруппу Шмидта Н. По лемме 5 в [7] тогда и Х 
содержит р-сверхразрешим:ую рd-подгруппу Ш:мидта Н0 . Но это исключено по условию. 

Значит, наше предположение неверно и Х - р-замкнутая группа. Теорема доказана. 

Замечание 1. Утверждение теоремы 2 имеет место и для р = 2. В самом деле, из леммы 
6 следует, что все 2-сверхразрешимые группы Шмидта исчерпываются 2' -замкнутыми 
группами . Теперь утверждение для р = 2 следует из [11]. 

Теорема 2 является развитием упомянуто-й теоремы 1. 

Abstract. In this paper is proved the following result: if а fiпite K-group Х has no p­
supersoluЫe Selнnidt pd-subgroups, then Х is а p-closed group. 

Литература 

[1] B.Huppert, Eпdliche Gruppen, I. Вегliп: Spгingeг-Veilag, 1П6'7, 793. 

[2] B.Нuppert, N.Вlackbшn, Fiпite gтoups, ТП, Beiliн: Springer- Verlag, 1982, 454. 

[З] D.Gorensteir1, R.Lyons, R .. Soloпюn, Tlie classij~catioп of tlte .finite sirnple groups, Matl1. 
surveys and monographs (AMS, Providence, R .. I.), 40:1 (1994), 1-165. 

[4] D.Gorenstein, R.Lyons, R.Solonюn, The classificatioп of the fiпite siтple groups, Math. 
surveys and rnoпogiaphs. (AMS, Providence, R. I.), 40:2 (1994), 1- 218. 

[5] Д.Горенстейн, Коне~тъtе простые группы. Введение в их классификацию, М.: Мир, 

1985, 352. 



198 0.В.Iолубева 
--------------------- . 

[6] С.А.Чунихин, Подгруппы конечн:ых групп, :vlн.: Наука и техника, 1964, 154. 

[7] Э.М.Пальчик, О.В.Голубева, О подгруппах Шмидта просrшых н,еабелевъtх кон,е"-t'Н'ЫХ 
К-групп, Известия Гомельского госуниверситета им. Ф.Скорины , Вопросы алгебры 

3(16) (2000), 138- 144. 

[8] В.И.Зенков, О порождении кон,е·ч:нъ~х групп К.11,ассом сопрлжен.пъ~~r: абеАевъ~х поd­
групп, Алгебра и логика, 35:3 (1996), 288 293. 

[9] D.Goldschmidt, А coпju_gationfamily for finite groups, J. Algebra, 16:1 (1970) , 138- 142. 

[10] Я.Г.Беркович, Э.М.Палъчик , О пересrпановоч:ности подгрупп коне"-tной группы, Си­

бирский матем. журн., 8:4 (1967) , 741 - 753. 

[11] Я.Г.Беркович, Теорема о н.ениАъпоrпенrпных разреш,им'ых подгруппах коне"-tно ~ 
группъt, В кн.: Конечные группы, Мн.: Наука и техника, 1966, 29 -39. 

[12) L.Redei, Die eпdlicheп eiпsti.ifi_g пichtnilpotenten Gruppen, РuЫ. Math. , 4 (1956) , 303-
324. 

[13] О.Ю.Шмидт, Групnъt, все подгруппъt которъ~х специалънъ~х:, Матем. сб . , 31 (19241. 
366 372. 

[14] Ю.А.Гольфанд, О группах, все nодгруппъt которых специалъные, ДАН СССР, 60: 
(1948), 1313- 1315. 

Полоцкий государственный университет 

211440 Полоцк, Беларусь 

Поступило 8.06.200t.. 


