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ВВЕДЕНИЕ

Учебно-методический комплекс «Теория вероятностей и математи-
ческая статистика» для студентов специальностей 1-40 01 01 «Программ-
ное обеспечение информационных технологий», 1-40 02 01 «Вычислитель-
ные машины, системы и сети» соответствует учебной программе по дис-
циплине «Теория вероятностей и математическая статистика» для техни-
ческих специальностей высших учебных заведений, утвержденной Мини-
стерством образования РБ и ориентирован на семестровый лекционно-
практический курс.

Комплекс состоит из двух частей. В первую часть включены:
– лекционный курс, состоящий из пяти разделов: «Случайные собы-

тия», «Случайные величины», «Некоторые законы распределения дискрет-
ных и непрерывных случайных величин», «Закон больших чисел», «Дву-
мерные случайные величины»;

– практикум, содержащий решения типовых задач по каждому раз-
делу и задания для самостоятельной аудиторной и домашней работ;

– индивидуальные задания расчетно-графической работы (20 вариантов);
– экзаменационные вопросы;
– рекомендуемая литература;
– приложения.
Структура первой части УМК следующая. Лекционный курс состоит 

из пяти тематических разделов. Каждый раздел включает в себя до пяти
лекций, которые содержат основные понятия, определения и свойства,
теоремы, а также поясняющие примеры.

В лекционном курсе УМК используется следующая система ссылок 
и нумераций. Каждая лекция имеет свою нумерацию определений, теорем, 
соотношений, рисунков, ссылок; нумерация лекций – сквозная. В каждой 
отдельной лекции используется двойная нумерация определений и теорем 
(например, выражение «теорема 3.1» означает, что эта теорема находится в 
третьей лекции под номером один).

Практикум также состоит из пяти разделов, соответствующих лекци-
ям. Каждый раздел в соответствии с рабочей программой разбит на от-
дельные практические занятия, которые представлены стандартным набо-
ром: типовые решённые задачи; задачи для самостоятельного решения в 
аудитории и дома (основная масса этих задач приводится с ответами).

Коллектив авторов выражает глубокую благодарность рецензентам 
за ряд ценных советов и замечаний, способствующих улучшению содер-
жания рукописи.
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ЛЕКЦИОННЫЙ КУРС 

РАЗДЕЛ I. СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ

ЛЕКЦИЯ 1. СОБЫТИЯ И ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ

Предмет теории вероятностей. Основные понятия. Теория вероятно-
стей есть математическая наука, изучающая закономерности в случайном.

Случайным называется событие, которое может произойти или не 
произойти в результате эксперимента (опыта). События обозначаются за-
главными буквами латинского алфавита A, B, C, … .

Опытом называется осуществление определённого комплекса условий.
Примеры:
– опытом является вытаскивание белого шара из урны с белыми и 

черными шарами, событиями – «извлечение белого шара», «извлечение 
чёрного шара», комплекс условий таков – шары одинаковы по размеру, 
массе, на ощупь, тщательно перемешаны, урна непрозрачна;

– опытом является подбрасывание монеты, событиями – «выпадение 
герба на её верхней стороне», «выпадение цифры на её верхней стороне», 
комплексом условий – симметричность монеты.

Достоверным называется событие, которое обязательно произойдёт 
в данном опыте. Например, если в ящике находятся только белые шары, то 
событие «из ящика извлечён белый шар» является достоверным.

Невозможным называется событие, которое не может произойти в 
данном опыте. Например, событие «выпадение десяти очков при бросании 
игрального кубика» является невозможным.

События называются несовместными, если появление одного из них 
исключает появление других в одном и том же опыте. Если же появление од-
ного события не исключает возможности появления других событий, то та-
кие события называются совместными. Например, при извлечении из колоды 
одной игральной карты события «появление валета» и «появление дамы» не-
совместны. События «появление валета» и «появление пики» – совместны.

События называются элементарными исходами опыта, если он может 
завершиться одним и только одним из них. Например, при подбрасывании 
игральной кости (кубика) таких исходов шесть: во-первых, никаких других,
кроме этих шести, нет и, во-вторых, никакие два (или больше) из них не мо-
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гут наступить вместе. Элементарные исходы обозначают i  ( ni ,1 ), их со-

вокупность (пространство элементарных исходов) – { }i   .

Элементарные исходы, при которых данное событие наступает, на-
зываются благоприятствующими этому событию. Так, при подбрасывании 
игрального кубика элементарные исходы, заключающиеся в выпадении 
двойки, четверки, шестерки, благоприятствуют событию «выпало чётное 
число очков». Достоверному событию благоприятствуют все элементар-
ные исходы, поэтому будем обозначать это событие буквой  . Невозмож-
ному событию не благоприятствует ни один исход, поэтому такое событие 
обозначается символом пустого множества .

►Пример 1. Подбрасываются два отличающихся игральных кубика. 
Записать пространство элементарных исходов этого опыта.

Решение. Исходы обозначим упорядоченной парой чисел, выпав-
ших на первом и втором кубиках соответственно. Всего получится 36 пар. 
Ответ удобно записать в виде таблицы.

)1;1( )1;2( )1;3( )1;4( )1;5( )1;6(
)2;1( )2;2( )2;3( )2;4( )2;5( )2;6(
)3;1( )3;2( )3;3( )3;4( )3;5( )3;6(
)4;1( )4;2( )4;3( )4;4( )4;5( )4;6(
)5;1( )5;2( )5;3( )5;4( )5;5( )5;6(
)6;1( )6;2( )6;3( )6;4( )6;5( )6;6(

Замечание. В опыте с двукратным подбрасыванием одного кубика 
пространство элементарных исходов будет таким же.◄

►Пример 2. Подбрасываются два одинаковых игральных кубика. 
Записать пространство элементарных исходов этого опыта. 

Решение. Поскольку кубики неразличимы, пары чисел в данном 
опыте неупорядочены. То есть теперь исходы )1;2(  и )2;1(  (см. пример 1) 

совпадают. Значит, из   следует исключить все пары, расположенные ни-
же главной диагонали. При этом останется 21 исход.◄

►Пример 3. Регистрируется сумма очков, выпавших при подбрасы-
вании двух игральных кубиков. Записать пространство элементарных ис-
ходов этого опыта. 

Решение. Сумма может принимать значения 2, 3, 4, …, 11, 12. То 
есть имеется 11 исходов:

1 2 3 4 5 6 7 8{ 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,                 

9 10 1110, 11, 12}      .◄
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►Пример 4. В урне находится 12 пронумерованных шаров. Опыт 

состоит в извлечении одного шара из урны. Требуется:
а) указать элементарные события (исходы), благоприятствующие со-

бытиям: A – «появление шара с нечётным номером», B – «появление ша-
ра с чётным номером», C – «появление шара с номером, большим, чем 3», 
D – «появление шара с номером, меньшим, чем 7»;

б) пояснить, что означают события B  и C ;
в) указать, какие из пар событий A , B , C , D  совместны, а какие – нет.
Решение. а) Пространство элементарных исходов представим в виде 

}{ i , где i – появление шара с номером i , где 12,1i .

Рассмотрим события A , B , C , D  как подмножества пространства 
 . Элементарные события, входящие в эти подмножества, и являются бла-
гоприятствующими указанным событиям:

1 3 5 7 9 11{ , , , , , }A        ,

2 4 6 8 10 12{ , , , , , }B        ,

4 5 6 7 8 9 10 11 12{ , , , , , , , , }C           ,

1 2 3 4 5 6{ , , , , , }D        .

б) Событие B  означает, что событие B  не происходит, то есть

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11{ , , , , , , , , , , }B             ,

откуда следует, что AB  .

Событие C  является противоположным событию C , поэтому 

1 2 3{ , , }C     .

в) События A  и B  несовместны; события A  и C , A  и D , B  и C –
совместны (остальные – тоже).◄

Действия над событиями. Произведением (или пересечением) собы-
тий A  и B  называется событие BA , которое наступает при осуществ-
лении A  и B  вместе.

Например, при бросании игральной кости событие «выпало 5» явля-
ется произведением событий «выпало нечётное» и «выпало больше 3».

Очевидны соотношения

A =, AA  , AAA  .

Кроме того, A В=, если A  и B – несовместны. В соответствие с 
определением элементарных исходов i j   , если ji  .

Суммой (или объединением) событий A  и B называется событие 
BA , которое наступает при осуществлении A  или B (или A  и B ).
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Пусть A – выпадение числа, меньшего пяти, B – выпадение четного 
числа. Тогда BA – выпадение любого из чисел, кроме пяти. 

Очевидны соотношения
A  A , A , AAA  .

Пусть A – выпадение чисел k  и l  при одновременном бросании 
двух неразличимых игральных костей. Тогда ),(),( kllkA  , где исполь-

зованы обозначения из примера 1.
Повторно применяя введенные операции, можно определить сумму и 

произведение большего числа событий.
Разностью событий A  и B  называется событие BA \ , которое на-

ступает при осуществлении A и неосуществлении B .
Пусть A – выпадение числа, меньшего пяти, B – выпадение четного 

числа. Тогда BA \ – выпадение единицы или тройки. 
Событие A , состоящее в том, что в результате опыта событие A  не 

произойдёт, называется противоположным к A .
Например, события «выпало чётное число» и «выпало нечётное чис-

ло» – противоположные.
Очевидны соотношения

 AA , AA , AA  .
Рассмотренные действия над событиями имеют геометрическую ин-

терпретацию. Пространство элементарных событий   представим в виде 
квадрата, каждой точке которого соответствует элементарное событие. То-
гда случайные события будут изображаться в виде некоторых фигур, ле-
жащих в квадрате  . На рис. 1 штриховкой указаны сумма, произведение 
и разность событий А и В, а также A .

►Пример 5. Производится два выстрела по цели. Событие A – «по-
падание при первом выстреле», B – «при втором». Выразить событие C –
«поражение цели» через A  и B .

А

В

  Рис. 1



А

В



А

 

А

В
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Решение. События A  и B  означают промах при первом и втором 
выстрелах соответственно.

Цель будет поражена в следующих случаях:
– попадание при первом выстреле и промах при втором,
– промах при первом выстреле и попадание при втором,
– попадание при первом и втором выстрелах.
Событие C  заключается в наступлении или первого, или второго, 

или третьего вариантов, то есть
ABBABAC  .

С другой стороны, BAC  . Тогда BAC  .◄

ЛЕКЦИЯ 2. ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТИ

Классическое определение вероятности. Элементарные исходы на-
зывают равновозможными, если нет объективных причин появления одно-
го из них чаще других. Например, при подбрасывании игральной кости 
равновозможность исходов обеспечивается её симметрией и неконтроли-
руемостью начальных условий движения. По этой причине все 36 исходов 
из примера 1 лекции 1 равновозможны.

Равновозможность исходов при повторении опыта позволяет ожи-
дать, что событие, которому благоприятствует больше исходов, будет на-
ступать чаще.

В качестве меры таких ожиданий используют понятие вероятности. 
Определение 2.1. Вероятностью случайного события называется 

отношение числа элементарных исходов, ему благоприятствующих, к об-
щему числу равновозможных элементарных исходов данного опыта:

n

m
AP )( .

В соответствии с данным определением, вероятность – это безраз-
мерная величина, заключенная между нулём и единицей.

1)(0  AP .                                               (1)

В частности, вероятность достоверного события (ему благоприятст-
вуют все исходы) равна единице, а невозможного (ему не благоприятству-
ет ни один исход) – нулю:

1)( P  (условие нормировки), 0)( P .   (2)

Кроме того,
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)()()( BPAPBAP  ,                                    (3)

если события A  и B  несовместны (не пересекаются), и

)(1)( APAP  .                                            (4)

С помощью (4) определяется, например, вероятность промаха, если 
известна вероятность попадания, или наоборот (если вероятность попада-
ния для орудия равна 0,9, то вероятность промаха для него 1-0,9=0,1).

Соотношения (1) – (4) отражают основные свойства вероятности.
►Пример 1. Пусть в урне имеется пять белых и три красных шара. 

Из неё наугад извлекается шар. Пусть событие A – появление белого шара, 
событие B – появление красного шара. Тогда полная группа событий со-
стоит из восьми равновозможных, благоприятствуют событию A  пять ис-
ходов, событию B – три. Значит,

8

5
)( AP ,   

8

3
)( BP .◄

►Пример 2. Найти вероятности исходов 1 2   и 3 4   из примера 

3 лекции 1.
Решение. Исходу 1 2   благоприятствует одна комбинация (1;1) из 

36 возможных, поэтому  
1

36
P  . Исходу 3 4   благоприятствуют три 

комбинации (1;3) (3;1) (2;2) из 36 возможных, поэтому 
3 1

36 12
P   .

То есть элементарные исходы опыта из примера 3 лекции 1 неравно-
возможны. Тем не менее, их вероятности найдены с помощью классиче-
ского определения и свойств вероятности благодаря симметрии игральной 
кости. ◄

Подход к вычислению вероятности, основанный на её классическом 
определении, несомненно, конструктивен, но не идеален. Обычно для обос-
нования равновозможности исходов используют соображения, основанные 
на симметрии. Имеет ли она место в действительности, априори (до опыта) 
не ясно. Например, при правильной геометрии игральная кость может ока-
заться неоднородной и будет чаще становиться на тяжелую грань. Более того, 
строгой симметрии не может быть в принципе (как и ничего идеального). По-
этому равновозможность есть некая идеализация, позволяющая строить тео-
рию, с приемлемой точностью описывающую реальность. 

Наконец классическое определение неприемлемо, если симметрия 
априори отсутствует (как при подбрасывании усеченной пирамидки). В та-
кой ситуации вероятности исходов узнают из эксперимента.
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Статистическое определение вероятности. Пусть в результате неко-
торого опыта может произойти или не произойти событие A . Повторим этот 
опыт n  раз и пусть m – число опытов, в которых появилось событие A .

Определение 2.2. Относительной частотой события A  в прове-
денной серии опытов )(A называется отношение числа m опытов, в кото-

рых появилось A , к числу n всех опытов:

n

m
A )( .

Очевидно наличие у   тех же свойств, что и у классически опреде-
ленной вероятности:

1)(0  A , 1)(  , 0)(  , )(1)( AA  
и

)()()( BABA   ,

если события A  и B  несовместны.
Относительная частота находится только после проведения серии 

опытов и может меняться от серии к серии. Однако замечено, что при уве-
личении числа опытов относительная частота приближается к некоторой 
постоянной. Эту постоянную считают вероятностью данного события, ко-
торая называется статистической.

Например, в опытах по бросанию монеты относительная частота по-
явления герба при 12000  бросаний оказалось равной 0,5016 , а в опыте с 

24000  бросаний – 0,5005.
Статистическое определение вероятности также не лишено недос-

татков. Точное значение )(AP  (даже при идеальной равновозможности ис-

ходов) в рамках статистического подхода не может быть найдено, так как 
его определение связано с постановкой бесконечного числа опытов. Более 
того, при любом конечном числе повторений остается принципиальная 
возможность неприемлемо большой ошибки. 

Отдельная проблема – воспроизведение всего комплекса условий 
при повторениях опыта. Представим себе полую игральную кость, по внут-
ренней поверхности которой ползает улитка. Ясно, что в этом случае ни о 
каком повторении опытов не может быть и речи. Самое печальное, что мы 
об этом можем и не знать, если кубик непрозрачен. Только относительная 
частота при увеличении числа опытов не будет приближаться к некоторой 
постоянной.

В заключение ещё раз подчеркнем, что приведенные выше свойства 
вероятности имеют место независимо от использованного её определения.
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Основные комбинаторные схемы. Часто количество благоприятст-
вующих или всех элементарных исходов испытания определить непосред-
ственно сложно, так как оно представляет, например, число способов, ко-
торыми можно выбрать некоторое множество объектов из имеющихся.
Примером такой ситуации являются задачи, условие которых можно пред-
ставить в виде «урновой схемы»: в урне имеется N  шаров, из них M  го-
лубых, остальные MN  – красные. Рассмотрим основные схемы вычис-
ления количества исходов в таких случаях.

Правило произведения
Если из некоторого конечного множества первый объект (элемент a )

можно выбрать 1n  способами, а второй объект (элемент b ) – 2n  способами, 

то оба объекта a и b можно выбрать 21 nn   способами.
►Пример. Бросают два кубика – белый и красный. Пусть на белом 

выпадает число a , на красном – b . Всего возможных комбинаций чисел 
),( ba : 3666  .◄

Правило суммы
Если из некоторого конечного множества элемент a  можно выбрать 

1n  способами, а элемент b – 2n  способами, причём способы 1n  и 2n  не пе-

ресекаются, то любой из элементов a  или b  можно выбрать 21 nn   спосо-

бами.
►Пример. Сколько существует способов выбора одного карандаша 

из коробки, содержащей 5 красных, 7 синих и 3 зелёных карандаша.
Решение. Один карандаш можно выбрать 5+7+3=15 способами.◄

Размещения
Имеются n  различных элементов naaa ...,,, 21 . Из них составляют 

всевозможные расстановки длины k . Например, 421 aaa – расстановка 

длины 3. Две расстановки длины k считаются различными, если они отли-
чаются видом входящих в них элементов или порядком их следования в
расстановке. Такие расстановки называются размещениями без повторе-

ний из n  по k , а их число обозначают k
nA .

При составлении размещений на первое место можно поставить лю-
бой из имеющихся n элементов. На второе место теперь можно поставить 
только любой из 1n  оставшихся. И, наконец, на k -тое – любой из 

1 kn  оставшихся предметов. По правилу произведения получаем, что 
общее число размещений без повторений из n  по k  равно

)!(

!
)1)...(1(

kn

n
knnnAk

n 
 .
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Напомним, что nnn  )1(...321!  и 1!0  .
►Пример. Сколькими способами можно набрать семизначный код, 

если все его цифры различны?
Решение. Первую цифру можно набрать 10 способами, вторую – 9, 

так как одна цифра уже использована, и т. д., седьмую – 4. Тогда общее 
число возможных размещений равно

604800
)!710(

!10
456789107

10 


A .◄

Перестановки
При составлении размещений из n элементов по k  мы получали рас-

становки, отличающиеся друг от друга либо составом, либо порядком эле-
ментов. Но если брать расстановки, которые включают все n  элементов, то 
они могут отличаться друг от друга лишь порядком. Такие расстановки на-
зываются перестановками из n  элементов, а их число обозначается nP . 

Следовательно, число перестановок равно

!
)!(

!
n

nn

n
AP n

nn 


 .

►Пример. Сколькими различными способами могут разместиться 
на скамейке 5 человек?

Решение. 12054321!55 P .◄

Сочетания
В тех случаях, когда порядок элементов в расстановке не важен, то 

говорят о сочетаниях. Сочетаниями из n  различных элементов по k  назы-
ваются все возможные расстановки длины k , образованные из этих эле-
ментов и отличающиеся друг от друга составом, но не порядком элемен-

тов. Общее число сочетаний обозначают через k
nC  или 








k

n
.

Определим это число. Составим все сочетания из n  по k . Затем пе-
реставим в каждом сочетании элементы всеми возможными способами. 
Теперь мы получим расстановки, отличающиеся либо составом, либо по-
рядком, то есть это все размещения без повторений из n  по k . Их число 

равно k
nA . Учитывая, что каждое сочетание дает !k  размещений, по прави-

лу произведения можно записать k
n

k
n AkC  ! . Тогда

!

)1)...(1(

k

knnn
C k

n


  или 
)!(!

!

knk

n
C k

n 
 .
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Для чисел k
nC (они называются биномиальными коэффициентами) 

справедливы тождества (докажите их самостоятельно):
kn

n
k
n CC   (правило симметрии),

nn
nnn CCC 2...10  ,

1
11

  k

n
k
n

k
n CCC  (правило Паскаля),

10  n
nn CC .

►Пример. Составить различные сочетания по два из элементов 
множества }5,4,3{A  и подсчитать их число.

Решение. Из трёх элементов можно составить следующие три соче-
тания по два элемента: }4,3{ , }5,3{ , }5,4{ . Их число можно подсчитать и 

по формуле
)!(!

!

knk

n
C k

n 
 :

3
121

3212
3 




C .◄

►Пример. Сколькими различными способами можно выбрать три 
лица на три одинаковые должности из десяти кандидатов?

Решение. Поскольку несущественно, в каком порядке отобраны 

кандидатуры, число вариантов равно 120
!7!3

!10

)!310(!3

!103
10 





C .◄

►Пример. Сколько различных прямоугольников можно вырезать из 
клеток доски, размер которой равен nm ?

Решение. Прямоугольник однозначно определяется положением его 
сторон. Горизонтальные стороны могут занимать любое из 1m  положе-

ний Тогда число способов их выбора равно 2
1mC . Вертикальные стороны 

можно выбрать 2
1nC  способами. По правилу произведения заключаем, что 

количество прямоугольников равно 2
1

2
1   nm CC .◄

При большом n  подсчет числа вариантов по этим формулам требует 
громоздких вычислений !n . В таком случае пользуются асимптотической 
формулой Стирлинга

)(2! n
n

e
e

n
nn 






  , где 

n
n

12

1
)(  .

Замечание. Выше предполагалось, что все n  элементов данного 
множества различны. Если некоторые элементы повторяются, то количест-
во расстановок вычисляют по другим формулам.
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Например, если среди n  элементов есть 1n  элементов одного вида, 

2n  элементов другого вида и т.д., то число перестановок с повторениями

находится по формуле

!...!!

!
)...,,,(

21
21

k
kn nnn

n
nnnP


 ,

где nnnn k  ...21 .

Число размещений с повторениями из n  элементов по m  элементов 

равно mn , то есть
m

повтс
m
n nA .)( .

Число сочетаний с повторениями из n  элементов по m равно числу 
сочетаний без повторений из 1 mn  элементов по m  элементов, то есть

m
mnповтс

m
n CC 1.)(  .

Решим задачи с условием в виде «урновой схемы».
►Пример. В партии из 10 деталей 7 стандартных. Найти вероят-

ность того, что среди 6 взятых наугад деталей 4 стандартных.
Решение. Общее число возможных элементарных исходов испыта-

ния n  равно числу способов, которыми можно извлечь 6 деталей из 10, то 

есть числу сочетаний из 10 элементов по 6 элементов: 6
10Cn  . Определим 

число исходов, благоприятствующих событию A – «среди 6 взятых дета-
лей 4 стандартных». 4 стандартные детали из 7 стандартных можно вы-

брать 4
7C  способами, при этом остальные 246   детали должны быть 

нестандартными; взять же 2 нестандартные детали из 3710   нестан-

дартных деталей можно 2
3C  способами. Следовательно, число благоприят-

ных исходов равно 4
7C 2

3C .

Искомая вероятность равна отношению числа исходов, благоприят-
ствующих событию, к числу всех элементарных исходов:

5,0
!10

!4!6

!1!2

!3

!3!4

!7
)( 6

10

2
3

4
7 













C

CC
AP .◄

►Пример. В коробке 105 красных и 15 чёрных шаров. Наугад из-
влекаются 10 шаров. Найти вероятность того, что среди них хотя бы один 
красный.

Решение. Пусть событие 1A  состоит в том, что среди десяти наугад 

извлечённых шаров есть один красный, событие 2A – два красных, и т. д., 

событие 10A  состоит в том, что среди десяти наугад извлечённых шаров 
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все десять красные. Тогда 10987654321 AAAAAAAAAAA 

или 



10

1i
iAA . События iA  ( 10...,,1i ) несовместны, поэтому





10

1
)()(

i
iAPAP , 

где      10
120

9
15

1
105

1)(
C

CC
AP


 ,   

10
120

8
15

2
105

2 )(
C

CC
AP


 ,   …,   

10
120

0
15

10
105

10 )(
C

CC
AP


 .

Теперь можно найти )(AP . Но вычисление всех десяти вероятностей 

)( iAP и последующее их суммирование – процесс трудоёмкий, поэтому 

рассмотрим другой подход к решению задачи.

Событие A – среди десяти наугад извлечённых шаров нет ни одного 

красного – противоположное к A . Его вероятность: 10
120

10
15)(

C

C
AP  . Тогда

975,0025,011)(1)(
10
120

0
15

10
105 




C

CC
APAP .◄

Классическое определение вероятности предполагает, что все эле-
ментарные исходы равновозможны. Равновозможность исходов опыта 
следует из предполагаемой симметрии (как в случае игрального кубика 
или монеты). Задачи, в которых можно исходить из соображений симмет-
рии, на практике встречаются редко. К тому же, это определение преду-
сматривает только конечное или счётное множество элементарных исхо-
дов и обязательное знание их вероятностей, что не всегда имеет место. По-
этому классическое определение вероятности события не является общим.

Аксиоматическое построение теории вероятностей. В настоящее 
время наиболее распространена логическая схема построения теории веро-
ятностей А.Н. Колмогорова (1933 г.). Приведём её основные положения.

Пусть  – пространство элементарных событий некоторого опыта и 
в   выделена система событий F  (алгебра событий), удовлетворяющая
свойствам:

– F ;

– FAFA  ;
– FABFBAFBFA  ии .

Предположим, что каждому событию FA  поставлено в соответст-
вие число )(AP – вероятность случайного события A  и верны аксиомы:

1. 0)( AP  для любого FA ;

2. 1)( P  (условие нормировки);
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3. Если A  и B  несовместны, то )()()( BPAPBAP  .

Введённая таким образом тройка ),,( PF называется вероятност-

ным пространством. Этот подход позволяет по известным вероятностям 
одних событий вычислять вероятности других, достаточно сложных собы-
тий, пользуясь только перечисленными аксиомами (при этом не обсужда-
ется трудный вопрос о том, откуда известны первоначальные вероятности).
Примером является геометрическая схема теории вероятностей.

Аксиоматический подход не указывает, как конкретно находить ве-
роятность, поэтому для решения задач целесообразно использовать клас-
сическое, статистическое и геометрическое определения вероятности.1

Геометрическое определение вероятности. Рассмотрим опыт, со-
стоящий в бросании случайным образом точки на отрезок ];0[ l , предпола-

гая, что попадания в любую точку равновозможны. Пространство элемен-
тарных событий в этом опыте – все точки отрезка ];0[ l – событие  . По-

скольку множество элементарных исходов несчётно (бесконечно) и все 
они равновозможны, то для любого  : 0)( p . То есть классическая 

схема неприменима. Припишем событию A – попаданию брошенной точ-
ки на отрезок ];[ ba , входящий в ];0[ l , – вероятность, пропорциональную 

его длине:
)()( abkAP  ,

где ab  – длина отрезка. Коэффициент k  найдём из условия нормировки:

l
klklkP

1
1)0()(  ,

тогда

l

ab
AP


)( .

Легко убедиться в справедливости всех аксиом.
Вместо отрезка можно говорить о плоской фи-

гуре (рис. 1). Пусть на плоскости задана квадрируемая 
область (область, имеющая площадь) G . Её площадь 
обозначим GS . В области G  содержится область g

площади gS . В область G  наудачу брошена точка. 

Какова вероятность того, что она попадет в область g ?

                                                
1 Горелова, Г.В. Теория вероятностей и математическая статистика в примерах и задачах с примене-

нием Excel: учеб. пособие для вузов / Г.В. Горелова, И.А. Кацко. – 2-е изд., испр. и доп. – Ростов н/Д: Феникс, 
2002. – 400 с., ил.

G

Рис. 1

g
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Хотя каждое из множеств G  и g  содержит бесконечное множество 

точек, однако «вместимость» множества G  больше во столько раз, во 
сколько GS  превышает gS . Принимая равновозможность всех вариантов, 

можно считать, что искомая вероятность равна

G

g

S

S
AP )( .

Аналогично поступают и в трёхмерном случае:

G

g

V

V
AP )( .

►Пример. На плоскости начерчены две кон-
центрические окружности радиусами 5 см и 10 см. 
Найти вероятность того, что точка, брошенная нау-
гад в большой круг, попадет в кольцо (рис. 2), обра-
зованное концентрическими окружностями (собы-
тие A ).

Решение. Найдём площадь меньшего круга 
(области g ):

π75)510(π 22 gS .

Найдём площадь большего круга (области G ):

π10010π 2 GS .

Отсюда искомая вероятность равна:

75,0
π100

π75
P .◄

ЛЕКЦИЯ 3. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Рассмотрим ряд теорем, которые позволят выразить вероятность од-
ного события через вероятности других.

Пусть A  и B  являются исходами одного и того же опыта. Эти исхо-
ды могут осуществиться как:

1) сумма событий A , B , где A  и B несовместные;
2) сумма событий A , B , где A  и B совместные;
3) произведение событий A , B , где одно из этих событий зависит от 

наступления другого;
4) произведение событий A , B , где A  и B независимые.

Рис. 2

Рис. 2
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Вероятность суммы событий. Рассмотрим первый случай. Пусть 
общее число равновозможных несовместных исходов данного опыта равно 
N , причем n  из них благоприятствуют событию A , m – событию B , то 

есть
N

n
AP )( , 

N

m
BP )( . Так как события A  и B  несовместны, то их 

сумме благоприятствуют все mn   событий. Согласно классическому оп-
ределению вероятности:

)()()( BPAP
N

m

N

n

N

mn
BAP 


 .

(Формула справедлива и для случая нескольких событий.)
Из приведённых рассуждений следует
Теорема 3.1 (о вероятности суммы двух несовместных событий). 

Вероятность суммы двух несовместных событий равна сумме вероятно-
стей этих событий, то есть

)()()( BPAPBAP  .

(Это утверждение есть свойство вероятности.)
Следствие 1. Если 1A , 2A , …, nA – попарно несовместные события, 

то вероятность их суммы равна сумме вероятностей этих событий:
)(...)()()...( 2121 nn APAPAPAAAP  .

Следствие 2. Вероятность суммы попарно несовместных событий 

1A , 2A , …, nA , образующих полную группу, равна 1:

1)(...)()()...( 2121  nn APAPAPAAAP .

Следствие 3. События A  и A  несовместны и образуют полную 
группу событий, поэтому

1)()()(  APAPAAP .

Отсюда
)(1)( APAP  .

►Пример. Спортсмен стреляет по мишени, разделённой на три сек-
тора. Вероятность попадания в первый сектор равна 0,4, во второй – 0,3. 
Какова вероятность попадания либо в первый, либо во второй сектор?

Решение. События A – «попадание в первый сектор» и B – «попа-
дание во второй сектор» несовместны, поэтому применима теорема 3.1. 
Тогда

7,03,04,0)()()(  BPAPBAP .◄
►Пример. Завод производит 85% продукции первого сорта и 10% –

второго. Остальные изделия считаются браком. Найти вероятность того, 
что взятое наугад изделие будет бракованным.
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Решение. 05,0)1,085,0(1 P .◄

Рассмотрим второй случай. В результате опыта могут произойти со-

бытия AB , BA , BA , BA . Первое из них состоит в том, что произошли оба 
события A  и B , второе – в том, что произошло событие A , а событие B  не 
произошло, и т. д. Эти события образуют пространство элементарных ис-
ходов опыта, так как они несовместны и при проведении испытания одно 
из них обязательно произойдёт.

Пусть общее число равновозможных исходов испытания равно N , 

причём 1n  из них благоприятствуют событию AB , 2n – событию BA , 3n –

событию BA , 4n – событию BA . Так как эти события являются простран-

ством элементарных исходов, то Nnnnn  4321 . Найдём вероятность 

каждого элементарного исхода:

N

n
ABP 1)(  ,     

N

n
BAP 2)(  ,   

N

n
BAP 3)(  ,     

N

n
BAP 4)(  .

Событию A  благоприятствуют 21 nn   равновозможных исходов, со-

бытию B – 31 nn   равновозможных исходов, то есть

N

nn
AP 21)(


 ,   

N

nn
BP 31)(


 .

Событию BA благоприятствуют 321 nnn   равновозможных ис-

ходов, поэтому

N

nnn
BAP 321)(




или

)()()()( 13121 ABPBPAP
N

n

N

nn

N

nn
BAP 





 .

Теорема 3.2 (о вероятности суммы двух совместных событий). Ве-
роятность суммы двух совместных событий равна сумме вероятностей 
этих событий без вероятности их произведения, то есть

)()()()( ABPBPAPBAP  .

Выведите самостоятельно теорему сложения вероятностей трёх со-
вместных событий:

)()()()()()()()( ABCPBCPACPABPCPBPAPCBAP  .

Указание. Свести сумму трёх событий CBA   к сумме двух собы-
тий CBA  )( :

CBACBA  )( .
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►Пример. Вероятность попадания в мишень для первого стрелка 
равна 0,85, для второго – 0,8. Стрелки независимо друг от друга сделали по 
одному выстрелу. Найти вероятность того, что в мишень попадёт хотя бы 
один стрелок.

Решение. Пусть событие A – «попадание первого стрелка», B –
«попадание второго стрелка», C – «попадание хотя бы одного из стрел-
ков». Тогда BAC  , где A  и B – совместные и независимые события, 
поэтому применима теорема 3.2:

97,08,085,08,085,0)()()()()(  ABPBPAPBAPCP .◄
►Пример. Из группы студентов 10 % знают английский язык, 5 % –

французский и 1 % – оба языка. Какова вероятность того, что наугад вы-
бранный студент не знает ни одного иностранного языка?

Решение. 86,0)01,005,01,0(1 P .◄

Иногда вероятность наступления какого-либо из событий зависит от 
того, произошло или не произошло другое событие.

►Пример. В коробке 20 шаров. Из них 5 красных и 15 чёрных. Нау-
дачу извлекается один шар и не возвращается в коробку. Затем из коробки 
снова извлекается один шар. Какова вероятность того, что этот шар крас-
ный? Найти вероятность того, что оба извлечённых шара красные?

Решение. Пусть событие A  состоит в том, что первым вынули крас-
ный шар, событие B – вторым вынули красный шар. Понятно, что вероят-
ность события B  зависит от того, какого цвета был первый извлечённый 
шар, то есть

19

4

120

15
)/( 




ABP .

Событие «извлечённые подряд два шара – красные» состоит в насту-
плении событий A  и B , причём вероятность события B  зависит от насту-
пления или не наступления события A , поэтому

19

1

19

4

20

5
)/()()(  ABPAPABP .◄

Определение 3.1. Вероятность события B , вычисленная при усло-
вии, что произошли события 1A , 2A , …, nA , называется условной и обо-

значается ).../( 21 nAAABP   (событие B  в таком случае называется зави-

симым от событий 1A , 2A , …, nA ). Если же вероятность события B не свя-

зана с осуществлением событий 1A , 2A , …, nA , то она называется безус-

ловной (событие B  в этом случае называется независимым от событий 1A , 

2A , …, nA ).
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По определению событие B зависит от события A , если
)()/( BPABP  . Если же )()/( BPABP  , то событие B не зависит от со-

бытия A .
Вероятность произведения событий. Рассмотрим третий и четвёр-

тый случаи. Пусть в результате некоторого опыта может произойти собы-
тие B , но только в том случае, если произойдёт событие A . Допустим, что 
событию A  благоприятствуют )(Am исходов опыта ( 0)( Am ) из n  рав-

новозможных элементарных, а событию AB – )(ABm  исходов. По класси-

ческому определению вероятности:

n

Am
AP

)(
)(  , 

n

ABm
ABP

)(
)(  .

Если A  произошло, то реализован один из )(Am  исходов, и событие 

B  может произойти, только если произойдёт один из исходов, благоприят-
ствующих AB . Таких исходов )(ABm . Поэтому естественно положить ус-

ловную вероятность события B  при условии, что A  произошло, равной 
отношению

)(
)()(

:
)(

)(
)(

)/(
AP

ABP
n
Am

n
ABm

Am
ABm

ABP  .

Полученное равенство можно записать в виде
)/()()( ABPAPABP  .

Теорема 3.3 (о вероятности произведения двух событий). Вероят-

ность произведения двух событий равна произведению вероятности одного 
из них на условную вероятность другого при условии, что первое событие 
уже произошло:

)/()()( ABPAPABP   или )/()()( BAPBPABP  .

Эту теорему можно обобщить на случай, когда событий больше 
двух. Например, для трёх она имеет вид

)/()/()()( ABCPABPAPABCP  .

Понятно, что если два события независимые, то )()/( BPABP   и 

формула из теоремы 3.3 принимает вид
)()()( BPAPABP  .

Теорема 3.4 (о вероятности произведения двух независимых собы-

тий). Вероятность произведения двух независимых событий равна произ-
ведению их вероятностей:

)()()( BPAPABP  .
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Чтобы обобщить это равенство на случай трёх и более событий, рас-
смотрим понятие независимых в совокупности событий.

Определение 3.2. События iA  ( ni ,1 ) называются независимыми 

в совокупности, если для любого события kA  из их числа и произвольных 

событий 
1i

A , 
2i

A , …, 
ri

A  ( kir  ) из их числа, события kA  и 
1i

A , 
2i

A , …, 
ri

A

взаимно независимы, то есть

)(П)(
11 mm i

r

m
i

r

m
APAP


 .

Если это равенство справедливо для случая, когда событий два, то 
они называются попарно независимыми.

Попарной независимости недостаточно для независимости в сово-
купности. Это иллюстрирует

►Пример С.Н. Бернштейна. На плоскость бросается тетраэдр. Три 
грани его окрашены в красный, синий и зелёный цвета, а на четвёртую на-
несены все три цвета. Пусть событие A  означает выпадение грани, содер-
жащей красный цвет, событие B – выпадение грани, содержащей синий
цвет, событие C – выпадение грани, содержащей зелёный цвет.

Так как каждый из трёх цветов имеется на двух гранях, то 

2

1
)()()(  CPBPAP . Любая пара цветов присутствует только на од-

ной грани, поэтому вероятность пересечения любых двух событий 

2

1

2

1

4

1
)()()(  BCPACPABP . Это означает попарную независи-

мость событий A , B , C . Три цвета присутствуют на одной грани, по-

этому
4

1
)( ABCP , а 

8

1
)()()(  CPBPAP , и, следовательно, 

)()()()( CPBPAPABCP  , то есть события A , B , C  зависимы в совокуп-

ности. ◄
Теперь обобщим теорему 3.4 так: для трёх независимых в совокуп-

ности событий
)()()()( CPBPAPABCP  .

►Пример. Пусть из полной колоды карт (52 карты) вынимают нау-
гад последовательно три карты без возврата. Найти вероятность того, что 
среди них не будет ни одного туза.

Решение. Пусть событие iA – вынутая i -тая карта не туз ( 3,1i ), 

событие A – среди трёх последовательно вынутых наугад карт нет туза.
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Тогда

321 AAAA 
и

 )()( 321 AAAPAP )/()/()( 213121 AAAPAAPAP .

Так как среди 52 карт имеются 4 туза, то

52

48
)( 1 AP ,    

51

47
)/( 12 AAP ,    

50

46
)/( 213 AAAP ,

следовательно

78,0
5525

4324

50

46

51

47

52

48
)( AP .

Если карты вынимаются сразу, то вероятность изменится, так как 
порядок появления карт уже не имеет значения:

92,0
5525

4324

52

48
P .◄

ЛЕКЦИЯ 4. ФОРМУЛА ПОЛНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ. ФОРМУЛА 
БАЙЕСА

Формула полной вероятности. Во многих ситуациях то или иное со-
бытие A  может появиться лишь как случайное следствие одного из попар-
но несовместных событий 1H , 2H , …, nH , образующих полную группу со-

бытий  (  ji HH , ji   и 


i

n

i
H

1
). События iH , ni ...,,1 назовём

гипотезами. При этом термин «случайное следствие» означает, что каждая 
из гипотез может повлечь за собой не только исход A , но и какие-то дру-
гие исходы. Предполагается, что вероятности гипотез )( 1HP , )( 2HP , …, 

)( nHP  и условные вероятности события A  при каждой из гипотез, то есть 

вероятности )/( iHAP , известны.

Найдём вероятность события A , принимая во внимание все случаи 
его появления. Понятно, что событие A  появляется тогда и только тогда, 
когда осуществляется одно из событий 1AH , 2AH , …, nAH . События 1AH , 

2AH , …, nAH  несовместны так же, как и сами гипотезы 1H , 2H , …, nH . 

Поэтому, согласно теореме сложения вероятностей, можно записать

)(...)()()...()( 2121 nn AHPAHPAHPAHAHAHPAP  .
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Вероятность событий iAH , ni ...,,1  определяем, применив теорему 

о вероятности произведения событий:
)/()()( iii HAPHPAHP  , ni ...,,1 .

В результате получим формулу





n

i
ii HAPHPAP

1
)/()()( ,

которая называется формулой полной вероятности.
Эта формула применяется тогда, когда можно разбить всё простран-

ство элементарных исходов на несколько разнородных областей. Напри-
мер, на складе может лежать продукция с трёх разных заводов в разном 
количестве ( )( iHP – доля продукции каждого завода) с разной долей брака 

( )/( iHAP – доля брака в продукции i -того завода) и т. п.

►Пример. Пусть однотипная продукция трёх рабочих упакована в 

три одинаковых на вид ящика. Из одного выбранного произвольно ящика 
наугад вынимается одна деталь. Чему равна вероятность того, что деталь 
окажется бракованной, если есть основания считать, что в первом ящике из 
100 деталей негодных 4, во втором из 120 деталей негодных 6, в третьем из 
80 – негодных 8?

Решение. Рассмотрим следующие гипотезы: 1H – деталь взята из 

первого ящика, 2H – деталь взята из второго ящика, 3H – деталь взята из 

третьего ящика. Из условия задачи следует, что все гипотезы равновоз-
можные, то есть

3

1
)()()( 321  HPHPHP .

Найдём условные вероятности события A  при верности одной из 
возможных гипотез:

100

4
)/( 1 HAP ,     

120

6
)/( 2 HAP ,     

80

8
)/( 3 HAP .

Подставляя полученные значения )( iHP  и )/( iHAP  в формулу пол-

ной вероятности, находим

063,0
300

19

80

8

3

1

120

6

3

1

100

4

3

1
)( AP .◄

►Пример. Определить вероятность того, что путник, вышедший из 

пункта A , попадет в пункт B , если на развилке дорог он наугад выбирает 
любую дорогу, кроме обратной (рис. 1).
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Решение. Пусть гипотезы 1H , 2H , 3H , 4H – приход путника в соот-

ветствующий пункт. Очевидно, что они образуют полную группу событий 
и по условию задачи

4

1
)()()()( 4321  HPHPHPHP .

Согласно схеме дорог условные 
вероятности попадания в пункт B
при условии, что путник прошел че-
рез iH , 4...,,1iH , равны

0)/( 1 HBP ,
2

1
)/( 2 HBP ,

1)/( 3 HBP ,
3

1
)/( 4 HBP .

Применяя формулу полной ве-
роятности, находим

24

11

3

1

4

1
1

4

1

2

1

4

1
0

4

1
)( BP .◄

Формулы Байеса. Предположим, что выполняются условия преды-
дущего пункта и дополнительно известно, что событие A  произошло. Воз-
никает вопрос: с какой из гипотез следует вероятнее всего связывать появ-
ление события A?

Для ответа на этот вопрос нужно вычислить условную вероятность 
каждой гипотезы при условии, что событие A произошло, и той из гипо-
тез, которая будет иметь наибольшую вероятность )/( AHP i , отдать пред-

почтение.
Выразим условные вероятности гипотез )/( 1 AHP , )/( 2 AHP , …, 

)/( AHP n  из равенств, которые можно записать по теореме о вероятности 

произведения события A  и гипотезы iH :

)/()()/()()( iiii HAPHPAHPAPAHP  ,

откуда

)(

)/()(
)/(

AP

HAPHP
AHP ii

i  , где 



n

k
kk HAPHPAP

1
)/()()( ,

следовательно,





n

k
kk

ii
i

HAPHP

HAPHP
AHP

1
)/()(

)/()(
)/( .

А

Н1

Н2

Н3

Н4

В

Рис. 1
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Получили формулу Байеса (формулу вероятности гипотезы после 
испытания). Она позволяет по известным (до проведения опыта) априор-
ным вероятностям гипотез )( iHP  и условным вероятностям )/( iHAP  оп-

ределить условную вероятность )/( AHP i , которую называют апостериор-

ной (то есть полученной при условии, что в результате опыта событие A
уже произошло).

►Пример. В группе из 10 студентов, пришедших на экзамен, 3 под-
готовлены отлично, 4 – хорошо, 2 – удовлетворительно и 1 – плохо. Име-
ется 20 вопросов, причем: отлично подготовленный студент может отве-
тить на все, хорошо подготовленный – на 16, удовлетворительно подготов-
ленный – на 10 и плохо подготовленный – на 5. Найти вероятность того, 
что случайно выбранный студент сможет ответить на доставшийся ему во-
прос, и вероятность того, что этот студент плохо подготовлен и ему просто 
повезло с вопросом.

Решение. Рассмотрим следующие гипотезы: 1H – студент подготов-

лен отлично, 2H – студент подготовлен хорошо, 3H – студент подготов-

лен удовлетворительно, 4H – студент подготовлен плохо. Найдем вероят-

ности гипотез:

3,0
10

3
)( 1 HP , 4,0

10

4
)( 2 HP , 2,0

10

2
)( 3 HP , 1,0

10

1
)( 4 HP .

Из условия следует, что условные вероятности события A – вопрос 
«хороший» – при каждой из гипотез составляют

1
20

20
)/( 1 HAP , 8,0

20

16
)/( 2 HAP ,

5,0
20

10
)/( 3 HAP , 25,0

20

5
)/( 4 HAP .

Найдем )(AP  по формуле полной вероятности и )/( 4 AHP  по фор-

муле Байеса:
745,025,01,05,02,08,04,013,0)( AP ,

034,0
745,0

25,01,0
)/( 4 


AHP .◄

Ответьте самостоятельно на вопрос следующего примера.
►Пример. Обнаружен факт сброса в водоем неочищенных стоков. 

Пусть известно, что потенциальными источниками загрязнения являются 
два предприятия, причем исходно вероятность того, что сброс произведен 
первым предприятием, оценивается в 90%, а вторым в – 10%. Известно, 
что в 16% стоков первого предприятия и в 89% второго ртуть превышает 
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предельно допустимую концентрацию (ПДК). Определить, какому пред-
приятию может принадлежать обнаруженный сброс, если взятая проба по-
казывает превышение ПДК по ртути. ◄

ЛЕКЦИЯ 5. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ НЕЗАВИСИМЫХ ОДИ-
НАКОВЫХ ИСПЫТАНИЙ. ФОРМУЛА БЕРНУЛЛИ. АСИМПТОТИ-
ЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ

Схема Бернулли. Пусть последовательно проводятся n независимых
и одинаковых испытаний в одних и тех же условиях, в результате каждого 
из которых наступает или не наступает некоторый исход. Исход любого 
испытания не зависит от предыдущих. Если испытание может закончиться 
ровно двумя исходами:

– либо событием A с одной и той же вероятностью p ,

– либо событием A  с одной и той же вероятностью pq  1
ивероятност

4свойствупо

,

то подобная последовательность испытаний называется схемой Бернулли.
Пример такого эксперимента – многократное подбрасывание моне-

ты, когда с вероятностью 5,0p  выпадает герб (событие A ) и с вероятно-

стью 5,05,01 q – цифра (событие A ).

Как найти вероятность )(kPn  события A , состоящего в том, что в се-

рии из n  независимых испытаний событие A  появится ровно k  раз и не 
появится kn   раз? Например, нужно найти вероятность того, что при де-
сяти подбрасываниях монеты цифра выпадет ровно два раза: )2(10P .

Обозначим появление A в i -том испытании событием iA , ni ...,,1 . 

Понятно, что событие A  может произойти k  раз не одним способом. Запи-
шем несколько возможных комбинаций появления исхода A  ровно k  раз:

nkkk AAAAAAA   ...... 21321 ,

…,

nmmm AAAAAAA   ...... 21321 ,

…,

nkn AAAAAA kn   ...... 1321 .

Событие A  произойдет, когда произойдет первая, вторая, … или по-
следняя комбинация, поэтому
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  ......... 21321 nkkk AAAAAAAA

  ......... 21321 nmmm AAAAAAA

nkn AAAAAA kn   ...... 1321 .

Слагаемые в правой части – несовместные, непересекающиеся собы-
тия, поэтому вероятность события A  равна сумме вероятностей каждого 
слагаемого:

  ...)......()( 21321 nkkk AAAAAAAPAP

  ...)......( 21321 nmmm AAAAAAAP

)......( 1321 nkn AAAAAAP kn   .

Множители в скобках – события независимые, поэтому вероят-
ность каждого произведения равна произведению вероятностей каждого 
множителя:

  ...)(...)()()(...)()()()( 21321 nkkk APAPAPAPAPAPAPAP

  ...)(...)()()(...)()()( 21321 nmmm APAPAPAPAPAPAP

)(...)()(...)()()( 1321 nkn APAPAPAPAPAP kn   .





разразразраз

...............
kknknk

pppqqqqqqpppp

kknknk pqqp   ... .

Возникает вопрос: сколько слагаемых вида knk qp  ? Для k  элемен-

тов вида A  (или kn  элементов вида A ) можно выбрать адреса на n  по-
зициях )1(...)1(  knnn  разными способами. Так как элементы между 

собой не различаются, то комбинаций на самом деле во столько раз мень-
ше, сколькими способами можно перемешать k  элементов между собой. 
Всего таких способов 1...)1(  kk . Поэтому в сумме имеется 

)!(!

!

1...)1(

)1(...)1(

knk

n

kk

knnn
Ck

n 





  (или kn
nC  ) слагаемых, то есть

knkk
nn qpCkP )( , где 

)!(!

!

knk

n
C k

n 
 .

Полученное равенство называется формулой Бернулли.
При выводе этой формулы мы попутно показали, что

k
nC kn

nC  .

Рассмотрим формулу, которая называется биномом Ньютона:

 n
n

n qpCqp 00)(   ...111 n
n qpC   ...knkk

n qpC  0qpC nn
n





n

k

knkk
n qpC

0
.
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Очевидно, что вероятность )(kPn  равна соответствующему слагае-

мому в разложении бинома. Учитывая, что 11)(  nnqp , имеем




n

k
n kP

0
)( 1

0




n

k

knkk
n qpC .

Таким образом, вероятность того, что в серии независимых одина-
ковых испытаний событие A  появится любое число раз от 0 до n  равна 
единице. Понятно, что )0(nP и )(nPn  малы, а значение )(kPn находится 

между ними где-то посередине.
Вероятность события, состоящего в том, что при n  испытаниях со-

бытие A  появится не менее 1k  и не более 2k  раз ( nkk  210 ), находится 

по формуле









2

1

2

1

)()( 21

k

kk

knkk
n

k

kk
nn qpCkPkkkP .

Вероятность того, что в n  независимых испытаниях событие A  поя-
вится менее 1k  раз, находится по формуле

    







11

00
10

k

k

knkk
n

k

k
nn qpCkPkkP .

Вероятность того, что в n  независимых испытаниях событие A  поя-
вится хотя бы один раз, находится по формуле

n
n qnkP  1)1( .

►Пример. Вероятность заболевания гриппом во время эпидемии 

равна 0,4. Найти вероятность того, что из шести сотрудников фирмы забо-
леет ровно четыре; не более четырех.

Решение. В данной задаче применима схема Бернулли, где 4,0p , 

6,01  pq , 6n , 4k  ( 4k ), поэтому

14,06,04,0
4321

3456
6,04,0)4( 24244

66 



CP .

На второй вопрос можно ответить двумя способами:
1. 96,0)4()3()2()1()0()40( 666666  PPPPPkP ;

2.  )65(1)40( 66 kPkP 96,0)6()5(1 66  PP .◄

Наивероятнейшее число появлений события в независимых испытаниях
Определение 5.1. Число 0k , которому соответствует вероятность 

)( 0kPn , наибольшая из всех )(kPn , называется наивероятнейшим числом 

появлений события A .
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Как определить 0k ? Конечно, чтобы найти 0k , можно вычислить все 

)(kPn  и выбрать из них наибольшую. Но этот способ неудобный. Попробу-

ем получить другой способ определения 0k .

По определению 5.1:








).1()(

),1()(

00

00

kPkP

kPkP

nn

nn

Применим формулы Бернулли к обеим частям неравенств:


























.
)!1()!1(

!

)!(!

!

,
)!1()!1(

!

)!(!

!

11

0000

11

0000

0000

0000

knkknk

knkknk

qp
knk

n
qp

knk

n

qp
knk

n
qp

knk

n

Разделим обе части первого неравенства на выражение

1

00

00

)!1(!

! 


knk qp
knk

n
,

обе части второго – на выражение

00 1

00 )!()!1(

! knk qp
knk

n  


.

Получим:


















,
1

,
1

00

00

kn

q

k

p

k

p

kn

q

      







,

,

00

00

qkppkpn

pkpnqqk
      













),1()(

,)(

1

0

1

0

nppqk

qpnpqk












.

,

0

0

pnpk

qnpk

Таким образом,
pnpkqnp  0 .

Длина отрезка, в который попадает 0k , равна

1 qnppnp .

Если число pnp   не является целым, то 0k  равно целой части числа 

pnp  :

 pnpk 0 ,

если pnp  – целое, то 0k  имеет два значения:

qnpk 0       и      pnpk 0 .
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►Пример. Доля изделий высшего сорта на данном предприятии со-
ставляет 30%. Чему равно наивероятнейшее число изделий высшего сорта 
в случайно отобранной партии из 75 изделий.

Решение. По условию 75n , 3,0p , поэтому 7,01  pq . Со-

ставляем двойное неравенство
3,03,0757,03,075 0  k ,

8,228,21 0  k .

Следовательно,
22]8,22[0 k .◄

Асимптотические формулы. Применение формулы Бернулли при 
больших значениях n  приводит к произведению очень больших ( !n ) и 

очень малых чисел ( kp  и knp  ), что плохо с вычислительной точки зрения, 

поэтому приходится пользоваться приближенными асимптотическими 
формулами.

Формула Пуассона
Рассмотрим случай, когда n (число независимых одинаковых испы-

таний) достаточно большое ( 1n ), p (вероятность исхода А в одном ис-

пытании) – малая ( 1p ). Обозначим произведение np . Тогда форму-

ла Бернулли принимает вид




 knk
n qp

k

knnn
kP

!

)1(...)1(
)(







 











knk

nnk

knnn 
1

!

)1(...)1(

k

n

k

n

n
n

k

nnk






 







 






 







 






 






1

1
1

1...
2

1
1

1
!

.

Заметим, что  









  e

n

n

n
1lim – второй замечательный предел. По-

этому

  e
k

kP
k

n !
)(  при n ,

то есть

  e
k

kP
k

n !
)( .
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Полученное приближённое равенство называется формулой Пуассона.
Вероятность события, заключающегося в том, что событие A  поя-

вится не более 1k  раз, очевидно, вычисляется по формуле




 
1

0
1 !
)(

k

k

k

n k
ekkP

 .

►Пример. При транспортировке и разгрузке керамической отделоч-
ной плитки повреждается 2,5%. Найти вероятность того, что в партии из 
200 плиток поврежденными окажутся: а) ровно 4; б) не более 6.

Решение. Поскольку вероятность 025,0p  повреждения плитки 

мала, число плиток 200n – достаточно большое и 5 np , можно 

воспользоваться формулой Пуассона:

18,0
!4

5

!
)4( 5

4

200   ee
k

P
k


;

 


 1

0
200 !

)6(
k

k

k

k
ekP

 76,0
!

56

0

5  




k

k

k
e .◄

Локальная и интегральная формулы Муавра – Лапласа
При достаточно большом n  и не слишком малых p  и q ( 1,0p ) 

формула Пуассона дает значительную погрешность и применяется другое 
приближение формулы Бернулли – локальная формула Муавра – Лапласа, 
которую можно получить из формулы Бернулли, совершая предельный пе-
реход и применяя формулу Стирлинга для вычисления !n :

)(π2! n
n

e
e

n
nn 






 , где 

n
n

12

1
)(  .

)(
1

)( x
npq

kPn  , где )(
π2

1
)( 2

2

xex
x




 ,
npq

npk
x


 .

Эта формула табулирована (приложение 1), причём в силу четности 
функции )()( xx    таблица ее значений составлена для 0x .

Если при сохранении условий предыдущего пункта нас интересует 
вероятность того, что при n  испытаниях событие A  появится не менее 1k

и не более 2k  раз, то формула Бернулли с учетом предельного перехода 

превращается в интегральную формулу Муавра – Лапласа.
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npk
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1
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1 x

x

x

n

k

kk

x

dxexe ,

где

npq

npk
x


 1

1 , 
npq

npk
x


 2

2 .

Обозначим )(
π2

1
)(

0

2

2

xdtex
x t

 


 (интеграл от чётной функ-

ции – функция нечётная). Тогда
)(Φ)(Φ)( 1221 xxkkkPn  ,

где





x t

dtex
0

2

2

π2

1
)( ,   

npq

npk
x


 1

1 ,   
npq

npk
x


 2

2 .

Функция )(Φ x  (интеграл от )(x ) называется функцией Лапласа и 

представляет собой не выражающийся через элементарные функции инте-
грал. Поскольку функция Лапласа нечетная ( )(Φ)(Φ xx  ) и быстро 

приближается к своему асимптотическому значению 0,5, то таблица ее 
значений (приложение 2) составлена для 50  x . Для больших значений 
аргумента ( 5x ) с большой точностью можно брать 5,0)(Φ x .

►Пример. Вероятность того, что зашедший в ресторан посетитель 

сделает заказ, равна 0,8. Найти вероятность того, что из 100 зашедших не 
менее 75 сделают заказ.

Решение. Так как 100n  велико, 8,0p , 2,0q не малы, 751 k ,

1002 k , применяем интегральную формулу Муавра – Лапласа. Опреде-

ляем 1x  и 2x :

2,1
2,08,0100

8,010075
1 




x ,    5
2,08,0100

8,0100100
2 




x .

С помощью таблицы значений функции Лапласа находим

385,0)2,1(Φ)2,1(Φ)(Φ 1 x , 5,0)5(Φ)(Φ 2 x .

Наконец, получаем искомую вероятность

885,0385,05,0)(Φ)(Φ)10075( 12100  xxkP .◄
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Оценим вероятность того, что относительная частота события 
отклоняется от его статистической вероятности не более чем на ε , то 

есть найдём 






  εp
n

m
P .

Рассмотрим неравенство ε p
n

m
:

εε  p
n

m
,


21

)ε()ε(
kk

npmnp  ,

pq
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npq

npnp
x ε

)ε(
1 


 ,

pq

n

npq

npnp
x ε

)ε(
2 


 .

Отсюда

1ε2εεε  

































  npq

n

pq

n

pq

n
p

n

m
P

для 0ε  .

►Пример. В среднем число солнечных дней в году для данной ме-
стности равно 100. Найти вероятность того, что в данном году их число 
отклонится от среднего не более чем на 10.

Решение. По условию 365n , 100k , 
365

100
p , 

365

265
q , 

365

10
ε  . 

Тогда

17,1
265

365

265100

365
10

365

265

365

100
365

365

10






x ,

758,0319,02)17,1(Φ2)11090(365  kP .◄
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РАЗДЕЛ II. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

ЛЕКЦИЯ 6. ОПИСАНИЕ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН. ЗАКОН 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ И ЕГО ФОРМЫ

Дискретные и непрерывные случайные величины
Определение 6.1. Случайной называется величина (СВ), которая в 

результате опыта может принять одно значение из нескольких возможных, 
причем заранее неизвестно, какое именно.

Примеры случайных величин: число очков, которое выпадет при 
бросании игральной кости; число попаданий при трёх выстрелах; число 
вызовов, поступивших на АТС за час. В двух первых примерах случайные 
величины могут принимать отдельные значения, которые можно заранее 
перечислить. Число этих значений конечно. В последнем случае множест-
во возможных значений счётное (бесконечное множество, элементы кото-
рого можно пронумеровать).

Определение 6.2. Случайная величина, принимающая конечное или 
счётное множество значений, называется дискретной (ДСВ).

Возможные значения ДСВ соответствуют изолированным точкам на 
числовой оси.

Приведём примеры случайных величин другого типа: координата 
точки, случайно брошенной на отрезок; дальность полёта снаряда; вес нау-
гад взятого зерна; возможное время безотказной работы какого-либо при-
бора. Множество значений этих величин заранее перечислить невозможно.

Определение 6.3. Случайная величина, принимающая несчётное 
множество значений, называется непрерывной (НСВ).

Другими словами, НСВ может принимать любые значения из неко-
торого числового интервала.

Случайная величина и случайное событие связаны следующим обра-
зом: некоторому событию A взаимно однозначно соответствует случайная
величина, которая при появлении события A принимает значение 1, при не 
появлении события A – значение 0.

Случайные величины обозначаются большими латинскими буквами, 
их значения – малыми латинскими буквами. Например, СВ X – число по-
явлений герба при трёх бросаниях монеты – может принять одно из четы-
рёх возможных значений: 01 x , 12 x , 23 x , 34 x .

Описание случайных величин. Закон распределения ДСВ. Для описа-
ния случайной величины недостаточно знать её возможные значения. 
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Нужно ещё знать вероятность того, что она примет данное возможное зна-
чение. Например, в группе 27 студентов. В какой-то день регистрируется 
число студентов, пришедших на занятия, – СВ X . Её возможные значения:
0, 1, 2, 3, …, 27. Понятно, что у значений, например, 01 x , 2627 x , 

2728 x  вероятности разные.

Рассмотрим ДСВ X  со всеми её возможными значениями 1x , 2x , …, 

nx . В результате опыта ДСВ X  может принять одно из этих значений с 

соответствующей вероятностью:
)( 11 xXPp  , )( 22 xXPp  , …, )( nn xXPp  .

События

1xX  , 2xX  , …, nxX                                     (1)

образуют полную группу попарно несовместных случайных событий, поэтому





n

i
ip

1
1 (условие нормировки).

Если множество значений ДСВ X  бесконечно, то условие норми-
ровки заменяется следующим: бесконечный ряд ip  должен быть сходя-

щимся, и его сумма должна быть равной 1:

1
1




i
ip .

ДСВ X  полностью описана с вероятностной точки зрения, если ука-
зана вероятность каждого из событий (1).

Определение 6.4. Законом распределения случайной величины

называется любое соответствие, устанавливающее связь между её возмож-
ными значениями и соответствующими им вероятностями.

Закон распределения ДСВ X может иметь различные формы.
1) Таблица (называется рядом распределения ДСВ X ).

Например, ряд распределения выпавших очков на игральном кубике 
имеет вид:

ix 1x 2x … nx

ip 1p 2p … np

ix 1 2 3 4 5 6

ip
6
1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1
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2) График. Ось абсцисс – возможные значения ДСВ X , ось ординат –
их вероятности. Полученные точки соединяют ломаной линией, которая 
называется многоугольником распределения (рис. 1).

3) Формула вида )( ii xXPp  .

►Пример. Стрелок ведет стрельбу по мишени до первого попадания, 

имея четыре патрона. Вероятность попадания при каждом выстреле равна 
0,6. Построить ряд и многоугольник распределения боезапаса, оставшегося 
неизрасходованным.

Решение. Пусть ДСВ X – число неизрасходованных патронов. Воз-

можные значения ДСВ X :
01 x , 12 x , 23 x , 34 x .

Вероятности этих значений:
064,04,04,04,0)( 11  xXPp ,

096,06,04,04,0)( 22  xXPp ,

24,06,04,0)( 33  xXPp ,

6,0)( 44  xXPp .

Проверим выполнимость условия нормировки:





4

1
16,024,0096,0064,0

i
ip .

Ряд распределения ДСВ X  имеет вид:

ix 0 1 2 3

ip 064,0 096,0 24,0 6,0

О хi

pi

х1 х2 хn

p1

p2

pn

х3

p3

Рис. 1



38

Построим многоугольник распределения ДСВ X (рис. 2).

                                     ◄

Операции над случайными величинами
Определение 6.5. Суммой двух случайных величин X  и Y  называ-

ется случайная величина Z  такая, что:
1) возможные значения Z есть суммы возможных значений СВ X

и СВ Y ;
2) вероятности возможных значений Z  есть произведения соответ-

ствующих вероятностей значений СВ X  и СВ Y .
Определение 6.6. Произведением двух случайных величин X  и Y

называется случайная величина N  такая, что:
1) возможные значения N  есть произведения возможных значений 

СВ X  и СВ Y ;
2) вероятности возможных значений N  есть произведения соответ-

ствующих вероятностей значений СВ X  и СВ Y .
►Пример. Дискретные случайные величины X  и Y  имеют сле-

дующие ряды распределения:

Найти: а) 2 XA ; б) 

ix 0 1 2 3

ip 1,0 4,0 3,0 2,0

iy -1 0 1

ip 2,0 3,0 5,0

О
хi

pi

1 2

0,064

0,24

0,096

3

0,6

Рис. 2
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YXB  .
Решение.
а)

б) 

Одинаковые значения случайной величины можно записать один раз, 
предварительно сложив соответствующие вероятности:

◄
Плотность вероятности. Рядом распределения удобно описывать 

дискретные случайные величины. Для непрерывных случайных величин
эта форма закона распределения не подходит. Во-первых, нельзя перечис-
лить одно за другим все её возможные значения. Во-вторых, вероятность 
отдельного значения непрерывной случайной величины равна нулю. Дей-
ствительно, если каждому её отдельному значению сопоставить ненулевую 
вероятность, то при суммировании всех вероятностей можно получить 
число, отличное от единицы, так как множество всех значений непрерыв-
ной случайной величины несчётно.

Пусть, например, наугад разрезается нить некоторой длины L . По-
скольку точек, в которых можно сделать разрез, бесконечно много, то ве-
роятность совпадения разреза с некоторой конкретной точкой будет исче-
зающе малой. Поэтому уместно рассматривать вероятность попадания зна-
чения непрерывной случайной величины не в конкретную точку, а в малый 
интервал.

Определение 6.7. Плотностью вероятности 1 )(xf НСВ X

называется предел отношения вероятности попадания значений НСВ X  в 
малый интервал ],[ xxx   к длине этого интервала x  при 0x :

                                                
1 Плотность вероятности ещё называют дифференциальной функцией распреде-

ления случайной величины.

ia 2 3 4 5

ip 1,0 4,0 3,0 2,0

ia 0-1 0+0 0+1 1-1 1+0 1+1 2-1 2+0 2+1 3-1 3+0 3+1

ip 0,02 0,03 0,05 0,08 0,12 0,2 0,06 0,09 0,15 0,04 0,06 0,1

ia -1 0 1 2 3 4

ip 0,02 0,03 0,05 0,08 0,12 0,2
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x

xXPxxXP

x

xxXxP
xf

xx 










)()(
lim

)(
lim)(

00
.

Плотность вероятности )(xf  яв-

ляется формой закона распределения 
непрерывной случайной величины, она 
может иметь вид, как на рис. 3.

Из определения 6.7 следует, что
)(o)()( xxxfxxXxP  ,

где )(o x – величина более высокого 

порядка малости по сравнению с x .
Значит, вероятность того, что 

случайная величина попадет в малень-
кий интервал, приблизительно равна плотности вероятности )(xf , умно-

женной на длину этого интервала x . Величина xxf )(  называется эле-

ментом вероятности. Геометрически – это площадь прямоугольника со 
сторонами x  и )(xf  (рис. 3). Тогда вероятность попадания значений НСВ 

X  на отрезок ];[ ba  будет равна сумме 
элементов вероятности на всём этом 
отрезке, то есть площади криволиней-
ной трапеции, ограниченной кривой 

)(xfy  , осью Ox  и прямыми ax   и 

bx  :


b

a
dxxfbXaP )()( ,

так как площадь заштрихованной фи-
гуры будет стремиться к площади кри-

волинейной трапеции при 0x  (рис. 4).

Свойства плотности вероятности случайной величины
1) Плотность вероятности – неотрицательная функция (что следует 

из неотрицательности предела 
x

xxXxP
x 




)(
lim

0
), то есть

0)( xf .

2) Для плотности вероятности выполняется условие нормировки
(интеграл в бесконечных пределах плотности вероятности равен единице):





1)( dxxf .

f(x)

Δx xO х х+Δx

Рис. 3

у=f(x)

f(x)

f(x)

xO a b

Рис. 4

у=f(x)



41

Это свойство отражает достоверность события «  X ».
Если все возможные значения случайной величины принадлежат ин-

тервалу );( ba , то

 
b

a
dxxf 1)( .

3) Плотность вероятности – непрерывная или кусочно-непрерывная 
функция.

►Пример. Плотность вероятности СВ X  задана функцией























.
2

π
при0

,
2

π

2

π
приcos

,
2

π
при0

)(

x

xxa

x

xf

Найти коэффициент a  и вероятность попадания значений СВ X  в 

интервал 







4

π
;0 ; построить график плотности вероятности )(xf распреде-

ления случайной величины.
Решение. Так как все возможные значения СВ X  принадлежат от-

резку 





2

π
;

2

π
, то

12
2

π
sin

2

π
sin|sincos

2

π

2

π

2

π

2

π







 



 aaxaxdxa ,

откуда

2

1
a .

Если 
2

π

2

π
 x , то

xxf cos
2

1
)(  .

При 
4

π
0  x  имеем

4

2

2

2

2

1
0sin

4

π
sin

2

1
|sin

2

1
cos

2

1

4

π
0

4

π

0

4

π

0







 






   xxdxxP .

Изобразим график полученной плотности вероятности (рис. 5).
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                                                                                   ◄

Функция распределения. Ряд распределения является исчерпываю-
щей характеристикой для дискретной случайной величины. Для непрерыв-
ной случайной величины ряд распределения построить нельзя. Для коли-
чественной характеристики как дискретной, так и непрерывной случайной
величины удобно пользоваться не вероятностью события xX  , а вероят-
ностью события xX  . Вероятность этого события есть некоторая функ-
ция от x , которая называется функцией распределения СВ X  и обознача-
ется )(xF , то есть )()( xXPxF  .

Определение 6.8. Функцией распределения2 )(xF случайной ве-

личины X называется вероятность того, что СВ X в результате опыта
примет значение, меньшее заданного.

Обозначение:
)()( xXPxF  ,  x .

Если рассматривать СВ X  как случайную точку на оси Ox , то функ-
ция распределения )(xF  есть вероятность попадания точки X  левее точки 

x  в результате реализации опыта.

Свойства функции распределения случайной величины
1) 1)(0  xF .

Это свойство следует из определения функции распределения и из 
свойства (1) вероятности (лекция 1).

2) )(xF – монотонно неубывающая функция, то есть для любых 1x  и 

2x  таких, что 21 xx  , выполняется неравенство )()( 21 xFxF  .

Действительно, пусть 21 xx  . Тогда

                                                
2 Функцию распределения ещё называют интегральной функцией распределения

случайной величины.

2

π


2

πО х

f(x)

2

1

Рис. 5

1
cos

2
y x
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)()()( 2112 xXxPxXPxXP 
или

)()()( 2112 xXxPxFxF  .

Так как вероятность )( 21 xXxP  не может быть отрицательной ве-

личиной, из последнего соотношения имеем
)()( 21 xFxF   при 21 xx  .

3) Вероятность попадания значений СВ X в интервал от 1x  до 2x

равна разности значений функции распределения в точках 1x  и 2x :

)()()( 1221 xFxFxXxP  .

По свойству 2 имеем
)()()()()( 121221 xFxFxXPxXPxXxP  .

4) Вероятность того, что НСВ X  примет одно определённое значе-
ние, например, 0x , равна нулю:

0)( 0  xXP .

Действительно,
)()()()( 00000 xFxxFxxXxPxXP  .

При 0x 0)()( 00  xFxxF . Значит, 0)( 0  xXP . Поэтому 

выполняются равенства
)()()()( 21212121 xXxPxXxPxXxPxXxP  .

5) 0)( F .

Действительно, СВ X не может иметь значений, которые были бы 
меньше отрицательной бесконечности.

6) 1)( F .

Это свойство отражает тот факт, что событие «СВ X принимает 
значение, меньшее положительной бесконечности» – достоверно. Таким 
образом, все значения функции распределения принадлежат отрезку ]1;0[ .

7) )(xF  непрерывна слева в любой точке x и имеет предел справа в 

любой точке.
То, что функция распределения имеет предел слева и справа в любой 

точке, следует из монотонности и ограниченности )(xF  (свойства 2 и 1 соот-

ветственно). Для доказательства непрерывности слева осталось показать, что

)()(lim 0
00

xFxF n
xxn




.

Пусть }{ nx – любая возрастающая последовательность чисел, сходя-

щаяся к x . Тогда
...}{...}{}{}{ 1211   nn xXxxXxxXxX .
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По аксиоме 3 лекции 2 имеем

...)(...)()()( 1211   nn xXxPxXxPxXPxXP .

Так как ряд справа состоит из положительных чисел и сходится к 
)( xXP  , то остаток ряда, начиная с некоторого номера N , будет меньше 

ε , 0ε   (теорема об остатке сходящегося ряда):

ε)(...)()()( 1211   nn xXxPxXxPxXPxXP .

Используя свойство 3, выразим вероятности событий через функцию 
распределения:

ε))()((...))()(()()( 1121  nn xFxFxFxFxFxF ,

откуда
ε)()(  nxFxF ,

или
ε|)()(|  nxFxF .

Это значит, что
)()(lim

0
xFxF n

n
xxn





.

Функция распределения ДСВ. Рассмотрим построение функции распре-
деления для ДСВ X , заданной многоугольником распределения (рис. 6).

Пока аргумент функции )(xF  остаётся меньшим или равным 1x , 

функция распределения )(xF  равна нулю (рис. 7), так как нет ни одного 

значения x , которое было бы меньше 1x .

В точке 01 x  функция )(xF  скачком принимает значение 1p  и оста-

ётся постоянной в интервале от 1x  до 2x .

О хi

pi

х1 х2 хn

p1

p2

pn

х3

p3

Рис. 6
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В точке 02 x  функция )(xF  скачком принимает значение 21 pp  , 

так как событие «ДСВ X  приняла значение, меньшее 02 x » состоит из 

двух несовместных событий «ДСВ X  приняла значение 1x » с вероятно-

стью 1p  и «ДСВ X  приняла значение 2x » с вероятностью 2p .

Аналогично вычисляются значения )(xF для остальных x . Поэтому 

для ДСВ X  функция распределения равна сумме вероятностей тех ее зна-
чений kx , которые меньше x :





xx

k
k

xXPxF )()( .

Из-за такого способа вычисления функцию распределения ДСВ X
называют накопленной или кумулятивной вероятностью.

Как видно из рисунка 7, график )(xF  для ДСВ X  имеет ступенча-

тый вид. Скачки совершаются в точках возможных значений. Длина скачка 
равна соответствующей вероятности.

►Пример. Построим функцию распределения и её график для ДСВ 
X  из примера пункта «Описание случайных величин».

Решение. Если 0x , то
0)0()(  XPxF .

Если 10  x , то

О хi

F(x)

х1 х2 хn

p1

p1+ p2

х3

Рис. 7

p1+ p2+ p3

p1+…+pn=1
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064,0)0()1()(  XPXPxF .

Если 21  x , то
16,0096,0064,0)1()0()2()(  XPXPXPxF .

Если 32  x , то
          4,024,016,02103  XPXPXPXPxF .

Если 3x , то
            16,04,032103  XPXPXPXPXPxF .
Таким образом, функция распределения данной ДСВ X  имеет вид























.3при1

,32при4,0

,21при16,0

,10при064,0

,0при0

)(

x

x

x

x

x

xF

Изобразим график функции распределения (рис. 8).

        

                                                                 ◄
При увеличении числа возможных значений случайной величины и 

уменьшении интервалов между ними число скачков становится больше, а 
сами скачки – меньше. В пределе функция распределения становится не-
прерывной. Непрерывная функция распределения используется для описа-
ния НСВ.

Функция распределения НСВ. Функция распределения СВ X – это 
функция действительной переменной x , определяющая вероятность того, 

x

F(x)

O 1 2 3

1

0,064

0,16

0,4

Рис. 8
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что случайная величина принимает значения, меньшие некоторого фикси-
рованного числа x :

)()()( xXPxXPxF  .

Тогда из формулы


b

a
dxxfbXaP )()(

следует, что для любых Rx





x

dttfxXPxF )()()( .

Геометрически функция распределения есть площадь фигуры, лежа-
щей левее точки x , ограниченной кривой распределения )(xfy   и осью 

абсцисс. Из последней формулы и теоремы Барроу для случая, когда )(xf

непрерывна, следует, что производная от функции распределения равна 
плотности распределения:

)()( xfxF  .

Таким образом, функция распределения является универсальной ха-
рактеристикой случайных величин как дискретных, так и непрерывных.

►Пример. Функция распределения СВ X  имеет вид













.0при
1

,0при0

)(
2

2

x
x

x

x

xF

Найти её плотность вероятности )(xf .

Решение. Плотность вероятности )(xf  и функция распределения 

)(xF связаны соотношением

)()( xfxF  .

В соответствии с этим равенством имеем

00)()(  xFxf  при 0x ;

2222

22

2

2

)1(

2

)1(

2)1(2

1
)()(

x

x

x

xxxx

x

x
xFxf




















  при 0x .

Таким образом, плотность вероятности определяется функцией













.0при
)1(

2

,0при0

)(
22 x

x

x

x

xf                                     ◄
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►Пример. Найти функцию распределения )(xF  НСВ X , плотность 

вероятности которой определена функцией















.21при2

,10при

,2и0при0

)(

xx

xx

xx

xf

Решение.
При 0x  получаем

00)()(
0

 


dxdttfxF
x

.

При 10  x  находим

 


xx
dttfdttfdttfxF

0

0
)()()()(

22
00

2

0

2

0
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tdtdt

xx
 


.

При 21  x

 


xx
dttfdttfdttfdttfxF

1

1

0

0
)()()()()(

 


x
dtttdtdt

1

1

0

0
)2(0

12
22

1
2

2
2

2

1

2
2

2
0

22

1

21

0

2
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Таким образом, искомая функция распределения имеет вид
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Изобразим графики функций )(xf  (рис. 9) и )(xF  (рис. 10).
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                                                                                                                ◄

ЛЕКЦИЯ 7. ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СЛУЧАЙНЫХ 
ВЕЛИЧИН

Математическое ожидание. Полное описание случайной величины 
дается её законом распределения или плотностью вероятности, или функ-
цией распределения. Но иногда достаточно знать более простые характе-
ристики. Например, среднее значение всех возможных значений случайной 
величины.

►Пример. Два стрелка стреляют по мишени. Первый выбил одну де-
сятку, три восьмерки, четыре шестерки и две четверки; второй – две десятки, 
одну восьмерку, три шестерки и две четверки. Кто из них стреляет лучше?

Решение. Средний результат первого стрелка:

6,6
10

426483101
1 


X .

Средний результат второго стрелка:

2
2 10 1 8 3 6 2 4

6,75
8

X
      

  .

Понятно, что второй стрелок более меткий. ◄
В общем случае, когда одно и то же испытание производится в неиз-

менных условиях N  раз, при этом СВ X  принимает 1m  раз значение 1x

(статистический вес 1x ), 2m  раз принимает значение 2x , …, nm  раз прини-

мает значение nx  и Nmmm n  ...21 , средневзвешенное значение слу-

чайной величины X  находится по формуле

x

f(x)

O 1 2

1

Рис. 9

x

F(x)

O 1 2

1

Рис. 10
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При большом числе испытаний относительная частота 
N

mi , ni ,1

группируется около вероятности ip того, что СВ X  примет значение ix . 

Следовательно, средние арифметические значения X  СВ X  в достаточно 
длинной серии испытаний будут группироваться вокруг величины

)(...
1

2211 XMpxpxpxpx
n

i
iinn  


,

которая называется математическим ожиданием СВ X .
Математическое ожидание еще называют центром распределения

случайной величины. Это название возникло по следующей причине: если 
в точках 1x , 2x , …, nx  на оси Ox  находятся соответственно массы 1p , 

2p , …, np , то координата x  центра тяжести такой системы материальных 

точек находится по формуле








n

i
i

n

i
ii

p

xp
x

1

1 ,

которая совпадает с предыдущей формулой в силу условия нормиров-

ки 1
1




n

i
ip .

Определение 7.1. Математическим ожиданием ДСВ X называется 

сумма произведений всех её возможных значений на соответствующие ве-
роятности.

Обозначение: )(XM , xm , a .

Если множество значений ДСВ X  бесконечно, то её математическое 
ожидание равно сумме бесконечного ряда:







1
)(

i
ii pxXM

при условии, что ряд абсолютно сходится. Иначе математического ожида-
ния не существует.

Математическое ожидание ДСВ X может не совпадать ни с одним 
из её значений, то есть может находиться между этими значениями. Отме-
тим, что математическое ожидание – это постоянное число, то есть вели-

чина неслучайная, а среднее арифметическое X  может изменяться при 
дублировании опыта, то есть является величиной случайной.
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Математическое ожидание НСВ X введём по аналогии с определе-
нием 6.1.

Пусть НСВ X  с плотностью вероятности )(xf  принимает значения 

из отрезка ];[ ba (рис. 1).
Разобьем этот отрезок на n  элементарных отрезков

];[ 10 xax  , ];[ 21 xx , …, ];[ 1 bxx nn  .

Длины этих отрезков равны

1Δ  iii xxx , ni ...,,2,1 .

На каждом из отрезков ];[ 1 ii xx   произвольно выберем точку i  и со-

ставим произведение

ii xf )ξ( ,

которое приближенно равно вероятности ip  попадания значений НСВ X  в 

интервал );( 1 ii xx  , то есть

iii pxf )ξ( .

Просуммируем эти произведения:





n

i
ii

n

i
iii pxf

11
ξ)ξ(ξ .

Это равенство будет тем точнее, чем меньше iii
ni

xxx  


)(max 1
1

. 

Значит,                         dxxxfxf
b

a

n

i
iii

xi
 


)()ξ(ξlim

10max
.

Полученный определенный интеграл называется математическим 
ожиданием НСВ X , то есть

x

f(x)

O
x0=a

1

0,16

0,4

Рис. 1

x1 x2 xn=bxn-1

y=f(x)

1 2 nixi-1 xi

f (I )

xi
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dxxxfXM
b

a
 )()( .

Если все возможные значения НСВ X  принадлежат интервалу 
);(  , то

dxxxfXM 



 )()( .

Если в последней формуле несобственный интеграл является абсо-
лютно сходящимся, то математическое ожидание не существует.

Механическая интерпретация последней формулы такова. Пусть 
масса стержня x  бесконечной длины меняется пропорционально плотно-
сти распределения )(xf . Тогда )(XM  дает координаты центра тяжести 

этого стержня.
►Пример. Цементацией называется насыщение стальной поверхно-

сти атомами углерода. Пусть НСВ X – глубина проникновения данного 
атома. Её плотность вероятности равна

a

x

e
a

xf



1

)( .

Найти среднюю глубину проникновения атомов углерода.
Решение.
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1
lim . ◄

Свойства математического ожидания
1) Математическое ожидание постоянной величины равно самой 

постоянной:
CCM )( .

Доказательство. Постоянная величина C  есть значение СВ X , кото-
рое оно принимает с вероятностью, равной единице, то есть
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1)(  CXPp .

По определению математического ожидания получаем
CCXM  1)( .

2) Математическое ожидание суммы двух случайных величин рав-
но сумме их математических ожиданий:

)()()( YMXMYXM  .

Доказательство. Пусть ряд распределения СВ X  имеет вид:

Пусть СВ Y  также принимает одно значение из двух возможных. 
Причём их вероятности, вообще говоря, зависят от того, какое значение 
приняла СВ X :

Из условия нормировки следует, что
1)/()/( 1211  xXyYPxXyYP ,

1)/()/( 2221  xXyYPxXyYP .

По формуле полной вероятности получаем, что

    

события
ьвероятностусловная

гипотезы
ьвероятност

события
ьвероятностусловная

гипотезы
ьвероятност

xXyYPxXPxXyYPxXPyYP )/()()/()()( 2121111  ,

    

события
ьвероятностусловная

гипотезы
ьвероятност

события
ьвероятностусловная

гипотезы
ьвероятност

xXyYPxXPxXyYPxXPyYP )/()()/()()( 2221212 

Используя теорему умножения вероятностей, запишем ряд распреде-
ления СВ YX  :

ix 1x 2x

)( ixXP  )( 1xXP  )( 2xXP 

iy
1y 2y

)/( 1xXyYP i  )/( 11 xXyYP  )/( 12 xXyYP 
)/( 2xXyYP i  )/( 21 xXyYP  )/( 22 xXyYP 

iyx )(  ip

11 yx  11111 )/()( pxXyYPxXP 

21 yx  12121 )/()( pxXyYPxXP 

12 yx  21212 )/()( pxXyYPxXP 

22 yx  22222 )/()( pxXyYPxXP 
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По определению математического ожидания имеем

 2222211212211111 )()()()()( pyxpyxpyxpyxYXM

 222222211212122121111111 pypxpypxpypxpypx

 )()()()( 22122211112221212111 ppyppyppxppx




)()()()(
)(

22122

)(

21111

1

22212

1

12111

21


yYPyYP

ppyppyppxppx

)()( YMXM  .

Аналогично это свойство доказывается для суммы двух случайных 
величин не только с двумя, но и с большим числом возможных значений, а 
также для суммы нескольких случайных величин.

3) Математическое ожидание произведения двух взаимно незави-
симых случайных величин равно произведению математических ожиданий 
их сомножителей, то есть

)()()( YMXMXYM  .

Доказательство. Рассмотрим СВ X  и СВ Y  из предыдущего доказа-
тельства. При этом возможными значениями случайной величины XY  бу-
дут 11 yx , 21yx , 12 yx , 22 yx  с соответствующими вероятностями 11qp , 21qp , 

12qp , 22qp .

По определению математического ожидания имеем
 2222121221211111)( qpyxqpyxqpyxqpyxXYM




)()(
)(

221122

)(

221111 
XMXM

pxpxqypxpxqy

 ))(( 2211 qyqyXM

)()( YMXM .

Аналогично это свойство доказывается для произведения двух слу-
чайных величин не только с двумя, но и с большим числом возможных 
значений, а также для произведения нескольких случайных величин.

4) Постоянный множитель можно выносить за знак математическо-
го ожидания:

)()( XCMCXM  .
Доказательство. По свойству 3) имеем

)()()()( XCMXMCMCXM  .

5) Математическое ожидание разности случайных величин равно 
разности их математических ожиданий:

)()()( YMXMYXM  .
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Доказательство. По свойствам 2) и 4) имеем
)()()()())(()( YMXMYMXMYXMYXM  .

6) Математическое ожидание случайной величины имеет размер-
ность самой случайной величины. Докажите это свойство самостоятельно.

Дисперсия. Математическое ожидание случайной величины дает 
центр распределения значений. Но иногда требуется знать степень разбро-
са этих значений относительно центра распределения. Может быть, для 
этого нужно вычислить все возможные значения отклонения )(XMX 
СВ X от своего математического ожидания и затем найти их среднее зна-
чение? Рассмотрим пример, иллюстрирующий такую ситуацию.

►Пример. Законы распределения попаданий в мишень двух зенит-
ных орудий имеют вид:

Какое из орудий стреляет лучше?
Решение. Найдём математические ожидания попаданий каждой из 

зениток:
05,015,01)( XM ,         05,0105,010)( YM .

Математические ожидания одинаковые, но кучность стрельбы пер-
вого орудия выше (отклонение от центра меньше). Значит, лучшим следует 
признать первое орудие. ◄

Как показывает пример, среднее арифметическое отклонений может 
быть равным нулю. Это объясняется тем, что значения имеют противопо-
ложные знаки и взаимно погашаются при нахождении среднего арифмети-
ческого.

Найдем математическое ожидание отклонения:
0)()())(()())((  XMXMXMMXMXMXM ,

то есть математическое ожидание отклонения равно нулю. Поэтому откло-
нение нельзя принимать за меру рассеяния значений случайной величины 
вокруг центра распределения. Обычно используют модули отклонений или 
их квадраты.

Определение 7.2. Дисперсией случайной величины X  называется 
математическое ожидание квадрата ее отклонения:

)))((()( 2XMXMXD  .

Преобразуем последнюю формулу:

ix -1 1

ip 0,5 0,5
iy -10 10

ip 0,5 0,5
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 )))(()(2()))((()( 222 XMXXMXMXMXMXD

 )))((())((2)( 22 XMMXXMMXM

 22 ))(()()(2)( XMXMXMXM
22 ))(()( XMXM  .

Таким образом, дисперсия случайной величины X  равна разности 
математического ожидания квадрата этой величины и квадрата ее матема-
тического ожидания:

22 ))(()()( XMXMXD  .

Эту формулу удобно применять в практических вычислениях.
Если СВ X  дискретная с законом распределения ii pxXP  )( , 

ni ,1 , то СВ 2))(( XMXY   имеет закон распределения

ii pXMxYP  )))((( 2 ,    ni ,1 ,    1
1




n

i
ip .

По определению математического ожидания получаем ещё одну
формулу

i

n

i
i pXMxXD 2

1
))((()( 




для вычисления дисперсии ДСВ X  с конечным числом значений.
Если ДСВ X  принимает счётное множество значений, то ее дис-

персия находится по формуле

i
i

i pXMxXD 2

1
))((()( 






при условии, что ряд сходится, 1
1




n

i
ip .

Дисперсия НСВ X , принимающей значения из отрезка ];[ ba , опреде-
ляется формулой

dxxfXMxXD
b

a
  )())(()( 2 ,

где )(xf – плотность распределения вероятности этой величины.

В этом же случае можно использовать другую формулу:

22 ))(()()( XMdxxfxXD
b

a
  .

Докажите ее самостоятельно.
В общем случае дисперсия НСВ X  определяется формулой

dxxfXMxXD 



 )())(()( 2 ,
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если интеграл сходится,
или

22 ))(()()( XMdxxfxXD  



.

Свойства дисперсии
1) Дисперсия постоянной величины равна нулю:

0)( CD .

Доказательство. По определению и свойствам математического 
ожидания получаем

0)0())(()))((()( 22  MCCMCMCMCD .

2) Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, воз-
водя его в квадрат:

)()( 2 XDCCXD  .

Доказательство. По определению и свойствам математического 
ожидания получаем

 )))((()))((()( 22 XCMCXMCXMCXMCXD

)()))((()))((( 22222 XDCXMXMCXMXCM  .

3) Дисперсия суммы двух независимых случайных величин равна 
сумме их дисперсий:

)()()( YDXDYXD  .

Доказательство.

 22 ))(())(()( YXMYXMYXD

 222 ))()(()2( YMXMYXYXM

 )))(()()(2))((()()2()( 2222 YMYMXMXMYMXYMXM

 2222 ))(()()(2))((()()()(2)( YMYMXMXMYMYMXMXM

 2222 ))(()())((()( YMYMXMXM

)()( YDXD  .

Это свойство справедливо для любого числа попарно независимых 
случайных величин.

4) Дисперсия разности двух независимых случайных величин равна 
сумме их дисперсий:

)()()( YDXDYXD  .

Доказательство. Для доказательства применим второе и третье свой-
ства дисперсии:
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 )()())(()( YDXDYXDYXD

)()()()1()( 2 YDXDYDXD  .

Среднее квадратическое отклонение. Размерность дисперсии равна 
квадрату размерности случайной величины, поэтому в случае, когда жела-
тельно получить оценку рассеяния случайной величины в тех же единицах
измерения, что и сама величина, находят корень квадратный из дисперсии.

Определение 7.3. Средним квадратическим отклонением слу-
чайной величины X  называется корень квадратный из ее дисперсии:

)()(σ XDX  .

Таким образом, математическое ожидание и среднее квадратическое 
отклонение дают ориентировочное представление о пределах возможных 
значений случайной величины.

Мода и медиана. Математическое ожидание характеризует положе-
ние случайной величины – «центр» закона распределения. Существуют 
еще две числовые характеристики случайной величины такого рода – ме-
диана Mex  и мода Mox .

Определение 7.4. Модой ДСВ X называется значение Mox , соответ-

ствующее её наиболее вероятному значению, а модой НСВ X – значение, 
при котором плотность распределения вероятности максимальна.

На рис. 2 и 3 указаны значения моды для ДСВ X  и НСВ Y . Вообще 
случайные величины могут иметь несколько модальных значений.

Определение 7.5. Медианой случайной величины X  называется 
такое её значение Mex , для которого одинаково вероятно, окажется ли слу-

чайная величина меньше или больше Mex , то есть

)()( MeMe xXPxXP  .

x

pi

O Mox

Рис. 2

x

f(y)

O

Рис. 3

Mox
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С геометрической точки зрения медиана – это абсцисса точки, в кото-
рой площадь, ограниченная кривой распределения, делится пополам (рис. 4). 
В случае симметричности кривой распределения медиана совпадает с мо-
дой и математическим ожиданием (рис. 5).

Медиана является корнем уравнения 5,0)( MexF . Математического 

ожидания у случайной величины может и не быть, а медиана существует 
всегда. Медианой необязательно является одна точка. Если на ];[ ba

5,0)( xF , то любая точка этого интервала является медианой.

Соотношения между математическим ожиданием, медианой и модой 
для некоторых плотностей распределения вероятностей показаны на рис. 6. 
Математическое ожидание «чувствительно» к «хвостам» закона распреде-
ления, медиана менее чувствительна к ним, а на моду крайние значения 
вообще не влияют.

x

f(x)

O Mex

Рис. 4

x

f(x)

O

Рис. 5

)(XMxx MeMo 

f(x)

O x

Рис. 6

xMo xMe M(X) xMo= xMe=M(X) xMoxMeM(X)
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Моменты распределения случайных величин. Обобщают основные
числовые характеристики случайных величин, описывающих центр рас-
пределения (математическое ожидание, мода, медиана) и рассеивание 
(дисперсия и среднее квадратическое отклонение), моменты. Их ценное 
свойство состоит в том, что моменты более низкого порядка несут больше 
информации о случайной величине, чем моменты более высокого порядка.

Определение 7.6. Начальным моментом k -того порядка СВ X  на-

зывается математическое ожидание k -той степени этой величины, то есть

)(ν k
k XM .

Для ДСВ X  с возможными значениями 1x , …, nx , … и с соответст-

вующими вероятностями 1p , …, np , … имеем







1
ν

i
i

k
ik px

при условии, что этот ряд сходится абсолютно.
Для НСВ X  с плотностью вероятности )(xf :





 dxxfxk

k )(ν ,

если этот интеграл сходится абсолютно.
Запишем формулы, выражающие начальные моменты k -того поряд-

ка при 2,1,0k для дискретной и непрерывной случайных величин:

1)(ν
1

0
0  



i
ipXM ,                   1)()(ν 0

0  



dxxfXM ;

)()(ν
1

1
1 XMpxXM

i
ii  




,                )()()(ν 1

1 XMdxxxfXM  



;







1

22
2 )(ν

i
ii pxXM ,                   




 dxxfxXM )()(ν 22

2 .

Определение 7.7. Центральным моментом k -того порядка СВ X

называется математическое ожидание k -той степени отклонения этой ве-
личины от ее математического ожидания, то есть

kk
k aXMXMXM )()))(((μ  .

Для ДСВ X  с возможными значениями 1x , …, nx , … и с соответст-

вующими вероятностями 1p , …, np , … имеем







1
)(μ

i
i

k
ik pax

при условии, что ряд сходится абсолютно.
Для НСВ X  с плотностью вероятности )(xf



61





 dxxfax k

k )()(μ ,

если этот интеграл сходится абсолютно.
Запишем формулы, выражающие центральные моменты k -того по-

рядка при 2,1,0k  для дискретной и непрерывной случайных величин:

1)(μ
1

0
0  



i
ipaXM ,                               1)()(μ 0

0  



dxxfaXM ;

0)(μ 1
1  aXM ;

2
2

2

1

μ ( )

( ) ( ),i i
i

M X a

x a p D X




  

  
                                     

2
2

2

μ ( )

( ) ( ) ( ).

M X a

x a f x dx D X




  

  

Центральный момент порядка 2k  можно выразить через началь-
ные моменты:

 )2()(μ 222
2 aaXXMaXM

 22222 2)()()(2)( aaXMaMXaMXM

)(νν)( 2
12

22 XDaXM  .

 )33()(μ 32233
3 aXaaXXMaXM

 )()(3)(3)( 3223 aMXMaXaMXM

 3223 )(3)(3)( aXMaXaMXM
3
1213

3
1

3
1213 2333   .

Аналогично выводится формула
4

12
2

13144 ν3νν6νν4νμ  .

Центральный момент третьего порядка характеризует асимметрию 
(«скошенность») распределения случайной величины. Для получения без-

размерной характеристики 3μ делят на 3σ .

Отношение
3
3

σ

μ
SA  называется коэффициентом асимметрии. Если 

распределение симметрично относительно математического ожидания, то 
все моменты нечётного порядка равны нулю.

Если кривая распределения непрерывной случайной величины тако-
ва, что справа от моды расположена её «длинная часть», а слева – «корот-
кая часть», то коэффициент асимметрии положителен. Коэффициент 
асимметрии отрицателен, когда «длинная часть» кривой распределения 
расположена слева от моды.
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На рис. 7 показаны кривые распределения с положительной и отри-
цательной асимметриями.

Четвёртый центральный момент является характеристикой «круто-
сти», то есть островершинности или плосковершинности распределения. 
Эти свойства описываются с помощью эксцесса, то есть величины

3
σ

μ
4
4 kE .

Число 3 вычитается из отношения 
4
4

σ

μ
 потому, что все распределения 

сравниваются с нормальным распределением (его рассмотрим позже), для

него 3
σ

μ
4
4  . Кривые, более островершинные по сравнению с нормальной, 

обладают положительным эксцессом. Кривые более плосковершинные –
отрицательным эксцессом (рис. 8).

f(x)

O x

Рис. 7

xMo

As>0

xMo

As<0

xMe xMe

f(x)

O x

Рис. 8

Ek=0

Ek>0

Ek<0

a
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РАЗДЕЛ III. НЕКОТОРЫЕ ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ДИСКРЕТНЫХ И НЕПРЕРЫВНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

ЛЕКЦИЯ 8. НЕКОТОРЫЕ ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДИС-
КРЕТНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Биномиальный закон распределения. Пусть в одинаковых условиях 
производится n независимых испытаний. В результате каждого испытания 
может произойти событие A  с одной и той же вероятностью p  или собы-

тие A  с вероятностью 1q p  . В каждой серии из n  испытаний событие 

A  может не появиться (появиться 0 раз) или появиться 1 раз, или 2 раза, … 
или n  раз.

Например, положим в урну n  одинаковых шаров, пометив предвари-
тельно m  шаров меткой A . Вероятность вынуть шар с этой меткой равна 

p
n

m
 . Вынув из урны наугад один шар, запишем, есть на нём метка или 

нет. Вернём шар в урну, перемешаем шары и повторим этот процесс до 
получения n  записей наличия метки A . Такую последовательность испы-
таний называют последовательностью независимых испытаний по схеме 
Бернулли.

Свяжем эту последовательность с ДСВ X – числом появлений собы-
тия A  при n  испытаниях. Её возможные значения: 00 x , 11 x , 22 x , …, 

nxn  . Найдём вероятность каждого из этих значений, то есть вероятность 

того, что в серии из n  испытаний событие A появится ровно k  раз. Обо-
значим её )()( kPxXPp nkk  .

Порядок, в котором появляется событие A , может быть различным. 
В частности, если при пяти испытаниях A  появилось четыре раза, то воз-
можны следующие комбинации:

AAAAA ,   AAAAA ,   AAAAA ,   AAAAA ,   AAAAA .
Количество подобных комбинаций равно числу сочетаний из n  эле-

ментов по k k
nC . Каждая такая комбинация есть случайное событие, веро-

ятность которого равна knkqp  . Поскольку число всех таких событий рав-

но k
nC  и эти события несовместны, то по теореме сложения вероятностей 

несовместных событий находится искомая вероятность
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knkk
nn qpCkP )( .

Закон распределения ДСВ, определяемый формулой Бернулли, на-
зывается биномиальным. Название «биномиальный» связано с тем, что ве-
роятности )(kPn  совпадают с соответствующими членами разложения би-

нома Ньютона nqp )(   по степеням p :




 
n

k

knkk
n

nknkk
n

nnn qpCpqpCnpqqqp
0

1 ......)( .

Отсюда сразу видно, что сумма всех вероятностей )(kPn  равна еди-

нице, так как 1 qp , то есть выполняется условие нормировки биноми-

ального закона распределения.
Постоянные n  и p  называются параметрами биномиального рас-

пределения.
Биномиальный закон распределения ДСВ можно представить рядом 

распределения:

kx 0 1 … k … n

kp nq 1nnpq … knkk
n qpC  … np

►Пример. Производится четыре независимых выстрела по мишени, 
причём вероятность попадания в мишень при одном выстреле равна 0,1. 
Найти вероятность промаха и вероятности одного, двух, трёх, четырёх по-
паданий.

Решение. Пусть ДСВ X – число попаданий. Возможные значения 
ДСВ X :

01 x , 12 x , 23 x , 34 x , 45 x .

Вероятности этих значений:

6561,09,01,0
!4!0

!4
)0( 400400

441 


 qpCPp ,

2916,09,01,0
!3!1

!4
)1( 311411

442 


 qpCPp ,

0486,09,01,0
!2!2

!4
)2( 222422

443 


 qpCPp ,

0036,09,01,0
!1!3

!4
)3( 133433

444 


 qpCPp ,

0001,09,01,0
!0!4

!4
)4( 044444

445 


 qpCPp .



65

Проверим выполнимость условия нормировки:





5

1

10001,00036,00486,02916,06561,0
i

ip .

Ряд распределения ДСВ X  имеет вид:

Построим многоугольник распределения ДСВ X (рис. 1).

◄

Найдём математическое ожидание и дисперсию ДСВ X – числа по-
явлений события A  в n  испытаниях.

Пусть iX ( ni ...,,2,1 ) – случайная величина, показывающая, 

сколько раз появляется случайное событие A  в одном испытании по схе-
ме Бернулли. 

Тогда СВ X – число появлений A  при n  испытаниях – можно пред-
ставить в виде суммы

nXXXX  ...21 .

Ряд распределения СВ iX  имеет вид:

ix 0 1

ip q p

ix 0 1 2 3 4

ip 0,6561 0,2916 0,0486 0,0036 0,0001

О  хi

pi

  1  2

0,0486

0,2916

0,0001

3

0,6561

Рис. 1

0,0036

4
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 ppqXM i 10)(

 )(...)()()...()( 21

яматожидани
2свойство

21 nn XMXMXMXXXMXM
npppp

n




раз

... .

Таким образом,
npXM )( .

Найдём дисперсию СВ iX  по формуле





n

i
iiii pXMxXD

1

2))(()( .

Имеем

pqpqqppqpqqpppqpXD i  1)()1()0()( 2222 .

Следовательно,

 )(...)()()...()( 21

дисперсии
свойству3по

21 nn XDXDXDXXXDXD

npqpqpqpq
n


  

раз

... .

Таким образом,
npqXD )( .

Понятно, что среднее квадратическое распределение биномиально 
распределённой СВ X  равно

npqX )(σ .

►Пример. Проволока с вероятностью 0,9 рвётся усилием более 
45 кг. В канате 100 проволок. Определить математическое ожидание, дис-
персию и СКО числа проволок с разрывным усилием более 45 кг.

Решение.
909,0100)( XM ,

91,090)( XD ,

       39)(σ X .                                                ◄

Интересно посмотреть поведение биномиального закона распределе-
ния при одном и том же числе испытаний (например 8n ) и различных 
вероятностях p  (например, 0,1, 0,3, 0,5) (рис. 2). Для этих случаев )(XM  и 

)(σ X  соответственно равны:

3,0p : 4,2)( XM , 30,1)(σ X ;

1,0p : 8,0)( XM , 85,0)(σ X ;
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5,0p : 0,4)( XM , 41,1)(σ X .

Приведённые на рис. 2 значения вероятностей )(kPn  являются ок-

руглёнными.

Иногда биномиальный закон нужно применять в условиях, когда 
число независимых испытаний велико. Вычисления вероятностей по фор-
муле Бернулли усложняются. Поэтому представляет интерес асимптотиче-
ское приближение для биномиального закона, справедливое при больших 
n . Здесь возможны два случая:

1) когда n , число npλ  тоже неограниченно возрастает (при 

постоянном p );

2) при n  произведение npλ  остается конечным (это значит, 

что вероятность события 0
λ


n
p ).

Рис. 2

n
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Распределение Пуассона. Рассмотрим второй случай асимптотиче-
ского приближения биномиального распределения, когда n , а npλ

имеет конечное значение. Подставим в формулу Бернулли 
n

p
λ

 , получим

knkk
nn qpCkP )(

knk

nnk

knnnn
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Воспользуемся известными из теории пределов формулами:

λλ
1lim 









  e
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n
, 1

λ
1lim 






 





k

n n
.

Тогда окончательно получаем распределение вероятностей, назы-
ваемое распределением Пуассона:

λ

!

λ
)(  e

k
kP

k

n , ...,2,1,0k .

Постоянная npλ  называется параметром распределения Пуассона.

Закон распределения Пуассона ДСВ X можно представить рядом 
распределения вида:

kx 0 1 2 … k …

kp λe λλ e λ
2

!2

λ e … λ

!

λ e
k

k
…

Проверим выполнимость условия нормировки для полученного ряда 
распределения:

1...
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λ
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λ
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λ
)( λλ
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λ
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λ
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 ee

k
e

k
ee
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k
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►Пример. Вероятность выигрыша по одному лотерейному билету 
01,0p . Сколько нужно купить билетов, чтобы выиграть хотя бы по од-

ному из них с вероятностью P  не меньшей, чем 0,95?
Решение. Вероятность выигрыша мала, а число билетов, которое 

нужно купить, очевидно, велико, поэтому случайное число выигрышных 
билетов имеет приближённое распределение Пуассона.
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События «ни один из купленных билетов не является выигрышным» 
и «хотя бы один билет – выигрышный» – противоположные. Поэтому 
сумма их вероятностей равна единице:

1)0(  PkPn ,

откуда
)0(1  kPP n .

В формуле Пуассона )(kPn
λ

!

λ  e
k

k

положим 0k , тогда

λ)0(  ekPn .

Тогда
λ1  eP .

По условию 95,0P  или 95,01 λ  e . Отсюда

05,0λ e ,

05,03 e .

Функция xe – убывающая, поэтому неравенство 05,0λ e  выпол-

няется при 3λ   или при 3np . Значит, 300
01,0

33


p
n .

Следовательно, надо купить не менее 300 билетов, чтобы выиграть 
хотя бы по одному из них. ◄

Величина np  в биномиальном распределении имеет смысл матема-

тического ожидания. Распределение Пуассона – частный случай биноми-
ального, поэтому

λ)(  npXM , 


λ)1()(
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nppnpnpqXD .

В этом нетрудно убедиться непосредственно.
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Отметим, что при малых λ  наблюдается асимметрия закона распре-
деления. С ростом λ  имеется тенденция к симметрии.

В ряде задач распределение Пуассона выступает не как асимптотиче-
ское, а как совершенно точное. Например, часто приходится иметь дело с 
распределением событий во времени (появление импульсов, электронов и 
т.п.). В этой связи рассмотрим еще один вывод распределения Пуассона, 
который позволит конкретизировать условия его возникновения и пределы 
применимости.

Сначала введём некоторые понятия.
Потоком событий называется последовательность событий, насту-

пающих одно за другим в случайные моменты времени. Примером может 
служить поток вызовов на скорой помощи, число отказов при работе неко-
торой системы. Геометрически поток событий можно изобразить в виде 
точек на оси времени:

Если в потоке вероятность наступления некоторого числа событий в 
течение заданного отрезка времени t  зависит только от величины этого 
отрезка и не зависит от начала отсчета времени, то он называется стацио-
нарным. В геометрической трактовке имеет значение только длина отрезка 
t  и не имеет значения, далеко или близко он расположен к началу отсчета.

Если отдельные события в нем происходят независимо одно от другого, 
так что «сгущения» событий на одном интервале не приводят к обязательным 
их «разрежениям» на другом, то в потоке отсутствует последействие. Дру-
гими словами, для любых неперекрывающихся отрезков времени число со-
бытий на одном из них не зависит от числа событий на другом.

Наконец, поток обладает свойством ординарности, если вероятность 
наступления двух событий на достаточно малом интервале времени явля-
ется исчезающе малой по сравнению с вероятностью наступления одного 

0t 1t 2t it t
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события. Другими словами, ординарным считается поток относительно 
редких событий.

Простейшим (пуассоновским) называют поток событий, который об-
ладает тремя свойствами:

– стационарностью,
– отсутствием последействия,
– ординарностью.
Найдём )0(Δ  kP tt – вероятность того, что за малый интервал вре-

мени tΔ не произойдёт ни одного события. Пусть )0( kPt – вероятность 

отсутствия событий на интервале t . Отсутствие точек на отрезке tt 
есть произведение двух событий: A – отсутствие точек на интервале t , B –
отсутствие точек на интервале tt  . В силу независимости этих событий 

(отсутствия последействия в потоке) имеем
)0()0()0(Δ   kPkPkP tttt .

Но
)1(1...)2()1(1)0(   kPkPkPkP tttt ,

так как в силу ординарности потока вероятностью наступления за время 
t  двух или более событий можно пренебречь.

Найдём )1(  kP t . Для этого вычислим математическое ожидание 

числа точек на интервале tΔ . С одной стороны,

tnkM t  ν)( ,

где ν – среднее число событий в потоке за единицу времени (интенсив-
ность), с другой –

)1(...)2(2)1(1)0(0)(   kPkPkPkPnkM ttttt .

Отсюда
tkP t  ν)1( .

Значит,
)ν1()0()0(Δ tkPkP ttt  ,

откуда

)0(ν
)0()0(Δ 


 kP

t

kPkP
t

ttt .

При 0 t  имеем

)0(ν
)0(




kP
td

kdP
t

t .
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Это дифференциальное уравнение первого порядка. Его решение от-
носительно )0( kPt  при начальном условии 1)0(0  kPt  имеет вид

t
t ekP ν)0(  .

Аналогично получаются формулы для других значений k .
Таким образом,

t
n

t e
n

t
nkP ν

!

)ν(
)(  .

►Пример. Будем считать поток сбоев в работе ЭВМ простейшим. 
Его интенсивность в сутки 2ν  . Найти вероятность того, что:

1) в течение суток не будет ни одного сбоя;
2) в течение суток произойдёт хотя бы один сбой.
Решение. ДСВ X – число сбоев ЭВМ за время работы. Так как по-

ток сбоев считаем простейшим, то вероятность того, что за некоторое вре-
мя работы произойдёт k  сбоев, вычислим по формуле

t
k

t e
k

t
kP ν

!

)ν(
)(  , где 2ν  .

Тогда вероятность того, что в течение суток не будет ни одного сбоя 
ЭВМ, равна

135,0
!0

)12(
)0( 212

0

1 


 
 eekPt .                               ◄

Геометрическое распределение. Рассмотрим игру с набрасыванием 
кольца на стержень. Обозначим через X  число бросаний до первого попа-
дания на стержень при условии, что вероятность попадания при каждом 
бросании не зависит от результатов предыдущих бросаний и имеет одно и 
то же значение p  ( 10  p ). Величина X  будет ДСВ, значениями которой 

являются натуральные числа. Найдем закон распределения этой ДСВ.
Событие 1X  означает попадание с первого бросания, его вероят-

ность равна p , то есть pXP  )1( . Событие 2X  означает попадание 

при втором бросании и, значит, промах при первом бросании. Применяя 
теорему умножения вероятностей для независимых событий, получаем 

qpXP  )2( , где pq 1 . Событие 3X  означает попадание при вто-

ром бросании и, следовательно, промахи при первых двух бросаниях, по-

этому pqqqpXP 2)3(  . Продолжая аналогичные рассуждения, нахо-

дим общую формулу

pqkXP k 1)(  , ,...2,1k .
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Геометрическим называется распределение ДСВ X , определяемое 
формулой

ppkXP k 1)1()(  , 10  p , ,...2,1k  .

Название связано с тем, что этот ряд вероятностей есть бесконечно 
убывающая геометрическая прогрессия со знаменателем pq 1 , сумма 

этого ряда равна единице:

1
1

1
...... 12 


 

q
ppqpqqpp k .

ЛЕКЦИЯ 9. НЕКОТОРЫЕ ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НЕПРЕ-
РЫВНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Равномерное распределение. Рассмотрим непрерывную случайную 
величину X , которая принимает равновозможные значения только на от-
резке ];[ ba . Всюду, кроме ];[ ba , 0)( xf .

Примеры НСВ такого рода:
а) время ожидания на остановке автобуса;
б) ошибка округления результата измерения до ближайшего целого 

числа.
Плотность вероятности НСВ X имеет вид
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Так как площадь, ограниченная 
кривой распределения, равна единице:

1)(  abC  (рис. 1), то 
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Эта функция выражает закон равномерной плотности на отрезке 
];[ ba . Найдём функцию распределения )(xF , учитывая, что
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Рис. 1
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Пусть ax  , тогда

00)()(  
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dxdxxfxF .

Если bxa  , то
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Запишем функцию равномерного 
распределения и изобразим её график 
(рис. 2):
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Вычислим основные числовые 
характеристики равномерно распределённой случайной величины.
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Так как равномерное распределение симметрично, медиана НСВ X

равна 
2

ba 
, моды нет.
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В силу симметричности распределения его асимметрия равна нулю.

О х

 F(x)

a b
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Рис. 2
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►Пример. Автобусы некоторого маршрута идут строго по расписа-
нию. Интервал движения 5 мин. Найти вероятность того, что пассажир, 
подошедший к остановке, будет ожидать очередной автобус менее 3 мин.

Решение. Время ожидания автобуса можно рассматривать как НСВ 
X , которая распределена равномерно на отрезке времени  5,0 . Тогда

6,0
5

3

05

00

05

03
)0()3()30( 








 FFXP . ◄

Показательное распределение. Рассмотрим интервалы времени t
между двумя последовательными событиями в простейшем потоке собы-
тий. Вероятность того, что за промежуток времени t  от предыдущего со-
бытия следующее событие не произошло, а за малый дополнительный
промежуток времени t  событие произошло один раз, равна
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Отсюда найдём плотность вероятности
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  при 0t .

Если 0t , то 0)( tf .

Таким образом, плотность вероятности временного интервала между 
двумя соседними событиями описывается выражением
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Распределение непрерывной слу-
чайной величины с плотностью вероятно-

сти 
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 (рис. 3) на-

зывается экспоненциальным (показатель-
ным).

Проверим выполнимость условия
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Найдем )(tF  с помощью формулы

1)()(  


t

dttftF .

При 0t

00)()(  


tt

dtdttftF .

При 0t

 


tt

dttfdttfdttftF
0

0

)()()()(

tt
t

t
t

t eeeedtedt ν0ν

0

ν

0

ν
0

1)(0 


   .

Функция распределения показательного закона имеет вид










 .0при1

,0при0
)(

ν te

t
tF

t

Можно показать, что

ν

1
)( TM ,         2ν

1
)( TD .

►Пример. НСВ T  распределена по показательному закону с плот-

ностью вероятности
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Найти вероятность попадания значений НСВ T  в интервал )7,0;1,0( .

Решение.

 
 )(2)7,01,0( 1,027,02

7,0

1,0

2
7,0

1,0

2 eeedteXP tt

5721,02466,08187,0  . ◄

В теории надёжности показательный закон распределения является 
одной из возможных математических моделей.

Элементом назовём некоторое устройство, независимо от того, «про-
стое» оно или «сложное». Пусть элемент начинает работать в момент време-
ни 00 t , а в момент времени t  происходит отказ. 

Обозначим через T  непрерывную случайную величину – время безот-
казной работы элемента, через ν – интенсивность отказов (среднее число от-
казов в единицу времени).
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Часто время безотказной работы элемента распределяется по показа-

тельному закону с функцией распределения вида tetTPtF ν1)()(  , 

где 0ν  . Эта функция есть вероятность отказа элемента за время t .
Тогда понятно, что вероятность безотказной работы элемента за 

время t  определяется функцией надёжности tetR ν)(  .

►Пример. Время безотказной работы элемента имеет показательное 

распределение tetF 01,01)(  , 0t . Найти вероятность того, что за время 

50t ч:
а) элемент откажет;
б) элемент не откажет.

Решение. а) Так как функция распределения tetF 01,01)(   есть ве-

роятность отказа элемента за время t , то, подставив 50t в функцию рас-
пределения, получим вероятность отказа:

394,0606,0111)50( 5,05001,0   eetF .

б) События «элемент откажет» и «элемент не откажет» – противопо-
ложные, поэтому вероятность того, что элемент не откажет равна

606,0394,01 P . ◄

Нормальное распределение. Рассмотрим биномиальное распределе-
ние в случае, когда число независимых испытаний велико, то есть n . 
При этом число npa   тоже неограниченно возрастает (при постоянном 

p ). В таком случае биномиальное распределение сходится к нормальному

(гауссовскому) распределению с плотностью вероятности
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ax
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  при  x .

Числа a  и 2σ – параметры распределения, C – некоторая постоянная.
Чтобы найти C , пронормируем плотность вероятности:
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Так как π
2






 dte t  (интеграл Пуассона)1, то 1π2σ C . Откуда

σπ2

1
C .

Таким образом, нормальное распределение имеет плотность
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ax
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  при  x .

Смысл параметров a  и σ  выясним позже.

График функции 
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  называется нормальной кривой

или кривой Гаусса. Построим её график.
Область определения  x . Функция принимает только поло-

жительные значения, поэтому график находится выше оси Ox . Найдем 
экстремум функции )(xf .

Производная
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равна нулю при ax  , меняет знак с плюса на минус при переходе 
через эту точку. Значит, ax  – точка максимума функции )(xf , 

σπ2

1

σπ2

1
)( 0  eaf .

Чем больше σ , тем меньше максимум, а так как площадь, ограни-
ченная всей кривой и осью Ox , равна единице, то с увеличением σ  кривая 
как бы растягивается вдоль оси Ox . При уменьшении σ  кривая вытягива-
ется вверх вдоль прямой ax  , но сжимается в горизонтальном направле-
нии, сохраняя форму.

Следовательно, параметр σ  характеризует форму кривой, параметр
a – её положение (рис. 4).
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Вторая производная
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равна нулю при σ ax  и при σ ax , меняет знак при переходе через 
эти точки. Значит, точки перегиба имеют координаты
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Ось Ox – горизонтальная асимптота.

В случае, когда 0a , 1σ  , функция )(xf  имеет вид
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и нормальное распределение называется нормированным.
Найдём матожидание и дисперсию нормально распределённой слу-

чайной величины.

dxeadxeaxdxxeXM
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Первый интеграл равен нулю, поскольку заменой переменной 
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 сводится к интегралу, у которого под знаком интеграла стоит не-

чётная функция, а интегрирование осуществляется в симметричных преде-
лах. Второй интеграл равен единице по условию нормировки. Имеем
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Таким образом, параметр a  имеет смысл матожидания, параметр 2σ –
дисперсии.

Так как нормальное распределение случайной величины симметрич-
но относительно ax  , то все центральные моменты нечётного порядка 

равны нулю. Это значит, что 0
σ

0
3
3

3 
 SA .

Для центральных моментов чётного порядка имеем
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откуда следуют соотношения:
2

2 σ , 4
4 σ3 , 6

6 σ15  и т.д.

Эксцесс 03
σ

σ3
3

σ 4

4

4
4 


kE . Это объясняется тем, что эксцесс 

характеризует крутость исследуемого закона распределения по сравнению 
с нормальным.

Вероятность попадания значений нормально распределённой НСВ Х
в заданный интервал. Вероятность попадания значений НСВ X в интервал 
равна определенному интегралу от ее плотности на этом интервале:
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является функцией Лапласа (см. 

лекцию 5). Значит, искомую вероятность (α β)P X   можно найти по 

формуле                     
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Правило трёх сигм. Найдём вероятность того, что абсолютная вели-
чина отклонения нормально распределённой НСВ X от своего математи-
ческого ожидания меньше положительного числа δ , или вероятность нера-
венства δ aX :
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Положим tσδ  , тогда
)(2)σ( ttaXP  .

Если 3t , то есть σ3σ t , то

9973,049865,02)3(2)σ3(  aXP .

Это равенство означает, что событие, состоящее в осуществлении 

неравенства σ3 aX , является почти достоверным. То есть среди 

10000 значений нормально распределённой случайной величины в среднем 
только 27 выйдут за пределы интервала )σ3;σ3(  aa .

Приближённое равенство

1)σ3(  aXP

называется правилом трёх сигм.
►Пример. Производится измерение вала без систематических (од-

ного знака) ошибок. Случайные ошибки измерения (СВ X ) подчинены 
нормальному закону со средним квадратическим отклонением 10σ   мм. 
Найти вероятность того, что измерение будет произведено с ошибкой, не 
превосходящей по абсолютной величине 15 мм.

Решение. Математическое ожидание случайных ошибок равно нулю, 

поэтому применима формула









σ

δ
2)δ( XP .

Положив 15δ  , 10σ  , находим
)5,1(2)15( XP .

По таблице приложения 2 находим
4332,0)5,1(  .

Искомая вероятность
8664,04332,02)15( XP . ◄
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Функция распределения нормальной случайной величины. Согласно 

формуле )()( xFdttf
x




 и определению нормального распределения, 

имеем
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где )(x – функция Лапласа. Таким образом, функция распределения 

нормальной НСВ X  имеет вид







 


σ2

1
)(

ax
xF , где )(x – функция Лапласа.

Вариационный подход к получению дифференциальной функции рас-
пределения. Рассмотрим альтернативный подход к получению наиболее 
популярных распределений случайных величин, основанный на экстре-
мальности энтропии.

К понятию энтропии естественным образом приводит следующая
Задача. Имеются рычажные весы без гирь и 25 внешне одинаковых 

монет, одна из которых несколько тяжелее остальных. Требуется гаранти-
рованно определить ее минимальным числом взвешиваний.

Решение. Очевидно, взвешивать монеты нужно одинаковыми по 
численному составу группами. Правильный численный состав обеспечива-
ет извлечение из каждого взвешивания максимальной информации для ло-
кализации тяжелой монеты.

Таким образом, встал вопрос о мере информации, извлекаемой из 
эксперимента с несколькими возможными исходами.

В качестве такой меры можно взять среднюю длину сообщения об 
итогах эксперимента с несколькими возможными расходами (усреднение 
производится по всем исходам).

(В частности, взвешивание может закончиться тремя исходами: пе-
ретягиванием левой чаши, правой или их балансом).
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Очевидно, однако, что длина сообщения определяется не только со-
держанием эксперимента, но и используемой системой записи самих со-
общений. Например, итог можно описать словами (перевесила левая чаша, 
перевесила правая чаша, осуществился баланс) а можно и перенумеровать 
(закодировать) исходы и по окончании опыта указывать лишь код реализо-
вавшегося исхода.

По техническим причинам в электронных средствах записи цифро-
вой информации наибольшее распространение получила двоичная система 
исчисления. Т.е. код исхода представляет последовательность нулей и 
единиц. Их количество и есть длина сообщения.

Чтобы объективно сравнивать количества информации, извлекаемые 
из разных экспериментов (например, отличающиеся численным составом 
взвешиваемых групп), при кодировании нужно соблюсти очевидные тре-
бования:

1) максимально лаконично кодировать исходы сравниваемых опытов 
(например, нельзя использовать длинные номера, пока не заняты все более 
короткие);

2) чтобы средняя длина сообщения была короче, более вероятным 
исходом нужно присваивать самые короткие номера.

Указанным требованиям отвечает следующая система кодирования:
Разобьем все исходы на две группы с примерно равными суммарны-

ми вероятностями (по 1/2 на группу). Одной из групп поставим в соответ-
ствие 0, второй – 1. Затем каждую из групп (если в ней более одного исхо-
да) снова разобьем на две части с примерно равными суммарными вероят-
ностями (по 1/4 на каждую часть). Первой подгруппе первой группы будет 
соответствовать код 00, второй 01. Аналогично для 1-й и 2-й подгрупп 
второй группы имеем 10 и 11 соответственно. Указанную процедуру будем 
продолжать до тех пор, пока в каждой из подгрупп не останется по одному 
исходу.

Заметим, что исходу с вероятностью Р = 1/2 соответствует код из од-
ной цифры, исходу с Р = 1/4 – из двух цифр, с Р = 1/8 – из трех и т. д. То 
есть

2logi in P  ,

где ni – число цифр (длина сообщения об i-том исходе).
При этом 

IPPn
i

ii   2log .                                          (1)

Последнее равенство определяет информативность опыта с данным 
распределением вероятности по исходам. Покажем, что I  максимальна, 
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если распределение равномерно, то есть
1

( 1,2, , )iP i N
N

   , где N – число

исходов. Пусть для простоты N = 2:
)1ln()1(ln xxxxI  ;

2

1
0

1
ln

1

1
)1ln(ln 







 x
x

x

x

x
x

x

x
xI ,

что и требовалось доказать.
Таким образом, возвращаясь к задаче о монетах, перед взвешиванием 

их нужно делить на три по возможности равные кучки, чтобы вероятности 
попадания в них тяжелой монеты были примерно равны. В этом случае 
возможны исходы (левая, правая, баланс) будут равновероятны.

То есть на каждую чашку положим по 8 монет. В случае баланса тя-
желая среди оставшихся девяти. Вторым взвешиванием локализуем ее сре-
ди трех, и третьим определяем. 

Общее количество взвешиваний можно найти, не конкретизируя ре-
зультат каждого из них.

Вначале введем энтропию S как меру неопределенности результата 
эксперимента с несколькими возможными исходами. Очевидно, извлекая 
I , мы уменьшаем S:

IS  .
До опыта 0I , после – I  равно сумме, фигурирующей в (1), а S –

наоборот.
Энтропия задачи из 25 монет (тяжелая с равной вероятностью может 

оказаться любой из 25) равна
25

2 2
1

1 1
log log 25.

25 25i

S


   

А максимум информации, извлекаемой при одном взвешивании:

3log
3

1
log

3

1
2

3

1
2  

i
I .

Чтобы исчерпать всю неопределенность (решить задачу), нужно обеспе-
чить неравенство

m·log2 3 ≥ log2 25,
в котором m – минимальное число взвешиваний, т.е. m = 3.

Возрастание энтропии – фундаментальный закон природы. Не вдаваясь 
в подробности и механизм его реализации, приведем лишь один пример. 

Капнем чернила в банку с водой. Вначале вероятность обнаружить 
чернила локализована в том месте, куда упала капля. Но по мере растворе-
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ния чернил, эта вероятность равномерно распределяется по всему объему 
банки. Энтропия, как мы уже выяснили, при этом стремится к своему мак-
симальному значению. Обратный процесс невозможен по законам стати-
стики. Сколько бы мы ни ждали, чернила не соберутся вновь в каплю. Т.е. 
состояние с максимальной энтропией является равновесным. По этой при-
чине распределения вероятности, наиболее часто встречающиеся в окру-
жающем нас мире, могут быть получены из условия экстремальности эн-
тропии.

Обобщив (1) на случай непрерывных законов распределения, получим

2 2( ) ; ( )[log ( ) log ] ,i i i i i i i
i

P f x S f f x x                              (2)

где f(x) – дифференциальная функция распределения;
      Pi – вероятность попадания СВ в интервал Δxi;
      ξi – внутренняя точка этого интервала.

Ничто не мешает сделать Δxi одинаковыми, после чего второе сла-
гаемое в (2) не зависит от вида f(x).

1log)ξ((log)log)ξ(( 222   xxfxxxf
нормировки

условиюпо

i
ii

i
i .

Поэтому, если интересоваться изменением S при вариации f(x), вто-
рое слагаемое в (2) можно опустить. Кроме того, фигурирующие в (2) ло-
гарифмы можно заменить натуральными, выбирая таким образом новый 

масштаб измерения энтропии (
2ln

ln
log2

i
i

P
P  ). В результате перехода к бес-

конечно малым ix получим





 dxxfxfS )(ln)( .                                         (3)

Экстремум функционала (3) будем искать при дополнительных условиях

( ) 1,f x dx




                                                   (4)

( ) ,x f x dx m




                                               (5)

2 2( ) ( ) ,x m f x dx 




                                         (6)

обеспечивающих реалистичность распределений, где (1) – условие норми-
ровки, а (5) и (6) – требование конечности математического ожидания и 
дисперсии.

Домножим (4) – (6) соответственно на α, β, γ и прибавим к (3).
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2 ( , ( )) ,S m F x f x dx




                                             (7)

где 
2( , ) ln ( ) .F x t f f f f x m f                                   (8)

Так как слева в (7) все, кроме S, есть константы, экстремальность ин-
теграла в правой части (7) будет означать условный экстремум S. Чтобы 
интеграл в (7) был максимальным, нужно каждому x поставить в соответ-
ствие такое значение f, чтобы F(x, f) была максимальной. Из необходимого 
условия экстремума

' 2ln 1 ( ) 0fF f x x m                                     (9)

найдем
2( ) ( ).x x mf c e f x                                           (10)

Подставив (10) в (4) – (6), выразим c, β, γ через m и σ:

 2
22σ1

( )
2πσ

x m

f x e




 .                                     (11)

Подчеркнем, что нормальное распределение (11) возникло не по оп-
ределению, а как следствие закона возрастания энтропии. При этом смысл 
параметров m, σ не надо устанавливать. Он ясен из соотношений (5), (6).

Если СВ X положительно определена, из конечности матожидания 
следует конечность дисперсии, т. к. слева от m интервал конечен (x > 0), а 
справа – бесконечен. Бесконечность дисперсии означала бы бесконечное 
смещение m вправо по числовой оси. Поэтому от условия (6) следует отка-
заться, а соотношения (4), (5) и (10) примут вид:

0

( ) 1,f x dx


 (׳4)                                                  

0

( ) ,x f x dx m


  (׳5)                                             

( ) .xf x c e  (׳10)                                               

Подставив (10׳) в (4׳), выразим c через β:

00

1 | 0; 1 ( ) .x x cxc c
c e dx e f x c e

 
           

 

Подставив последнее выражение в (5׳), найдем c:
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00 0
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1
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| ( )

cx cx cx
cx

u du

x
cx m

du dx
x

c x e dx c e e dx
c cV e

c

e m f x e
c c m

 
  



 

  
         

     

 

                      (12)

– экспоненциальное распределение. 
Если возможные значения СВ   отрезку [a, b], ее математическое 

ожидание не может не быть конечным. Отбросив в этом случае условие 
:получим ,(׳5)

( ) 1,
b

a

f x dx  (׳׳4)                                               

( ) ,f x c (׳׳10)                                                

откуда 
1

c
b a




, т.е. максимуму энтропии на отрезке отвечает равномер-

ное распределение 
1

( ) .f x
b a




                                                 (13)

Свернув плоскость OXY с нарисованной на ней Гауссовой кривой в 
цилиндр радиуса r и образующей, параллельной OY, можно непосредст-
венно проследить, как нормальное распределение по мере уменьшения r
трансформируется в равномерное.

Пусть m = 0. Считая поворот на угол 2π возвратом в исходную точку 
и применив теорему сложения вероятностей, получим

 










n

nrx

exf
2

2

σ2

π2

σπ2

1
)(* , ]π;π[ rrx                       (14)

Если σ ≥ πr, то разброс случайной величины сравним с длиной от-
резка, на котором определена ( )f x . Это не позволяет при составлении

прогноза одно возможное значение предпочесть другому. То есть ( )f x  в 

такой ситуации должна описывать равномерное распределение. В обрат-
ной ситуации ( rπσ  ) в (14) всеми слагаемыми можно пренебречь, и f*(x) 
с 0n будет аппроксимироваться нормальным законом на отрезке [-πr, πr]. 
Графики f*(x), построенные численными методами для πr, полностью под-
тверждают предсказанную эволюцию функции распределения. Там же, для 
сравнения, дана часть Гауссовой кривой, принадлежащая рассматриваемо-
му отрезку.
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Подставив (11), (12) и (13) в (3), найдем энтропии полученных рас-
пределений:

ln( ),pS b a                                              (15)

1 ln ,эS m                                                (16)

1
ln( 2 ),

2нS                                             (17)

или, связав в первых двух случаях параметры распределений со средне-
квадратическим отклонением 

;
12

b a
m


    ,

ln 12 ln 1,242 lnpS        ,

1 lnэS    ,

1
ln 2 ln 1,419 ln .

2нS        

Видно, что с увеличением разброса во всех случаях энтропия (как
это и должно быть) растет. При одинаковых разбросах имеет место двой-
ное неравенство

Sн > Sp > Sэ

Подставив (14) в (3), можно проследить (рис. 2), как при увеличении 
отрезка зависимость (15) переходит в (17). (Для простоты расчеты выпол-

нялись с σ = 1). Значит,
1

(1) ln 2 1,419
2нS y     – уравнение горизон-

тальной асимптоты.

Дополнение 1

Получение нормального закона

После замены
| |

;
| |

x
x m d dx

 
    

  
 выражения (4) – (6), (8) 

примут вид

( ) 1;f d




                                                    (1)

( ) 0;f d




                                                    (2)

2 2( ) ;f d




                                                 (3)
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2( , ) lnF f f f f f f        ;

1 2ln 1 0fF f         ;

2
( );f c e f   

из (1) 0 | |       ;

из (2)   что ( )f  – четная 0  ;
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Дополнение 2

Вычисление энтропии

Равномерное распределение 
1

( ) ,f x
b a




11
[ , ] ln | | ln( ) ;

b

a

x a b S b a dx b a S
b a

       


свяжем S со среднеквадратическим отклонением 
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Экспоненциальное распределение 
1
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свяжем S со среднеквадратическим отклонением 
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x x
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e x m x m e dx
 

      

2

0 0

2 ( ) |
x x
m mx

m

du dx
m x m me m e dx

V me

 



  
       
    



2 2 2 2 2 2

0
2 | 2

x
mm m m e m m m m
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Нормальное распределение 

2 2

2 22 21 1
ln

2 2

x x

S e e dx
  

 



 
     
  



2

2
2

2
2

1
ln 2

2 2

x
x

e dx
 





 
     

  
  (см. условие нормировки) = 

1ln 2 Y    ; 

2

2
2

2
1 2

1
2

2 2
2

x x
tx

Y e dx

dx dt

 





   

 
 



22
1

1
,tt e dt Y






  
   введем 

2 1
( ) tY e dt






    


2 3/ 21
( ) .

2
tY t e dt


 



        

Очевидно, 1
1 1 1 1

(1) ; ;
2 2

Y Y           
т.о. 

1
ln 2 ;

2
S    

1
ln 2 ln .

2
S     



93

РАЗДЕЛ IV. ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ

ЛЕКЦИЯ 10. НЕРАВЕНСТВА ЧЕБЫШЕВА. ПОНЯТИЕ О ЦЕН-
ТРАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕ

Под законом больших чисел понимают общий принцип, в силу кото-
рого совместное действие случайных факторов приводит при определён-
ных весьма общих условиях к результату, почти не зависящему от случая. 
Этот принцип выражается рядом теорем. В их числе – теорема Бернулли, 
теорема Чебышева. Для доказательства этих теорем используются

Неравенства Чебышева.
Вероятность того, что абсолютная величина отклонения СВ X от 

своего математического ожидания меньше положительного числа, не 

меньше разности 2ε

)(
1

XD
 :

  2ε

)(
1ε)(

XD
XMXP  или   2ε

)(
ε)(

XD
XMXP  .

Докажем теорему для ДСВ X , имеющей закон распределения 

ii pxP )( , ni ,1 .

События ε)(  XMX  и ε)(  XMX  являются противополож-

ными, поэтому сумма их вероятностей равна единице, то есть
  1)ε)((ε)(  XMXPXMXP ,

откуда
  )ε)((1ε)(  XMXPXMXP .

Дисперсия ДСВ X  равна

nn pXMxpXMxpXMxXD 2
2

2
21

2
1 ))((...))(())(()(  .

Предположим, что значения случайной величины занумерованы так, что
ε)(1  XMx , ε)(2  XMx , …, ε)(  XMxk ,

ε)(1  XMxk , ε)(2  XMxk , …, ε)(  XMxn .

Поскольку обе части каждого из последних неравенств положительны, то
22

1 ε))((  XMxk , 22
2 ε))((  XMxk , …, 22 ε))((  XMxn .

Понятно тогда, что

  nnkkkk pXMxpXMxpXMxXD 2
2

2
21

2
1 ))((...))(())(()(

)...(ε 21
2

nkk ppp   .
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В соответствии с теоремой сложения вероятностей независимых со-
бытий сумма nkk ppp   ...21  выражает вероятность того, что ДСВ X

примет одно из значений ix , nkki ...,,2,1  , для которого 

ε)(  XMxi , то есть 

)ε)((...21   XMXPppp nkk .

Поэтому

)ε)((ε)( 2  XMXPXD ,

откуда

2ε

)(
)ε)((

XD
XMXP  – первое неравенство Чебышева.

Найдем )ε)((  XMXP :

2ε

)(
1)ε)((1)ε)((

XD
XMXPXMXP  – второе неравенство 

Чебышева.
Доказательство для непрерывных случайных величин аналогичное.

Дисперсия НСВ X :






 dxxfXMxXD )())(()( 2 .

Разобьем область интегрирования на три части:
)ε)(;(  XM ,   ε))(ε;)((  XMXM ,   )ε;)(( XM .

Тогда

 




)(
2 )())(()(

XM

dxxfXMxXD 








)(

)(

2 )())((
XM

XM

dxxfXMx

f(x)

xM(X)-ε M(X) M(X)+ε

Рис. 1
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)(

2 )())((
XM

dxxfXMx .

Опустив средний интеграл, получаем неравенство















)(

2
)(

2 )())(()())(()(
XM

XM

dxxfXMxdxxfXMxXD .

В пределах каждой из областей интегрирования
22 ε))((  XMx .

Значит,











 







 



)(

)(
2 )()(ε)(

XM

XM

dxxfdxxfXD

 )Xε)(ε;)((ε2 XMXMXP

ε))((ε2  XMXP .

Отсюда следует

2ε

)(
)ε)((

XD
XMXP  .

Неравенство Чебышева имеет прежде всего теоретическое значение. 
Но когда о законе распределения случайной величины мало информации, 
оно находит практическое применение.

►Пример. Оценить вероятность того, что отклонение какой-либо 
случайной величины от её математического ожидания по модулю будет 
меньше трёх среднеквадратических отклонений этой величины.

Решение. Пусть X – случайная величина и 2σ)( XD . Тогда

8889,0
9

1
1

)(3σ

σ
1)σ3)(( 2

2

 XMXP .

В случае нормально распределённой случайной величины эта веро-
ятность равна 0,9973, что не противоречит полученному результату. ◄

Второе неравенство Чебышева даёт верхнюю границу для вероятно-
сти того, что будет превышение некоторого заданного числа среднеквадра-
тических отклонений независимо от вида закона распределения.

Теорема Чебышева. Случайная величина принимает значения, зави-
сящие от многих причин. Учесть эти причины полностью невозможно. По-
этому и невозможно заранее указать значение, которое случайная величина
примет в результате данного опыта. На первый взгляд кажется, что пове-
дение суммы достаточно большого числа случайных величин не обладает 
закономерностью, как и каждая случайная величина в отдельности. Но это 



96

не так. Поведение суммы достаточно большого числа случайных величин
при некоторых условиях перестает быть случайным и становится законо-
мерным. Эти условия указаны в теореме Чебышева.

Рассмотрим случайную величину X , закон распределения которой 
меняется от опыта к опыту. Тогда появляются несколько ( n ) случайных 
величин.

Если случайные величины 1X , 2X , …, nX  независимы, имеют мате-

матические ожидания и дисперсии, каждая из которых ограничена одним 
и тем же числом C , то для любого положительного числа ε  выполняется 
неравенство

2
2121

ε
1ε

)(...)()(...

n

C

n

XMXMXM

n

XXX
P nn 














.

Cреднее арифметическое данных случайных величин имеет вид








n

i
i

n X
nn

XXX
X

1

21 1...
.

Тогда








n

i
i

n XM
nn

XMXMXM
XM

1

21 )(
1)(...)()(

)( .

Применяя второе неравенство Чебышева к СВ X , получаем

2ε

)(
1)ε)((

XD
XMXP  .

Учитывая условие CXD i )( ( ni ,1 ) и свойства дисперсии, находим










 


2

2121 )(...)()(...
)(

n

XDXDXD

n

XXX
DXD nn

n

C

n

nC

n

CCC



 22

...
,

n

C
XD )( .

Из последнего неравенства и второго неравенства Чебышева следует 
неравенство

2ε
1)ε)((

n

C
XMXP  .

Рассмотрим понятие сходимости по вероятности. Последователь-
ность случайных величин 1X , 2X , …, nX  сходится по вероятности к СВ 

X , если для любого числа 0ε  :
  1εlim 


XXP n

n
.
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Обозначение сходимости по вероятности

XX p
n  .

Если случайные величины 1X , 2X , …, nX  удовлетворяют условиям 

теоремы Чебышева, то







 

 2ε
1lim)ε)((lim

n

C
XMXP

nn
,

1)ε)((lim 


XMXP
n

,

но так как вероятность не может быть больше единицы, то

1)ε)((lim 


XMXP
n

.

Теорема Чебышева лежит в основе выборочного метода в статисти-
ке. Результат каждого измерения – случайная величина с матожиданием, 
равным истинному значению измеряемой величины (если нет системати-
ческой погрешности). Теорема Чебышева говорит о том, что при большом 
числе измерений в качестве истинного можно принять среднее арифмети-
ческое (вероятность ошибиться при этом тем меньше, чем больше n ).

►Пример. Сколько раз нужно измерить величину с истинным зна-

чением a , чтобы с вероятностью, не меньшей 0,95, можно было утвер-
ждать, что среднее арифметическое этих измерений отличается от a  по 
модулю меньше, чем на 2, если СКО измерений меньше 10?

Решение. Нужно найти число n , удовлетворяющее неравенству

2
1 ε

1ε
1

n

C
aX

n
P

n

i
i 











,

где 2ε  , 100C . Тогда

95,0
ε

1 2 
n

C
,       95,0

ε

ε
2

2




n

Cn
,        22 ε95,0ε nCn  ,

n
C

n 95,0
ε2

 ,           2ε
05,0

C
n  ,

500
205,0

100

ε05,0 22





C
n .

Таким образом, измерять нужно не менее 500 раз. ◄

Если 2σ)( iXD , ni ,1 , то есть X – среднее арифметическое слу-

чайной величины с равными дисперсиями, то 
n

XD
2σ

)(   и из неравенства 

Чебышева следует, что
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2ε

σ
1)ε)((

n
XMXP  .

Например, в схеме Бернулли

n

k

n

kkk
X n 




...21 , где 0ik  или 1,

pqkD i  )(σ2 ,      ppkM
n

kM
XM i

n

i
i



 )(

)(
)( 1 ,

тогда

2ε
1ε

n

pq
p

n

k
P 







  .

Оценкой можно пользоваться, если под рукой нет таблицы значений 
функции )(X  (интегральная теорема Лапласа).

2ε
1ε2ε2ε

n

pq

pq

n

pq

n
p

n

k
P 

























   для n .

Пусть, например, 100n , qp 
2

1
, 10ε , . Тогда

4

3

01,0100
4

1

1
ε

1
2





n

pq
, 2

4

1
100

1,0ε 
pq

n
,

4772,0)2(  , 
4

3
9544,0)2(2  .

►Пример. При штамповке деталей брак в среднем составляет 3%. 
Оценить вероятность того, что в партии из 1000 деталей число бракован-
ных отклонится от своего среднего значения не более чем на 1%.

Решение. Имеем 1000n , 03,0p , 97,0q , 010ε , . Тогда

71,0
)01,0(1000

97,003,0
1ε 2 










  p
n

k
P .◄

Теорема Бернулли. В статистическом определении вероятности на-
ступления события использовалось свойство устойчивости относительной 
частоты наступления этого события при увеличении числа испытаний. 
Теоретическим обоснованием этого свойства является теорема Бернулли.

Если k – число появлений события A  в n независимых испытаниях и 
p – вероятность появления события A  в каждом испытании, то веро-

ятность того, что модуль отклонения относительной частоты от веро-
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ятности меньше любого числа 0 , больше чем разность 2ε
1

n

pq
 , то 

есть

2ε
1ε

n

pq
p

n

k
P 







  .

Отсюда следует, что при достаточно больших n вероятность 








  εp
n

k
P как угодно близка к единице, то есть

1εlim 






 


p
n

m
P

n
.

Пусть iX – число появлений события A  при i -том испытании, 

ni ,1 . Каждая из случайных величин iX  может принимать лишь два воз-

можных значения: 11 x  с вероятностью p  (событие A  наступило) и 

02 x  с вероятностью pq 1  (событие A  не наступило). Поэтому все 

они имеют одно и то же математическое ожидание
pqppxpxXM i  01)( 2211 ,

одну и ту же дисперсию

 qpppXMXMXD iii
222 )0()1()))((()(

pqpqpqqppq  )(22 .

Поскольку

4

1
)(  pqXD i ,

(так как произведение pq  принимает наибольшее значение при 

5,0 qp ), к случайным величинам iX  применима теорема Чебышева:

1ε)(
1

lim
1












i

n

i
i

n
XMX

n
P .

Так как pXM i )( , имеем

1ε
1

lim
1












pX

n
P

n

i
i

n
.

Так как mX
n

i
i 

1
, где m – число появлений события A  при n  испытани-

ях, то

1εlim 






 


p
n

m
P

n
.
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Заметим, что теорема Бернулли не позволяет утверждать, что нера-
венство 

ε p
n

m

будет выполнятся для всех достаточно больших n . Она лишь утверждает, 
что выполнение такого неравенства при достаточно больших n  будет 
очень вероятно.

►Пример. Начиная с какого числа n  независимых испытаний вы-
полняется неравенство

97,01,0 






  p
n

m
P ,

если в отдельном испытании 8,0p ?
Решение. Неравенство

2ε
1ε

n

pq
p

n

k
P 







 

в данном случае имеет вид

01,0

2,08,0
11,0











 
n

p
n

k
P .

Поэтому

97,0
01,0

16,0
1 

n
.

Отсюда находим

n01,0

16,0
97,01  ,            

n01,0

16,0
03,0  ,            33,533

0003,0

16,0

01,003,0

16,0



n .

Таким образом,
534n . ◄

Неравенство Маркова
Если СВ X  принимает только положительные значения и сущест-

вует её математическое ожидание, то для любого числа 0δ   справедли-
во неравенство

 
δ

)(
1δ

XM
XP  .

►Пример. Среднее число молодых специалистов, ежегодно направ-
ляемых в аспирантуру, составляет 200 человек. Оценить вероятность того, 
что в данном году будет направлено в аспирантуру не более 220 молодых 
специалистов.
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Решение. Имеем 200)( XM , 220δ  . Тогда

  091,01
220

200
1200 XP ,

  909,0200 XP . ◄

Теорема Пуассона. Пусть производится n  независимых испытаний, 
причем вероятности появления события A  в каждом из них различны и 

равны 1P , 2P , …, nP , тогда средняя вероятность имеет вид 
n

PP
P n

ср



...1 . 

Теорема Пуассона утверждает, что

1εlim 






 


ср
n

P
n

k
P ,

где k – число испытаний, в которых появилось событие A .
Центральная предельная теорема Ляпунова. Многие задачи теории 

вероятностей связаны с изучением суммы независимых случайных вели-
чин. В соответствии с этой теоремой плотность вероятности суммы неза-
висимых или слабо зависимых, равномерно малых (играющих одинаковую 
роль) слагаемых при неограниченном увеличении их числа как угодно близко 
приближается к нормальному закону распределения независимо от того, 
какие законы распределения имеют эти слагаемые.

Из теоремы Ляпунова следует локальная теорема Лапласа. Пусть СВ 
X – число появлений события A  при n  независимых опытах. Её можно 
представить так:

nXXXX  ...21 ,

где iX – число появлений события A  при i -том испытании, ni ...,,1 . При 

всех i
pXM i )( ,       pqXD i )(         (см. лекцию 7),

то есть величины iX , ni ...,,1  удовлетворяют условиям теоремы Ляпуно-

ва. Их сумма nXXXX  ...21  имеет распределение, близкое к нор-

мальному. Оно определяется формулой

2

2

σ2

)(

π2σ

1
)(

ax

exf



 .

Известно, что
npXM )( ,        npqXD )(        (см. лекцию 7).

Тогда при kx  , npa  , npqσ  получаем

npq

npk

n e
npq

kP 2

)( 2

π2

1
)(




 .
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Поэтому верна локальная теорема Лапласа: если вероятность появ-
ления события A в каждом из n  независимых испытаний равна одной и 
той же постоянной p ( 10  p ), то вероятность )(kPn  того, что во 

всех этих испытаниях событие A появится ровно k  раз, приближённо вы-
ражается формулой

npq

npk

n e
npq

kP 2

)( 2

π2

1
)(






или

)(
1

)( x
npq

kPn      при    
npq

npk
x


 ,    где    2

2

π2

1
)(

x

ex


 .

Приведём без доказательства интегральную теорему Лапласа: если 
вероятность появления события A в каждом из n  независимых испытаний 
равна одной и той же постоянной p  ( 10  p ), то вероятность 

)( 21 kkkPn   того, что в этих испытаниях событие A появится не менее 

1k  раз и не более 2k , приближённо выражается формулой





2

1

2

2
21 π2

1
)(

x

x

x

n dxekkkP ,      где      
npq

npk
x


 1

1 ,      
npq

npk
x


 2

2 .

Эта формула имеет другой вид:

 
 2

2

1

2

0

2
0

2
21

π2

1

π2

1
)(

x x

x

x

n dxedxekkkP 



1

2
2

2

0

2

0

2

π2

1

π2

1 x xx x

dxedxe

или
)()()( 1221 xxkkkPn  , где )(x – функция Лапласа.
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РАЗДЕЛ V. ДВУМЕРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

ЛЕКЦИЯ 11. ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДВУМЕРНЫХ СЛУ-
ЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Понятие о системе случайных величин. Иногда в практических зада-
чах результат опыта описывается не одной случайной величиной (её воз-
можные значения определяются одним числом), а двумя или более слу-
чайными величинами, образующими систему (их возможные значения оп-
ределяются несколькими числами).

Например:
– точка попадания снаряда описывается абсциссой и ординатой. По-

лучаем систему двух случайных величин;
– осколок, образовавшийся при разрыве снаряда, характеризуется ве-

сом, размерами, начальной скоростью, направлением полета. Получаем 
систему четырех случайных величин.

Система двух случайных величин X  и Y  обозначается ),( YX – дву-

мерная случайная величина.
Геометрически её можно изобразить случайной 

точкой на плоскости с координатами ),( YX  или слу-

чайным радиус-вектором с координатами конца 
),( YX  (рис. 1).

Свойства системы случайных величин включа-
ют в себя свойства отдельных составляющих, а также 
взаимные связи между ними.

Системы случайных величин могут быть дискретными, непрерыв-
ными или смешанными в зависимости от типа их одномерных состав-
ляющих.

Закон распределения двумерной дискретной случайной величины
Как и в случае одномерной случайной величины, полной вероятно-

стной характеристикой двумерной случайной величины является закон 
распределения – соотношение, устанавливающее связь между областями 
её возможных значений и вероятностями её появления в этих областях.

Определение 11.1. Законом распределения двумерной ДСВ
),( YX  называется множество всех её возможных значений с их вероятно-

стями.

(X,Y)

X

Y

О

Рис. 1
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Этот закон записывается в виде таблицы с двойным входом:

X     Y 1y 2y … ky … ny 
1x 11p 12p … kp1 … np1 1p

2x 21p 22p … kp2 … np2 2p

… … … … … … … …

ix 1ip 2ip … ikp … inp ip

… … … … … … … …

mx 1mp 2mp … mkp … mnp mp

 1q 2q … kq … nq 1

Графическая форма задания закона распределения двумерной ДСВ 
),( YX  приведена на рис. 2.

►Пример. Двумерная ДСВ ),( YX  задана законом распределения

Х            Y 2 3 4
2 0,3 0,15 0,05
3 0,15 0,10 0,05
4 0,05 0,05 0,05
5 0,05 0 0

Найти законы распределения составляющих X  и Y .
Решение. Сложив вероятности по столбцам, получим вероятности 

возможных значений ДСВ X :

Рис. 2
X

Y

pik

x1

x2

xi

y1 y2 yk

p11

p12

 p21
p22

 pik
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5,005,015,03,0)2( XP ,
30,005,010,015,0)3( XP ,
15,005,005,005,0)4( XP ,

05,0)5( XP .
Закон распределения составляющей X :

ix 2 3 4 5

ip 0,50 0,30 0,15 0,05

105,015,03,05,0  – условие нормировки выполнено.
Сложив вероятности по строкам, аналогично найдём распределение 

составляющей Y :

iy 2 3 4

ip 0,55 0,30 0,15

115,03,055,0  – условие нормировки выполнено. ◄
Функция распределения двумерной случайной величины. Универсаль-

ной характеристикой многомерных случайных величин – дискретных и 
непрерывных – является функция распределения.

Определение 11.2. Функцией распределения двумерной случай-
ной величины ),( YX  называется вероятность совместного выполнения 

двух неравенств xX   и yY  :

),(),( yYxXPyxF  .

Геометрически функция распределения есть 
вероятность попадания точки ),( YX  в бесконеч-

ный квадрат с вершиной в точке );( yx , лежащий 

левее и ниже ее (рис. 3).
Из определения ),( yxF  следует, что для дву-

мерной ДСВ ),( YX :













yy
xx

ji

yy
xx

ji

yy
xx

ji

j
i

j
i

j
i

pyxpyYxXPyxF ),()(),( ,

где суммирование выполняется по всем точкам ),( ji yx , для которых одно-

временно xxi   и yy j  .

►Пример. Передаются два сообщения, каждое из которых может 

быть независимо от другого принято с искажением или без искажения. Ве-
роятность того, что первое (второе) сообщение принято с искажением, 

(х;у)

х

X

y

Y

Рис. 3
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равна 0,1 (0,15). Рассмотрим двумерную случайную величину ),( YX , со-

ставляющие которой имеют следующие множества значений:






,искажениябезпринятосообщениепервое,0

;искажениемспринятосообщениепервое,1
X






искажения.безпринятосообщениевторое,0

;искажениемспринятосообщениевторое,1
Y

Найти распределение двумерной случайной величины ),( YX  и её 

функцию распределения ),( yxF .

Решение. Составляющие двумерной случайной величины ),( YX

дискретны, поэтому вероятности возможных пар значений равны:
765,085,09,0)1)(1()00( 2100  ppYXPp ,

085,085,01,0)1()01( 2110  ppYXPp ,

135,015,09,0)1()10( 2101  ppYXPp ,

015,015,01,0)11( 2111  ppYXPp .

Соответствующая таблица имеет вид:

X         Y 0 1 
0 0,765 0,085 0,85
1 0,135 0,015 0,15

 0,9 0,1 1

Тогда























.1или1при,1

;1или10при,9,0

;10или1при,85,0

;10или10при,765,0

;0или0при,0

),(

yx

yx

yx

yx

yx

yxF

◄
Свойства функции распределения двумерной случайной величины

1. Функция распределения ),( yxF – неубывающая:

если 21 xx  , то );();( 21 yxFyxF  , если 21 yy  , то );();( 21 yxFyxF  .

Докажем, что ),( yxF – неубывающая функция по x , то есть, что при 

21 xx  );();( 21 yxFyxF   или 0);();( 12  yxFyxF .

Событие 2xX   при yY   состоит из суммы двух событий: « X при-

нимает значение, меньшее 1x  при yY  » с вероятностью )( 1 yYxXP 
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и « X принимает значение, удовлетворяющее неравенству 21 xXx   при 

yY  » с вероятностью )( 21 yYxXxP  . Эти события несовместны, 

поэтому



 )()()( 2112 yYxXxPyYxXPyYxXP



 )()()( 2112 yYxXxPyYxXPyYxXP

)(),(),( 2112 yYxXxPyxFyxF  .

Так как вероятность – число положительное, то 
0);();( 12  yxFyxF .

2. Повсюду на  0),( yxF .

При x ),( yF  – вероятность события yYX  . Это 

событие невозможное, поэтому 0),(  yF  и т.д.

3. Если оба аргумента равны  , то 1),( F .

Действительно, событие  YX – достоверное, поэтому 
1),()(  FYXP .

4. При одном из аргументов, равном  , функция распределения 
равна функции распределения другого аргумента:

)(),( xFxF  , )(),( yFyF  .

Действительно, событие Y  достоверное, поэтому
)()(),( xFxXPxF  .

Аналогично, событие X  достоверное, поэтому
)()(),( yFyYPyF  .

Геометрически функция )(xF есть вероятность попадания случай-

ной точки в полуплоскость, ограниченную справа абсциссой x  (рис. 4), а 
)(yF – вероятность попадания случайной точки в полуплоскость, ограни-

ченную сверху ординатой y  (рис. 5).

  (х;у)

х

X

Y

Рис. 4

(х;у)

X

y

Y

Рис. 5
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5. Функция распределения ),( yxF  двумерной случайной величины 

),( YX  непрерывна слева по каждому аргументу.

С помощью свойств двумерной функции распределения можно вы-
числить вероятность попадания двумерной случайной величины ),( YX  в 

любую прямоугольную область, поэтому справедливы следующие теоремы.
Теорема 11.1. Вероятность попадания случайной точки в бесконеч-

ную полуполосу равна приращению функции распределения по одному из 
аргументов (рис. 6, 7):

),(),()( 1221 yxFyxFyYxXxP  ,

),(),()( 1221 yxFyxFyYyxXP  .

Доказательство. Из геометрической интерпретации двумерной 
функции распределения видно, что

)()()( 2122 yYxXxPyYxXPyYxXP 
или по определению 12.2

)(),(),( 2112 yYxXxPyxFyxF  ,

откуда следует, что
),(),()( 1221 yxFyxFyYxXxP  .

Аналогично доказывается равенство
),(),()( 1221 yxFyxFyYyxXP  .

Теорема 11.2. Вероятность попадания случайной точки в прямо-
угольник (рис. 8) равна

 )( 2121 yYyxXxP

),(),(),(),( 11122122 yxFyxFyxFyxF  .

Эта вероятность находится вычитанием из вероятности попадания 
случайной точки в полуполосу AB  вероятности попадания случайной точ-
ки в полуполосу CD  (рис. 8).

х X

Y

Рис. 7

  y1

y2

(x,y1)

(x,y2)

Рис. 6

(х1;у)

X

y

Y

  x1 x2

(х2;у)
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►Пример. Задана функция распределения двумерной случайной ве-
личины












.0или0при0

,
2

π
0,

2

π
0приsinsin

),(
yx

yxyx
yxF

Найти вероятность попадания случайной точки ),( YX  в прямо-

угольник, ограниченный прямыми 0x , 
4

π
x , 

6

π
y , 

3

π
y .

Решение. Положив 01 x , 
4

π
2 x , 

6

π
1 y , 

3

π
2 y , получим







 

6

π
sin0sin

6

π
sin

4

π
sin

3

π
sin0sin

3

π
sin

4

π
sin

3

π

6

π

4

π
0 XXP

26,0
4

26



 . ◄

Двумерная непрерывная случайная величина. Плотность вероятности
двумерной случайной величины. Функция распределения характеризует как дис-
кретные, так и непрерывные двумерные слу-
чайные величины. Но последние ещё удобно 
задавать плотностью вероятности.

Плотность вероятности одномерной 
случайной величины есть предел отношения 
вероятности попадания её значений на ма-
лый участок к длине этого участка при неог-
раниченном уменьшении этой длины. Для 
системы двух случайных величин ),( YX

определение плотности вероятности анало-
гичное: вероятность попадания случайной точки ),( YX в прямоугольник 

R  со сторонами x  и y , примыкающий к точке ),( yx (рис. 9).

(х,у)

х

Δх

Δу

Y

X

y

RΔ

Рис. 9

А

X

у2

Y

  x1 x2

B

у1
  C  D

Рис. 8
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Найдём вероятность попадания случайной точки ),( YX  в R :

  )),(( RYXP ),(),(),(),( yxFyyxFyxxFyyxxF  .

Разделим вероятность попадания случайной точки ),( YX  в прямо-

угольник R  на его площадь и найдём предел этого выражения при 

0x  и 0y :

 )( yyYyxxXxP

yx

yxFyyxFyxxFyyxxF

y
x 







),(),(),(),(
lim

0
0

.

Предполагая, что ),( yxF  непрерывна и дифференцируема, и приме-

нив теорему Лагранжа, получим

yx
yx

F
yyYyxxXxP 





)η,ξ(

)(
2

,

где точка ξ  расположена между x  и x , точка η – между y  и y .

Тогда







 yx

yxFyyxFyxxFyyxxF

y
x

),(),(),(),(
lim

0
0








 yx

yxFyxxFyyxFyyxxF

y
x

)),(),(()),(),((
lim

0
0

),(
),(

),(
),(),(

lim
2

0
0

yxf
yx

yxF
yxF

yx

yxFyyxF
xy

xx

y
x















,

так как при 0x  и 0y xξ , yη .

Определение 11.3. Функция ),( yxf , равная пределу отношения ве-

роятности попадания двумерной случайной величины ),( YX  в прямо-

угольник со сторонами x  и y  к площади этого прямоугольника, когда 

0x  и 0y , называется плотностью вероятности.

Таким образом,

),(
),(

),( ''
2

yxF
yx

yxF
yxf xy






во всех точках, где существует смешанная производная.
Геометрически функция ),( yxfz   изображается некоторой поверх-

ностью, которая аналогична по смыслу кривой распределения и называется 
поверхностью распределения.
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Если её пересечь плоскостью, параллельной плоскости Oxy  и спрое-

цировать полученное сечение на Oxy , то получится кривая, в каждой точке 

которой плотность вероятности постоянна (кривая равной плотности).
По аналогии с одномерным случаем рассмотрим понятие элемента 

вероятности. Из определения предела следует, что
dxdyyxfyxyxfyyYyxxXxP )ε),(()ε),(()(  ,

где 0ε   при 0x , 0y .
Определение 11.4. Элементом вероятности двумерной случайной 

величины ),( YX  называется выражение yxyxf ),( , которое даёт веро-

ятность попадания случайной точки ),( YX  в элементарный прямоугольник 

со сторонами x  и y , примыкающий к точке ),( yx .

Эта вероятность равна объёму элементарного параллелепипеда, ог-
раниченного сверху поверхностью ),( yxfz   и опирающегося на элемен-

тарный прямоугольник R .

Найдём теперь вероятность попадания двумерной НСВ ),( YX  в про-

извольную область XYD  . Для этого разобьем D  на n  элементарных 

прямоугольников 
i

R  и выберем в каждом из них точку )η,(ξ ii (рис. 2).

Тогда
yxfRYXP iii

  )η,(ξ)),(( .

Поэтому





n

i
iiii yxfDYXP

1
)η,(ξ)),(( .

Рис. 2X

Yx1

x2

ξi

y1 ηi

)η,(ξ iif

)η,(ξ ii

RΔi

f(x,y)
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При 0max  ix , 0max  iy  получаем


D

dxdyyxfDYXP ),()),(( .

Вероятность попадания случайной точки ),( YX  в область D  чис-

ленно равна объёму цилиндрического тела, ограниченного сверху поверхно-
стью ),( yxfz   и опирающегося на область D .

Из последней формулы следует, что вероятность попадания случай-
ной точки ),( YX  в прямоугольник δγβα:  YXR  равна

 
β

α

δ

γ

),()),(( dxdyyxfRYXP .

Так как функция распределения есть вероятность попадания в беско-
нечный квадрат, то 

 
 


x y

ddfyxF
- -

ηξ)η,ξ(),( .

Отсюда следует, что плотность вероятности и функция распределе-
ния однозначно выражаются одна через другую. Значит, они полностью 
определяют двумерную НСВ ),( YX .

Свойства двумерной плотности вероятности непрерывной случайной 
величины

1. 0),( yxf .

Действительно, ),( yxf равна пределу отношения двух неотрица-

тельных величин, поэтому она не может быть отрицательной.

2. 1),(
-

 








dxdyyxf  (условие нормировки).

Интеграл  






-

),( dxdyyxf  есть вероятность попадания случайной 

точки ),( YX  на всю плоскость Oxy , что является достоверным событием.

►Пример. Двумерная случайная величина ),( YX  распределена с 

постоянной плотностью внутри квадрата R  с вершинами в точках )0;0( , 

)2;0( , )0;2( , )2;2( . Найти:

а) плотность вероятности ),( yxf

б) функцию распределения ),( yxF .
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Решение. а) По условию задачи плотность вероятности имеет вид









.),(,0

;),(,const
),(

Ryx

RyxC
yxf

Постоянную C  найдём с помощью свойства 2 плотности вероятно-
сти:

14),(
2

0

2

0-

  








CdydxCCdxdydxdyyxf
R

, откуда 
4

1
C .

Тогда












.),(,0

;),(,
4

1
),(

Ryx

Ryx
yxf

б) Функцию распределения ),( yxF  найдём с помощью формулы

 
 


x y

ddfyxF
- -

ηξ)η,ξ(),( .

Пусть 0x  или 0y , тогда

0η)η,ξ(ξ)(),(  


yx

dfdyYxXPyxF ,

так как 0)η,ξ( f  при R)η,ξ( .

Пусть 20  x  и 20  y , тогда

4
ξ

4

1
η

4

1
ξη)η,ξ(ξ)(),(

xy
yddddfdyYxXPyxF

xyxyx

 


.

Пусть 2x  и 20  y , тогда

yddddfdyYxXPyxF
yyyx

2

1
η2

4

1
ξ

4

1
ηη)η,ξ(ξ)(),(

0

2

00

 


.

Пусть 20  x  и 2y , тогда

xddddfdyYxXPyxF
yxyx

2

1
η2

4

1
ηξ

4

1
η)η,ξ(ξ)(),(

0

2

00

 


.

Пусть 2x  и 2y , тогда

1ηξ
4

1
η)η,ξ(ξ)(),(

2

0

2

0

 


dddfdyYxXPyxF
yx

.

Функция распределения ),( yxF имеет вид
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◄
►Пример. Функция распределения двумерной случайной величины 

задана выражением











.0или0при0

;0и0при1
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)(

yx

yxeee
yxF

yxyx

Вычислить вероятность )1010(  YXP .

Решение. Найдём эту вероятность по формуле


D

dxdyyxfDYXP ),()),(( ,

где

),(),( '' yxFyxf xy .

Вычислим ),( yxf :
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e

e
dxedyedxedyYXP xyyx .◄

ЛЕКЦИЯ 12. ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СОСТАВЛЯЮЩИХ 
ДВУМЕРНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ. УСЛОВНЫЕ ЗАКОНЫ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Законы распределения составляющих двумерной случайной величины. 
Зная закон распределения системы двух величин, можно определить зако-
ны распределения её составляющих (свойство 4 двумерной функции рас-
пределения).
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Если двумерная случайная величина ),( YX – непрерывная и





yx

dfdyxF η)η,ξ(ξ),(
-

,

то функции распределения составляющих X  и Y  определяются по фор-
мулам






 η)η,ξ(ξ)(
-

dfdxF
x

,            




 ξ)η,ξ(η)(
-

dfdyF
x

.

Дифференцируя эти выражения по соответствующим переменным (с 
помощью теоремы о дифференцировании определённого интеграла по пе-
ременному верхнему пределу), получим выражение плотности вероятно-
сти для X  и Y :
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Зная законы распределения отдельных величин, входящих в систему,
не всегда в общем случае можно найти закон распределения системы. Для 
этого нужно знать вид зависимости между величинами, входящими в сис-
тему, которая описывается с помощью условных законов распределения.

Условные законы распределения составляющих двумерной непре-
рывной случайной величины

Определение 12.1. Распределение одной случайной величины, най-
денное при условии, что другая приняла определённое значение, называет-
ся условным.

Найдём условные распределения плотности вероятности состав-
ляющих X  и Y  двумерной НСВ ),( YX :

x

yyYyxxXxP
yxf

y
x 







)/(
lim)/(

0
0условии)(ппр

.

По теореме умножения вероятностей:
 )( yyYyxxXxP



 )/()( yyYyxxXxPyyYyP
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Следовательно, 
)(
),(

)/(
yf
yxf

yxf  .

Аналогично,     
)(

),(
)/(

xf

yxf
xyf  .      

),(

)()/()()/(

yxf

xfxyfyfyxf




Таким образом, доказана
Теорема 12.1. Плотность вероятности двумерной НСВ ),( YX  равна 

плотности вероятности одной из величин, входящих в систему, умножен-
ной на условную плотность вероятности другой величины, вычисленную 
при условии, что первая величина приняла заданное значение:

)/()(),( xyfxfyxf   или )/()(),( yxfyfyxf  .

Для двумерных непрерывных случайных величин вводить условную 
функцию распределения составляющей нет смысла, так как


0

)/(
)(

1
)/()/(










  dxyxf

yf
dxyxfyxF  (объём цилиндра конечной 

высоты, но без основания, вместо него – полубесконечная прямая (луч)).
Если по Y  величина ),( YX – дискретная, то есть смысл рассматри-

вать )/( yxF .

Условные распределения составляющих двумерной дискретной слу-
чайной величины. Рассмотрим двумерную ДСВ ),( YX со множеством воз-

можных значений 1x , 2x , …, nx , …; 1y , 2y , …, ny , …

Пусть составляющая Y  приняла некоторое значение jy ; при этом 

другая составляющая X  может принимать любое из значений 1x , 2x , …, 

nx , …

Найдём условную вероятность события ixX  , если наблюдалось 

событие jyY  . Для этого воспользуемся теоремой о вероятности произ-

ведения зависимых событий, которая в данном случае имеет вид
)/()()( jijji yYxXPyYPyYxXP  .

Откуда                    
)(

)(
)/(

j

ji
ji yYP

yYxXP
yYxXP




 .
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Обозначая эту вероятность )/( ji yxp , получаем

)(

),(
)/(

j

ji
ji yp

yxp
yxp  .

Совокупность условных вероятностей )/( 1 jyxp , )/( 2 jyxp , …, 

)/( ji yxp , …, отвечающих условию jyY  , называется условным распреде-

лением составляющей X  при jyY   двумерной ДСВ ),( YX .

Аналогично условное распределение составляющей Y  при ixX 
двумерной ДСВ ),( YX – это совокупность условных вероятностей 

)/( 1 ixyp , )/( 2 ixyp , …, )/( ij xyp , … при ixX  , где

)(

),(
)/(

i

ji
ij xp

yxp
xyp  .

Проверим выполнимость условия нормировки:

1
)(

)(

)(

),(

)(

),(
)/( 1

11
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i
ji

i
j

ji

i
ji yp

yp

yp

yxp

yp

yxp
yxp ,

так как

)(),(...),(...),(),(
1

21 j
i

jijijj ypyxpyxpyxpyxp  



.

Аналогично

1)/(
1




i
ij xyp .

Условная функция распределения )/( yxF  или )/( xyF  двумерной 

ДСВ ),( YX , заданной таблицей

X     Y 1y 2y … ky … ny 
1x 11p 12p … kp1 … np1 1p

2x 21p 22p … kp2 … np2 2p

… … … … … … … …

ix 1ip 2ip … ikp … inp ip

… … … … … … … …

mx 1mp 2mp … mkp … mnp mp

 1q 2q … kq … nq 1

имеет вид











yy

xx
i

yy
xx

ji

yy
xx

ji

j
i

j
i

j
i

xpyxpyYxXPyYxXPyxF )(),()()/()/( .
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Аналогично 




yy

xx
i

j
i

ypxyF )()/( .

►Пример. Случайная величина ),( YX  распределена с постоянной 

плотностью Cyxp  const),(  внутри квадрата R с вершинами )0;2( ,

)2;0( , )0;2( , )2;0(   (рис. 1). Найти плотность вероятности случайной вели-

чины ),( YX  и условные плотности вероятности )/( yxf , )/( xyf .

Решение. Плотность вероятности двумерной СВ ),( YX  по свойству 

2 (условие нормировки) равна (рис. 1):
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то есть
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Найдём плотности )(xf  и )(yf  составляющих:
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Аналогично
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Запишем )(xf  и )(yf  компактно:
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Пусть 2y , тогда
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Если 2x , то
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ЛЕКЦИЯ 13. ЗАВИСИМЫЕ И НЕЗАВИСИМЫЕ СОСТАВЛЯЮ-
ЩИЕ ДВУМЕРНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ. ЧИСЛОВЫЕ ХА-
РАКТЕРИСТИКИ ДВУМЕРНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ

Интуитивно независимыми можно считать случайные величины, не 
связанные причинно, то есть если никакая информация об одной из них не 
изменяет распределение другой.

Определение 13.1. Случайные величины называются независимы-

ми, если закон распределения каждой из них не зависит от того, какое зна-
чение приняла другая.

Укажем следующие критерии независимости случайных величин.
Теорема 13.1. Для того, чтобы составляющие X  и Y двумерной СВ
),( YX  были независимы, необходимо и достаточно, чтобы двумерная 



120

функция распределения была равной произведению функций распределе-
ний составляющих:

)()(),( yFxFyxF  .
Теорема 13.2. Для того, чтобы непрерывные составляющие X  и Y

двумерной СВ ),( YX  были независимы, необходимо и достаточно, чтобы 

двумерная плотность вероятности была равной произведению плотностей 
вероятности составляющих:

)()(),( yfxfyxf  .

Сравнив эти теоремы, можно сделать вывод, что для независимости 
составляющих X  и Y  необходимо и достаточно выполнение условий:

)()/( xfyxf   и )()/( yfxyf  .
Теорема 13.3. Для того, чтобы дискретные составляющие X  и Y

двумерной СВ ),( YX  были независимы, необходимо и достаточно выпол-

нения равенства
)()(),( jiji ypxpyxp  .

►Пример. Пусть выполняются условия примера из лекции 12. Оп-
ределить, будут ли составляющие X  и Y  зависимыми или независимыми.

Решение. Для исследования зависимости случайных величин X  и Y
проверим выполнимость одного из равенств

)()/( xfyxf   и )()/( yfxyf  .

Так как )()/( xfyxf  , то случайные величины X  и Y  зависимы. ◄

Числовые характеристики системы двух СВ. Закон распределения 
есть исчерпывающая характеристика двумерной случайной величины. Но 
его экспериментальное определение часто оказывается сложным. Чтобы 
получить некоторое представление о законе распределения двумерной 
случайной величины без него самого, используют её числовые характери-
стики. В основе их получения лежат моменты начальные и центральные.

Определение 13.2. Начальным моментом sk , порядка sk  двумер-

ной СВ ),( YX  называется математическое ожидание произведения kX  на sY :

)(,
sk

sk YXM  .

Для двумерной ДСВ ),( YX

 
i j

ij
s
j

k
isk pyx, ,

где )( jiij yYxXPp  – вероятность того, что ДСВ ),( YX примет 

значение ),( ji yx , а суммирование ведется по всем возможным значениям 

составляющих X  и Y .
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Для двумерной НСВ ),( YX

 




 dxdyyxfyx sk
sk ),(, ,

где ),( yxf – двумерная плотность вероятности.

Определение 13.3. Центральным моментом sk , порядка sk 
двумерной СВ ),( YX называется математическое ожидание произведения 

соответствующих центрированных величин:











sk

sk YXM


, ,   где x

k

mXX 


,    y

s

mYY 


.

Для двумерной ДСВ ),( YX

 
i j

ij
s

yj
k

xisk pmymx )()(, .

Для двумерной НСВ ),( YX

 




 dxdyyxfmymx s
y

k
xsk ),()()(, .

Из начальных на практике наиболее часто используются моменты 
первого порядка:

xmXMYXM  )()( 01
0,1 ,

ymYMYXM  )()( 10
1,0 .

Их совокупность является характеристикой положения системы:
геометрически это точка на плоскости, вокруг которой происходит рассеи-
вание значений двумерной СВ ),( YX .

Из центральных наиболее употребительны моменты второго поряд-
ка. Два из них представляют собой дисперсии составляющих:

2 0
2 0 2

2,0 (( ) ( ) ) (( ) ) ( )x y xM X Y M X m Y m M X m D X
 

         
 
 

 

,

0 2
0 2 2

0,2 (( ) ( ) ) (( ) ) ( )x y yM X Y M X m Y m M Y m D Y
 

         
 
 

 

.

Эти моменты характеризуют рассеивание составляющих в направле-
нии осей Ox  и Oy .

Корреляционный момент. Коэффициент корреляции. Особую роль 
играет центральный момент второго порядка

xyyx KYMXMXYMmYmXMYXM 





  )()()()))(((1,1



 ,
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который называется корреляционным моментом (моментом связи, кова-
риацией) и является математическим ожиданием центрированной дву-
мерной случайной величины.

Из определения следует, что корреляционный момент имеет размер-
ность, равную произведению размерностей величин X  и Y .

Для двумерной ДСВ ),( YX

 
i j

ijyjxixy pmymxK )()( .

Для двумерной НСВ ),( YX

 




 dxdyyxfmymxK yxxy ),())(( .

Корреляционный момент характеризует связь между составляющи-
ми двумерной СВ, а также их рассеяние.

Рассмотрим двумерную СВ ),( YX , составляющие которой X  и Y

независимы. Тогда )()(),( yfxfyxf  . Отсюда

  




dxdyyxfmymxK yxxy ),())((

  




dxdyyfxfmymx yx )()())((










 dyyfmydxxfmx yx )()()()( .

0)()()()(  











xxxx mmdxxfmdxxxfdxxfmx .

Следовательно, для независимых составляющих X  и Y  двумерной 
СВ ),( YX 0xyK . Поэтому отличный от нуля коэффициент корреляции 

является признаком наличия зависимости между составляющими X  и Y
двумерной СВ ),( YX .

Корреляционный момент характеризует также рассеяние двумерной 
СВ ),( YX . Если одна из величин мало отклоняется от своего математиче-

ского ожидания (почти не случайна), то корреляционный момент будет 
маленьким, даже если составляющие X  и Y  тесно связаны.

Поэтому для характеристики связи между X  и Y  в чистом виде пе-

реходят от момента xyK  к безразмерной величине XY
xy

x y

K
r 

 
.
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Эта характеристика называется коэффициентом корреляции. Понят-
но, что для независимых составляющих 0xyr . В таком случае они назы-

ваются некоррелированными.
Из независимости двух составляющих всегда следует их некоррели-

рованность. Обратное не всегда верно, так как коэффициент корреляции 
характеризует не всякую зависимость, а только линейную. Линейная ста-
тистическая зависимость составляющих заключается в том, что при воз-
растании одной из них другая имеет тенденцию возрастать или убывать по 
линейному закону.

Если случайные величины X  и Y  связаны точной функциональной 
линейной зависимостью baxy  , то 1xyr  (знак xyr  берется в зависимо-

сти от знака a ). В общем случае, когда X  и Y  связаны произвольной линей-
ной стохастической зависимостью, 11  xyr . В случае 0xyr  имеем поло-

жительную корреляцию. В случае 0xyr  имеем отрицательную корреляцию.

Пример положительной корреляции: вес и рост человека.
Пример отрицательной корреляции: время, потраченное на подго-

товку к экзамену, и время, потраченное на его сдачу.

Свойства коэффициента корреляции
1. Коэффициент корреляции не зависит от выбора единиц измерения 

случайных величин, то есть является безразмерной величиной.
2. Модуль коэффициента корреляции не превышает единицу.
3. Если 1xyr , то между составляющими СВ ),( YX  существует ли-

нейная функциональная связь baxy  .

4. Если 0xyr , то составляющие СВ ),( YX  некоррелированы.

5. Если 0xyr , то составляющие СВ ),( YX  зависимы.

О наличии или отсутствии существенной связи между X  и Y , а так-
же о ее виде можно судить по полю корреляции.

Корреляционная
зависимость

O X

Y

Рис. 1

Не корреляционная
зависимость

O X

Y

Рис. 2

const=
=M(Y)
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ЛЕКЦИЯ 14. ЛИНЕЙНАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ

Функциональная и статистическая зависимости. Две случайные ве-
личины могут быть связаны:

1) функционально (изменение одной из них влечёт соответствую-
щее изменение другой),

2) статистически (изменение одной из них влечёт изменение закона 
распределения другой)

или могут быть независимыми.
Статистическую зависимость, при которой изменение одной случай-

ной величины вызывает изменение среднего значения другой, называют 
корреляционной или регрессионной.

Например, пусть СВ X – посещаемость студентами учебных заня-
тий, Y – успеваемость. Понятно, что Y  не является функцией от X . Но, 
как показывает опыт, результаты экзаменационной сессии лучше у тех 
студентов, которые систематически посещали учебные занятия. Это значит, 
что Y  связана с X  корреляционно.

Чтобы уточнить определение корреляционной зависимости, рас-
смотрим условные моменты.

Определение 14.1. Условным математическим ожиданием Y  при
xX   называется выражение вида:







1
)/()/(

j
jj xypyxXYM – для ДСВ Y ,





 dyxyyfxXYM )/()/( – для НСВ Y .

Аналогично определяется условное математическое ожидание X
при yY  :







1
)/()/(

i
ii yxpxyYXM – для ДСВ X ,





 dxyxxfyYXM )/()/( – для НСВ X .

Определение 14.2. Корреляционной зависимостью СВ Y  от СВ
X  называется функциональная зависимость условного матожидания 

)/( xXYM   от x :

)()/( xfxXYM y – функция регрессии Y  на X ,

)(xfy  – уравнение регрессии Y  на X ,

график функции )(xfy  – линия регрессии Y  на X .
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Аналогично определяется корреляционная зависимость X  от Y , 
функция регрессии )()/( yyYXM x  СВ X  на СВ Y  и уравнение рег-

рессии )(yx  СВ X  на СВ Y .

Примеры корреляционной зависимости:
1) вес и рост человека – с увеличением роста вес в среднем также 

увеличивается (рост является фактором веса);
2) надёжность автомобиля и срок его эксплуатации – чем больше 

срок эксплуатации, тем меньше надёжность (срок эксплуатации автомоби-
ля – фактор его надёжности).

Для полного анализа корреляционной зависимости между двумя слу-
чайными величинами X  и Y нужно выяснить:

1) её вид и параметры (например, линейная регрессия baxy   с 

параметрами a  и b , квадратичная регрессия cbxaxy  2  с параметрами 

a , b  и c  и т.п.);
2) тесноту (силу).
Вид корреляционной зависимости определяют исходя из анализа 

расположения точек );( ii yx , ni ,1  на корреляционном поле (рис. 1, 2).

Определение 14.3. Корреляционное поле – это изображение полу-

ченных в результате опыта данных );( ii yx , ni ,1  в виде точек в декарто-

вой системе координат, где на оси абсцисс откладывают значения незави-
симой переменной, а на оси ординат – значения зависимой переменной.

Параметры корреляционной зависимости можно находить, например, 
методом наименьших квадратов, который усредняет, сглаживает опытные 
данные.

Линейная регрессия Y на X

O x

y

Рис. 1

Квадратичная регрессия

O х

y

Рис. 2
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Теснота корреляционной зависимости Y  от X  оценивается рассеи-
ванием значений Y около )/( xXYM  . Большое рассеивание означает 

слабую зависимость Y  от X  либо отсутствие зависимости. Малое рассеи-
вание указывает на существование достаточно сильной зависимости.

Важной в приложениях является ситуация, когда обе функции рег-
рессии )()/( xfxXYM y  и )()/( yyYXM x  являются линейными. 

Тогда случайные величины X  и Y  связаны линейной корреляционной за-
висимостью (линейной корреляцией). Так будет, если двумерная СВ ),( YX

имеет совместное нормальное распределение.
Корреляционное отношение. Пусть СВ Y  зависит в основном от фак-

тора X  и некоторого остаточного (небольшого по величине) фактора в ви-
де СВ ε , которая влияет на Y , но не на X .

Характеристикой общей изменчивости СВ Y  является её дисперсия 

)))((()( 2YMYMYD  . В эту величину вносят вклад фактор X  и СВ ε . 

При фиксированном xX   дисперсия

)))/(\(()/( 2xXYMxXYMxXYD 
характеризует влияние на Y  остатка ε , а её среднее значение

)/( xXYD 
характеризует влияние в целом остатка ε  на Y . Обозначим

)ост.,()/( YDxXYD  .

Математическое ожидание )/( xXYM  – это центр группирования 

значений СВ Y  при xX  , )(YM – общий центр группирования Y . По-

этому разброс групповых центров относительно общего центра определя-
ется дисперсией

)))(/)((()/)(( 2YMXYMMXYMD  ,
которая характеризует изменчивость значений Y  под влиянием фактора X . 
Обозначим

)факт.,()/)(( YDXYMD  .
Можно показать, что

)ост.,()факт.,()( YDYDYD  .
Обозначим

)(

)ост.,(
1

)(

)факт.,(
η 2

/ YD

YD

YD

YD
XY  .

Величина 2
/η XY  показывает, какая доля вариации значений СВ Y

обусловлена вариацией значений фактора X , и называется коэффициен-

том детерминации, а 2
// ηη XYXY  – корреляционным отношением.
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Свойства корреляционного отношения
1. 1η0 /  XY .

2. Условие 1η / XY  необходимо и достаточно для функциональной 

зависимости Y  от X .

Действительно, при 1η / XY  имеем 0)/()ост.,(  xXYDYD . Так 

как 0)/(  xXYD , то 0)/(  xXYD  при любом x . Это значит, что Y  есть 

константа при любом значении фактора X , то есть Y  есть функция от X .
Наоборот, если Y  есть функция от X , то 0)/(  xXYD  для любого 

x , поэтому 1η0)/( /  XYxXYD .

3. Условие 0η / XY  необходимо и достаточно для отсутствия регрес-

сионной зависимости Y  от X .
Действительно, при 0η / XY  имеем

)()/(0)факт.,( YMxXYMYD  .

Поэтому )/( xXYM   есть константа при любом x  и, значит, нет 

регрессионной зависимости Y  от X . Обратное очевидно.
4. Чем ближе XY /η  к единице, тем ближе статистическая зависимость 

Y  от X  к функциональной, и наоборот – чем ближе зависимость Y  от X  к 
функциональной, тем ближе XY /η  к единице.

►Пример. Двумерная СВ ),( YX  имеет следующий закон распреде-

ления
       Y
X -3 0 3

-2 0,4 0,1 0
2 0 0,1 0,4

Найти коэффициент детерминации и корреляционное отношение 
между X  и Y .

Решение. Найдём ряд распределения СВ Y  и )(YM , )(YD :

jy -3 0 3

jp 0,4 0,2 0,4

04,032,004,03)( YM .

2,74,0)03(2,0)00(4,0)03()( 222 YD .

Найдём условные законы распределения 2/ XY  и 2/ XY .
Вычислим вероятности значений СВ Y  при 2X :
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8,0
1,04,0

4,0

)2(

)3,2(
)2/3( 1 








xp

yxp
xyp ,

2,0
1,04,0

1,0

)2(

)0,2(
)2/0( 1 








xp

yxp
xyp ,

0
1,04,0

0

)2(

)3,2(
)2/3( 1 








xp

yxp
xyp .

Условие нормировки: 102,08,0  .

2/ Xy j -3 0 3

jp 0,8 0,2 0

Вычислим вероятности значений СВ Y  при 2X :

0
1,04,0

0

)2(

)3,2(
)2/3( 1 








xp

yxp
xyp ,

2,0
1,04,0

1,0

)2(

)0,2(
)2/0( 1 








xp

yxp
xyp ,

8,0
1,04,0

4,0

)2(

)3,2(
)2/3( 1 








xp

yxp
xyp .

Условие нормировки: 18,02,00  .

2/ Xy j -3 0 3

jp 0 0,2 0,8

Найдём условные математические ожидания:

4,2032,008,03)2/()2/(
3

1
 

j
jj xypyXYM ;

4,28,032,0003)2/()2/(
3

1
 

j
jj xypyXYM .

Вычислим условные дисперсии:

 


8,0))4,2(3()2/())2/(()2/( 23

1

2

j
jj xypXYMyXYD

44,10))4,2(3(2,0))4,2(0( 22  ,

 


0))4,2(3()2/())2/(()2/( 23

1

2

j
jj xypXYMyXYD

44,18,0))4,2(3(2,0))4,2(0( 22  .

Получаем
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 )ост.,()/( YDxXYD
64,0)2()2/()2()2/(  XPXYDXPXYD .

Значит, коэффициент детерминации равен

5

4

2,3

64,0
1

)(

)ост.,(
1η 2

/ 
YD

YD
XY ,

корреляционное отношение

9,0
5

4
ηη 2

//  XYXY .

Поскольку XY /η  близко к единице, то зависимость Y  от X  близка к 

функциональной. Действительно, из таблицы, в которой дан закон распре-
деления СВ ),( YX , видно, что при данном значении X  с большой вероят-

ностью соблюдается равенство XY
2

3
 . ◄

ЛЕКЦИЯ 15. ЛИНЕЙНАЯ СРЕДНЕКВАДРАТИЧНАЯ РЕГРЕССИЯ.
ЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИЯ

Линейная среднеквадратичная регрессия. Рассмотрим двумерную 
СВ ),( YX , в которой составляющие X  и Y  зависимые. Предположим, что 

вид зависимости Y  от X  неизвестен.
Построим линейную аппроксимацию зависимости СВ Y  от СВ X . 

Подберём параметры b  и XY /ρ  линейной функции

)(ρ / xfxby XY 
так, чтобы

min))ρ(()ρ;( 2
//  XbYMbF XYXY .

Функция xby XY  /ρ  называется линейной среднеквадратичной 

регрессией Y  на X .
Исследуем функцию )ρ;( / XYbF  на минимум. Сначала преобразуем её:

 )ρρ2ρ22()ρ;( 22
///

22
/ XbXXYbbYYMbF XYXYXYXY

)(ρ)(ρ2)(ρ2)(2)( 22
///

22 XMXbMXYMbYbMYM XYXYXY  .

Затем найдём частные производные по b  и XY /ρ :

)(ρ22)(2)ρ;( // XMbYMbF XYXYb  ,

)(ρ2)(2)(2)ρ;( 2
//ρ /

XMXbMXYMbF XYXYXY
 .
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Приравнивая их нулю, получаем следующую систему уравнений:









).()(ρ)(

),()(ρ
2

/

/

XYMXMXbM

YMXMb

XY

XY

Решив её, получаем

Y

XY
XY D

K
/ρ , 

X

XY

D

KXM
YMb




)(
)( .

С учётом того, что ковариация 

YXXYXY rK σσ  ,

где XYr – коэффициент корреляции, XX Dσ , YY Dσ , получаем иско-

мую линейную зависимость

b
rXMx

YMxfy
X

YXY

σ

σ))((
)()(


 .

Полученное уравнение задаёт среднеквадратичную регрессию Y  на X .
Можно показать, что при полученных значениях b  и XY /ρ  величина 

)ρ;( / XYbF  (ошибка приближения линейной среднеквадратичной регрессии)

равна

)1(σ))(( 222
XYY rXfYM  ,

а ошибка регрессии

)η(σ))()/(( 22
/

22
XYXYY rXfXYMM  .

Отсюда следует, что:

1) если 1|| XYr , то уменьшается ошибка приближения, то есть воз-

растает концентрация значений СВ ),( YX  около среднеквадратичной за-

висимости Y  на X . Обратное также верно. Поэтому XYr  показывает сте-

пень линейной функциональной зависимости между случайными величи-
нами X  и Y .

2) если XYXYr /η||  , то уменьшается ошибка регрессии, то есть не-

известная функция регрессии приближается к среднеквадратичной зависи-
мости Y  на X . Верно и обратное. В частности, в случае линейной корре-

ляции 22
/η XYXY r , то есть ошибка регрессии равна 0. Поэтому разность 

22
/η XYXY r  можно использовать в качестве меры отклонения функции рег-

рессии от линейной.
Допустим, распределение СВ ),( YX  неизвестно, но имеются резуль-

таты наблюдений, то есть выборка значений ),( yx СВ ),( YX . Тогда все 
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рассмотренные величины заменим их выборочными аналогами и найдём 
*b  и *

/ρ XY  из следующей системы уравнений:











,ρ

,ρ
2*

/
*

*
/

*

XYXXb

YXb

XY

XY

где 
n

x
X

n

i
i

 1 , 
n

y
Y

n

i
i

 1 – выборочные средние;
n

x
X

n

i
i

 1

2

2 , 
n

yx
XY

n

i
ii

 1 .

Решив систему, получим

2*

*

22

*
/

σ)(
ρ

X

XY
XY

K

XX

YXXY





 ,

2*

*

22

2
*

σ)( X

XYK
XY

XX

XYXXY
b 




 .

где YXXYK XY * , 222* )(σ XXX  – выборочные аналоги корреляци-

онного момента XYK и дисперсии 2σ X  соответственно.

Следовательно, выборочное уравнение прямой среднеквадратичной 
регрессии Y  на X  имеет вид

)(
σ

2*

*

Xx
K

Yy
X

XY  .

Это уравнение наилучшим образом в классе линейных моделей опи-
сывает опытную зависимость Y  от X . Его можно использовать для про-
гнозирования значений Y  как функции X .

Коэффициент 2*

*

22

*
/

σ)(
ρ

X

XY
XY

K

XX

YXXY





  в выборочном уравнении 

среднеквадратичной регрессии Y  на X  называется статистическим ко-
эффициентом регрессии Y  на X . Он является мерой, которая на основа-
нии выборочных данных в среднем указывает влияние изменения незави-
симой переменной X  (или Y ) на зависимую переменную Y  (или X ).

Аналогично получается уравнение прямой среднеквадратичной рег-
рессии X  на Y :

)(
σ

2*

*

Yy
K

Xx
X

XY  ,

где статистический коэффициент регрессии X  на Y  определяется формулой

2*

*

22

*
/

σ)(
ρ

Y

XY
YX

K

YY

YXXY





 .
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►Пример. Определить выборочное уравнение прямой среднеквад-
ратичной регрессии Y  на X , если СВ X – обеспеченность рабочей силой, 
СВ Y – производство продукции на 100 га сельскохозяйственных угодий в 
15 сельскохозяйственных предприятиях Витебской области на основании 
данных, приведенных в таблице 1.

Таблица 1

№ п/п
Средняя численность 
работников на 100 га 

сельхозугодий, чел. ( X )

Валовая продукция на 
100 га сельхозугодий, 

млн руб. (Y )
1 7,2 199
2 16,9 513
3 10,7 178
4 6,9 212
5 9,5 271
6 11,6 215
7 8,9 145
8 10,2 336
9 7,8 251
10 4,8 195
11 7,4 275
12 10,0 319
13 9,6 375
14 6,6 232
15 5,8 242

Сумма 133,9 3958

Решение. Составляем расчётную таблицу 2.

  Таблица 2

i

Средняя чис-
ленность ра-
ботников на 

100 га сельхо-
зугодий, чел. 

( ix )

Валовая про-
дукция на 100 га 
сельхозугодий, 
млн руб. ( iy )

ii yx 2
ix 2

iy

1 2 3 4 5 6
1 7,2 199 1432,8 51,84 39601
2 16,9 513 86692,7 285,61 263169
3 10,7 178 1904,6 114,49 31684
4 6,9 212 1462,8 47,61 44944
5 9,5 271 2574,5 90,25 73441
6 11,6 215 2494,0 134,56 46225
7 8,9 145 1290,5 79,21 21025
8 10,2 336 3427,2 104,04 112896
9 7,8 251 1957,8 60,84 63001
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Окончание табл. 2

1 2 3 4 5 6
10 4,8 195 936,0 23,04 38025
11 7,4 275 2035,0 54,76 75625
12 10,0 319 3190,0 100,0 101761
13 9,6 375 3600,0 92,16 140625
14 6,6 232 1531,2 43,56 53824
15 5,8 242 1403,6 33,64 58564

Сумма 133,9 3958 37909,7 1315,61 1164410

Найдём x , y , 
2*σ X , *

XYK :

9267,8
15

9,1331 



n

x
x

n

i
i

, 

8667,263
15

39581 



n

y
y

n

i
i

,

0202,89267,8
15

61,1315
)(σ 221

2

2* 

 x

n

x
n

i
i

X , 832,2σ* X ,

3133,2527
15

7,379091 



n

yx
xy

n

i
ii

,

8544,1718667,2639267,83133,2527*  yxxyKXY ,
Уравнение прямой среднеквадратичной регрессии Y  на X  имеет вид

)9267,8(
0202,8

8544,171
8667,263)(

σ
2*

*

 xxx
K

yy
X

XY

или
5881,724277,21  xy .

Статистический коэффициент корреляции Y  на X 4277,21ρ \  aXY

показывает, что при увеличении численности работников на 100 га сельско-
хозяйственных угодий на одного человека валовая продукция с этой площади 
в среднем по совокупности предприятий возрастает на 4,21  млн руб. ◄

Сглаживание опытных данных. Выборочное уравнение линейной рег-
рессии

Определение 15.1. Регрессия называется линейной, когда функции 
регрессии baxxfy  )(  и dcyyx  )(  являются линейными.

Пусть СВ X  и СВ Y  связаны линейной корреляционной зависимо-
стью, тогда обе линии регрессии будут прямыми, поэтому параметры a  и 
b , c и d  этих зависимостей найдём методом наименьших квадратов.
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Допустим, что проведено n  независимых опытов, в результате кото-
рых получены последовательные значения СВ X : 1x , 2x , …, nx  и соответ-

ствующие им значения СВ X : 1y , 2y , …, ny . Пары чисел

);( ii yx , ni ,1
можно считать случайным набором (выборкой) из множества возможных 
значений двумерной СВ ),( YX . Поэтому уравнение регрессии, полученное 

по данным выборки, называется выборочным.
Предположим, что, исходя из теоретических соображений и распо-

ложения точек );( ii yx , ni ,1  на поле корреляции, можно определить вид 

выборочного уравнения регрессии Y  на X :
),...,,,( 21 maaaxfy  ,

где 1a , 2a , …, ma  ( nm  ) – неизвестные параметры, которые нужно опре-

делить.
Найдём на основании опытных данных значения этих параметров 

так, чтобы заданная функция наилучшим образом описывала изучаемую 
зависимость (то есть наилучшим образом «вложим» известные n пар зна-
чений );( ii yx  в формулу ),...,,,( 21 maaaxfy  ). Для этого сумма квадратов 

отклонений эмпирических данных iy , ni ,1  от вычисленных по формуле 

),...,,,( 21 mii aaaxfy  , должна быть наименьшей. Следовательно, нужно 

исследовать на минимум функцию





n

i
imi yaaaxfS

1

2
21 )),...,,,(( .

Согласно необходимому условию существования экстремума функ-
ции нескольких переменных, составляем систему





























.0

.,..........

,0

,0

1

1

ma

S

a

S

a

S

Эта система называется нормальной системой МНК. Решив её, нахо-
дим неизвестные параметры 1a , 2a , …, ma .

Если случайные величины X  и Y связаны линейной зависимостью
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baxy  ,
то частные производные функции





n

i
ii ybaxS

1

2))((

по параметрам a , b  имеют вид:

1)(2
1








n

i
ii ybax

b

S
,
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Приравняем их нулю и преобразуем. Получаем нормальную систему
МНК, из которой находим параметры a , b :
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Полученная система уравнений эквивалентна системе 
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из предыдущей лекции. Поэтому полученные там выражения для коэффи-

циента aXY *
/ρ  остаются в силе.

Таким образом, выборочное уравнение линейной среднеквадратич-
ной регрессии

)(
σ

2*

*

xx
K

yy
X

XY 

можно получить методом наименьших квадратов.
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ПРАКТИЧЕСКИЕ ЗАНЯТИЯ

РАЗДЕЛ I. СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 1. КЛАССИФИКАЦИЯ СОБЫТИЙ. 
ДЕЙСТВИЯ НАД СОБЫТИЯМИ

Классификация событий
Пример 1. Сколько элементарных исходов благоприятствует собы-

тию «на обоих кубиках выпало одинаковое число очков» при подбрасыва-
нии двух игральных кубиков?

Решение. Пространство элементарных исходов этого опыта пред-

ставим в виде таблицы:

Таблица 1

)1;1( )1;2( )1;3( )1;4( )1;5( )1;6(

)2;1( )2;2( )2;3( )2;4( )2;5( )2;6(

)3;1( )3;2( )3;3( )3;4( )3;5( )3;6(

)4;1( )4;2( )4;3( )4;4( )4;5( )4;6(

)5;1( )5;2( )5;3( )5;4( )5;5( )5;6(

)6;1( )6;2( )6;3( )6;4( )6;5( )6;6(

Событию «на обоих кубиках выпало одинаковое число очков» бла-
гоприятствуют 6 элементарных исходов:

)1;1( , )2;2( , )3;3( , )4;4( , )5;5( , )6;6( .

Пример 2. Подбрасывается два игральных кубика. Какому событию 

благоприятствует больше элементарных исходов: «сумма выпавших очков 
равна 7» или «сумма выпавших очков равна 8»?

Решение. Событию «сумма выпавших очков равна 7» благоприятст-

вуют 6 исходов (см. табл. 1):

)6;1( , )5;2( , )4;3( , )3;4( , )2;5( , )1;6( .

Событию «сумма выпавших очков равна 8» благоприятствуют 5 ис-
ходов (см. табл. 1):

)6;2( , )5;3( , )4;4( , )3;5( , )2;6( .

Значит, первому событию благоприятствует больше элементарных 
исходов.
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Задания для самостоятельной работы

1. Являются ли несовместными следующие события?
а) Опыт – подбрасывание симметричной монеты. События: A – по-

явление герба, B – появление цифры.
б) Опыт – два выстрела по мишени. События: A – хотя бы одно по-

падание, B – хотя бы один промах.
в) Опыт – подбрасывание двух симметричных монет. События: A –

появление двух гербов, B – появление двух цифр.
г) Опыт – три выстрела по мишени. События: A – хотя бы одно по-

падание, B – хотя бы один промах.
д) Опыт – бросание двух игральных костей. События: A – хотя бы на 

одной кости выпало три очка, B – выпадение чётного числа очков на каж-
дой кости.

е) Опыт – извлечение двух шаров из урны, содержащей белые и чёр-
ные шары. События: A – извлекли два белых шара, B – оба извлеченных 
шара одного цвета.

ж) Опыт – покупка двух лотерейных билетов. События: A – выиг-
рают два билета, B – выиграет хотя бы один билет.

з) Опыт – лифт отправляется с десятью пассажирами и останавливается 
на пяти этажах. События: A – на первых четырёх остановках вышло не более 
9 человек, B – на последней остановке вышел хотя бы один человек.

2. Являются ли равновозможными следующие события?
а) Опыт – подбрасывание симметричной монеты. События: A – по-

явление герба, B – появление цифры.
б) Опыт – подбрасывание гнутой монеты. События: A – появление 

герба, B – появление цифры.
в) Опыт – выстрел по мишени. События: A – попадание, B – промах.
г) Опыт – бросание двух игральных костей. События: A – произве-

дение очков на верхних гранях равно 12, B – сумма очков на верхних гра-
нях равна 9.

д) Опыт – бросание двух монет. События: A – появление двух гербов, 
B – появление двух цифр, C – появление одного герба и одной цифры.

Элементарные исходы: 1Г , 2Г , 1Р , 2Р – появление гербов и решек 

при бросании первой и второй монеты соответственно.
Замечание. В этом пункте возможно несколько подходов, связанных 

с различными статистическими моделями физических частиц.
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1. Модель (статистика) Больцмана – Максвелла (частицы различимы, 
хотя известно, что таких частиц в природе не существует). Для опыта с 
монетами: 1Г 2Г , 1Г 2Р , 2Г 1Р , 1Р 2Р  (монеты различимые).

2. Модель Бозе – Эйнштейна (частицы неразличимые, например, фо-
тоны, атомные ядра, атомы с чётным числом частиц). Для опыта с монета-
ми: 1Г 2Г , 1Г 2Р , 1Р 2Р  (монеты неразличимые).

3. Модель Ферми – Дирака (частицы не могут принимать одинако-
вые значения, например, электроны нейтроны, протоны). Для опыта с мо-
нетами: 1Г 2Р , 2Г 1Р .

Опыты с монетами показывают, что здесь выполняется статистика 
Больцмана-Максвелла, поэтому нельзя заранее, до проведения опыта, ут-
верждать истинность той или иной модели.

3. Образуют ли пространство элементарных событий следующие со-
бытия?

а) Опыт – подбрасывание симметричной монеты. События: A – вы-
падение герба, B – выпадение цифры.

б) Опыт – подбрасывание двух симметричных монет. События: A –
выпадение двух гербов, B – выпадение двух цифр.

в) Опыт – два выстрела по мишени. События: A – два попадания в 
мишень, B – хотя бы один промах.

г) Опыт – бросание двух игральных костей. События: A – сумма оч-
ков на верхних гранях больше трёх, B – сумма очков на верхних гранях 
равна трём.

г) Опыт – посажено четыре зерна. События: A – взошло одно зерно, 
B – взошло два зерна, C – взошло три зерна, D – взошло четыре зерна.

д) Опыт – покупатель посещает три магазина. События: A – покупа-
тель купит товар хотя бы в одном магазине, B – покупатель не купит товар 
ни в одном магазине.

4. Приведите примеры:
а) трёх событий, образующих пространство элементарных событий;
б) трёх событий, равновозможных и несовместных, но не образую-

щих пространство элементарных событий;
в) двух событий, несовместных и образующих пространство элемен-

тарных событий, но не равновозможных.
5. Брошены три кубика. Опишите пространство элементарных исхо-

дов этого опыта. Сколько элементарных исходов благоприятствует собы-
тию – на трёх кубиках выпало очков: 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12? Каково 
наибольшее значение суммы выпавших очков?
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Действия над событиями
Пример 3. Пусть A , B , C – произвольные события. Что означают 

следующие события: BCA , CBA , CBA  , CBACBACBA  , 

CBACBACBACBA  ?

Решение. В соответствии с определением, BCA – произведение трёх 

событий A , B  и C , которые происходят одновременно. A – событие, про-

тивоположное событию A . Следовательно, BCA  означает, что событие A
не произошло, а события B  и C  произошли. Рассуждая аналогично, за-

ключаем, что CBA – ни одно из трёх данных событий не произошло;

CBA  – хотя бы одно из трёх событий не произошло;

CBACBACBA  – произошло ровно одно из трёх событий;

CBACBACBACBA  – произошло не более одного из трёх событий.
Пример 4. Стрелок произвёл 3 выстрела по мишени, элементарные 

события этого опыта:

A – попал при первом выстреле, A – промахнулся при первом 
выстреле;

B – попал при втором выстреле, B – промахнулся при втором 
выстреле;

B – попал при третьем выстреле, B – промахнулся при третьем 
выстреле.

Выразите через эти элементарные исходы следующие события:
а) 1A – одно попадание;

б) 2A – три промаха;

в) 3A – три попадания;

г) 4A – хотя бы один промах;

д) 5A – не менее двух попаданий;

е) 6A – не более одного попадания;

ж) 7A – попадание в мишень после первого выстрела.
Решение.

а) CBACBACBAA 1 ;

б) CBAA 2 ;

в) ABCA 3 ;

г) BCACBACABAAA  214  или CBAA 4 ;

д) 35 ABCACBACABA  ;
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е) 216 AAA  ;

ж) )(7 BCCBCBAA  .

Задания для самостоятельной работы

1. Производится три выстрела по мишени. Рассматриваются собы-
тия: 1A – попадание при первом выстреле, 2A – попадание при втором вы-

стреле, 3A – попадание при третьем выстреле. Описать события, которым 

соответствуют следующие формулы:
а) 321 AAA  ,

б) 321 AAA ,

в) 321 AAA  ,

г) 321 AAA ,

д) 321 AAA  ,

е) 321211 AAAAAA  ,

ж) 321 )( AAA  .

2. Монета подбрасывается три раза. Рассматриваются события – по-
явление герба при i -том подбрасывании ( 3,2,1i ). Представить в виде 

сумм, произведений и сумм произведений событий iA  следующие собы-

тия: A – выпали три герба, B – выпали три цифры, C – выпал хотя бы 
один герб, D – выпала хотя бы одна цифра, E – выпал только один герб, 
F – выпала только одна цифра.

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 2. ОСНОВНЫЕ КОМБИНАТОРНЫЕ 
СХЕМЫ

Пример 1. В вазе стоят 9 красных и 7 розовых цветов. Сколькими 
способами можно выбрать из неё:

а) 3 цветка;
б) 6 цветков одного цвета;
в) 4 красных и 3 розовых цветка?
Решение. а) Так как порядок выбора цветов не имеет значения, то 

выбрать 3 цветка из вазы, в которой 16 цветов, можно 3
16C  способами. По-

этому
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560
321
161514

!13!3
!16

)!316(!3
!163

16 









C .

б) Выбрать 6 цветков красного цвета можно 846
9 C  способами, а 6 

цветков розового цвета 76
7 C  способами.

По правилу сложения выбрать 6 цветков одного цвета (красного или 
розового) можно

917846
7

6
9 CC  способами.

В) Выбрать 4 красных цветка из 9 имеющихся можно 4
9C  способами, 

а 3 розовых из 7 – 3
7C  способами. Поэтому букет из 4 красных и 3 розовых 

цветков можно составить по правилу умножения:

4410
!4!3

!7
!5!4

!93
7

4
9 CC способами.

Пример 2. Сколько существует трёхзначных чисел с разными циф-
рами?

Решение. В десятичной системе исчисления десять цифр: 0, 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, 9. На первом месте может стоять любая из девяти цифр, кроме 
нуля. На втором месте – любая из оставшихся 9 цифр, кроме выбранной. 
На последнем месте – любая из оставшихся 8 цифр.

По правилу произведения 648899   трёхзначных чисел имеют 
разные цифры.

Пример 3. В соревнованиях участвуют 10 человек, трое из них 
займут первое, второе и третье места. Сколько существует различных 
вариантов?

Решение. 7201098
!7

1098!7

)!310(

!103
10 





A .

Пример 4. Сколько существует способов расстановки десяти книг на 

полке?
Решение. Общее число способов расстановки определяется как чис-

ло перестановок из 10 элементов и равно 8006283!1010 P .

Пример 5. Бригадир должен отправить на работу звено из 5 человек. 
Сколько таких звеньев можно составить из 12 человек бригады?

Решение. 792
5432

12111098

!7!5

!12

)!512(!5

!125
12 










C .

Пример 6. Сколько различных шестизначных чисел можно записать 
с помощью цифр 1; 1; 1; 2; 2; 2?
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Решение. Здесь нужно найти число перестановок с повторениями. 

При 2k , 31 n , 32 n , 6n  имеем 20
!3!3

!6
)3;3(6 


P .

Пример 7. В гостинице 10 комнат, каждая из которых может размес-
тить четырёх человек. Сколько существует вариантов размещения при-
бывших четырёх гостей?

Решение. Каждый следующий гость из 4 может быть помещён в 
любую из 10 комнат, поэтому общее число размещений с повторениями 
равно

1000010)( 4
.

4
10 повтсA .

Пример 8. В магазине продаётся 10 видов тортов. Очередной поку-
патель выбил чек на три торта. Считая, что любой набор товаров равно-
возможен, определить число возможных заказов.

Решение. Число равновозможных заказов равно

220
)!312(!3

!12
)( 3

12
3

13101. 


  CCCC m
mnповтс

m
n .

Задания для самостоятельной работы

1. Пять пассажиров садятся в электропоезд, состоящий из десяти ва-
гонов. Каждый пассажир с одинаковой вероятностью может сесть в любой 
из десяти вагонов. Определить число всех возможных вариантов размеще-
ния пассажиров в поезде.

2. Студенты данного курса изучают 12 дисциплин. В расписание за-
нятий каждый день включается по три предмета. Сколькими способами 
может быть составлено расписание занятий на каждый день?

3. Сколькими способами можно смоделировать флаг, состоящий из 
трёх горизонтальных полос различных цветов, если имеется материал пяти 
различных цветов?

4. Сколькими способами можно расставить белые фигуры (2 коня, 
2 слона, 2 ладьи, 1 ферзь, 1 король) на первой линии шахматной доски?

5. Сколько прямых линий можно провести через 8 точек, если из-
вестно, что любые три из них не лежат на одной прямой?

6. При встрече 12 человек обменялись рукопожатиями. Сколько ру-
копожатий было сделано при этом?

7. Сколькими способами можно выставить на игру футбольную ко-
манду, состоящую из трёх нападающих, трех полузащитников, четырёх 
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защитников и вратаря, если всего в команде 6 нападающих, 3 полузащит-
ника, 6 защитников и 1 вратарь?

8. На шахматном турнире было сыграно 45 партий, причём каждый 
из шахматистов сыграл с остальными по одной партии. Сколько шахмати-
стов участвовало в турнире?

9. Из группы студентов инженерно-строительного факультета в 16 
человек формируются две строительные бригады по 10 и 6 человек. 
Сколькими способами можно создать эти бригады?

10. Сколько различных пятизначных чисел можно записать с помо-
щью цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 (без повторений)?

11. Сколькими способами можно расположить 8 ладей на шахматной 
доске так, чтобы они «не били» друг друга?

Ответы

1. 100000 7. 300
2. 1320 8. 10
3. 60 9. 8008
4. 5040 10. 15120
5. 28 11. 40320
6. 66

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 3. КЛАССИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ
ВЕРОЯТНОСТИ

Пример 1. Брошены две игральные кости. Найти вероятность того, 

что сумма очков на выпавших гранях – четная, причем на грани хотя бы 
одной из костей появится шестерка.

Решение. Общее число возможных исходов 3666  , так как при 

бросании одной кости возможны шесть исходов, при бросании второй –
также шесть исходов. Эти исходы равновозможные (в силу предполагае-
мой симметрии игральной кости) и образуют полную группу событий.
Благоприятствующими исходами являются следующие пять (первым запи-
сано число очков, выпавших на первой кости, вторым – число очков, вы-
павшим на второй кости, далее – сумма очков):

1) 6, 2; 6+2=8, 2) 6, 4; 6+4=10, 3) 6, 6; 6+6=12, 4) 2, 6; 2+6=8, 5) 4, 6; 
4+6=10.
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Искомая вероятность:
36

5
P .

Пример 2. При перевозке ящика, в котором содержались 21 стан-
дартная и 10 нестандартных деталей, утеряна одна деталь, причем неиз-
вестно какая. Наудачу извлеченная деталь оказалась стандартной. Найти 
вероятность того, что была утеряна: а) стандартная деталь; б) нестандарт-
ная деталь.

Решение. Вероятность того, что была утеряна стандартная деталь:

3

2

30

20
P .

Вероятность того, что была утеряна нестандартная деталь:

3

1

30

10
P .

Пример 3. Набирая номер телефона, абонент забыл последние три 

цифры и, помня лишь, что эти цифры различны, набрал их наудачу. Найти 
вероятность того, что набраны нужные цифры.

Решение.
720

11
3
10


А

P .

Пример 4. В конверте среди 100 фотокарточек находится одна разы-
скиваемая. Из конверта наудачу извлечены 10 карточек. Найти вероятность 
того, что среди них окажется нужная.

Решение. 1,0
10
100

9
99 

С

С
P .

Пример 5. В ящике находятся 15 красных, 9 голубых и 6 зеленых 
шаров. Наудачу вынимают 6 шаров. Какова вероятность того, что из ящика 
будут извлечены 1 зеленый, 2 голубых и 3 красных шара?

Решение. В ящике всего 30 шаров. При данном испытании число 

всех равновозможных элементарных исходов будет 6
30Cn  . Подсчитаем 

число элементарных исходов, благоприятствующих событию A – шары 

вынуты в заданном составе. Три красных шара из 15 можно выбрать 3
15C

способами, два голубых шара из 9 можно выбрать 2
9C  способами, один зе-

леный из 6 – 1
6C  способами. Следовательно (в силу правила произведения в 

комбинаторике), число исходов, благоприятствующих событию A , будет 

m 3
15C 2

9C 1
6C . Используя классическое определение вероятности, нахо-

дим вероятность события A :
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Пример 6. На шести одинаковых по форме и размеру карточках на-
писаны буквы слова «талант» – по одной букве на каждой карточке. Кар-
точки тщательно перемешаны. Их вынимают наудачу и располагают на 
столе одна за другой. Какова вероятность снова получить слово «талант».

Решение. Занумеруем карточки с буквами:

1 2 3 4 5 6
а а л н т т

Слово «
642315
тналат » не изменится, если буквы «а» переставить мес-

тами, но по расположению карточек получится другая комбинация 
«

641325
тналат ». Если в каждой из этих комбинаций сделать то же самое с 

буквой «т», то получим ещё две различные комбинации карточек со сло-
вом «талант». Значит, появлению слова «талант» благоприятствуют че-
тыре элементарных исхода. Общее число равновозможных элементарных 
исходов равно числу перестановок из шести элементов: 720!66  Pn . 

Тогда искомая вероятность

180

1

720

4


n

m
P .

Пример 7. Лифт начинает движение с четырьмя пассажирами и ос-
танавливается на десятом этаже. Какова вероятность, что никакие два пас-
сажира не выйдут на одном этаже?

Решение. Пусть все возможные случаи выхода пассажиров равнове-
роятны, тогда первый пассажир имеет 10 возможностей выхода на 10 эта-
жах, второй – 9 на 9 оставшихся этажах, третий – 8 на 8 оставшихся эта-
жах, четвёртый – 7. По правилу произведения, общее число исходов, бла-
гоприятствующих событию A , – никакие два пассажира не выйдут на од-
ном этаже:

4
1078910 Am  .

Общее число вариантов выхода четырёх пассажиров на десяти эта-
жах равно числу размещений с возвращениями из 10 элементов по 4:

1000010)( 4
.

4
10 повтсA .

Отсюда

504,0
10

78910
)(

4





n

m
AP .
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Пример 8. В шахматном турнире участвуют 10 гроссмейстеров, 6 
международных мастеров и 4 мастера. Шахматисты для первого тура и 
номер столика для каждой пары участников определяются путём жеребь-
ёвки. Найти вероятность того, что за первым столиком встретятся шахма-
тисты одной и той же категории.

Решение. Число всех равновозможных случаев определения двух 
соперников из 20 участников равно числу сочетаний из 20 элементов по 2, 

то есть 2
20C . Число групп по два человека, которые могут быть составлены 

из 10 гроссмейстеров, равно 2
10C . Число групп, которые могут быть состав-

лены из 6 международных мастеров, равно 2
6C . Из 4 мастеров может быть 

составлено 2
4C пар. Сумма 2

4
2
6

2
10 CCC   равна числу благоприятствующих 

случаев для встречи за первым столиком шахматистов одной и той же ка-
тегории. Следовательно, искомая вероятность

95

33
2
20

2
4

2
6

2
10 




C

CCC
P .

Задания для самостоятельной работы

1. В книге 300 страниц. Чему равна вероятность того, что наугад 
открытая страница будет иметь порядковый номер, кратный 5?

2. В «секретном» замке на общей оси 4 диска, каждый из которых 
разделен на пять секторов, на которых написаны различные цифры. Замок 
открывается только в том случае, если диски установлены так, что цифры 
на них составляют определенное четырёхзначное число. Найти вероят-
ность того, что при произвольной установке дисков замок будет открыт.

3. На пяти одинаковых карточках написаны буквы И, К, С, М, Н. 
Карточки перемешиваются и наугад раскладываются в ряд. Какова вероят-
ность получить слово «Минск»?

4. На складе имеется 15 кинескопов, причем 10 из них изготовлены 
Витебским телезаводом. Найти вероятность того, что среди пяти взятых 
наудачу кинескопов окажутся три кинескопа Витебского телезавода.

5. Подбрасывается два игральных кубика, подсчитывается сумма 
очков на верхних гранях. Что вероятнее – получить в сумме 7 или 8?

6. Из десяти билетов выигрышными являются два. Чему равна веро-
ятность того, что среди взятых наудачу пяти билетов один выигрышный?

7. В ящике 10 шаров, из которых 2 белых, 3 красных, 5 голубых. 
Наудачу извлечены три шара. Найти вероятность того, что все три шара 
разного цвета.
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8. В клетке содержится 18 кур. Из них 6 не вакцинированы. Партию
делят на две равные части. Какова вероятность того, что не вакцинирован-
ные куры разделятся поровну?

9. В колоде 36 карт четырёх мастей. После извлечения и возвраще-
ния одной карты колода перемешивается и снова извлекается одна карта. 
Какова вероятность того, что обе извлечённые карты одной масти?

10. Восемь различных книг расставляются наугад на полке. Найти 
вероятность того, что две определённые книги окажутся рядом.

11. Устройство состоит из пяти элементов, два из которых изношены. 
При включении устройства случайным образом включаются два элемента. 
Найти вероятность того, что включёнными окажутся неизношенные элементы.

12. В коробке пять одинаковых изделий, причём три из них окра-
шенные. Наудачу извлечены два изделия. Найти вероятность того, что сре-
ди двух извлечённых изделий окажутся: а) одно окрашенное изделие;
б) два окрашенных изделия; в) хотя бы одно окрашенное изделие.

Ответы

1. 2,0 8. 0,38

2.
45

1
9. 0,25

3.
120

1
10. 0,25

4. 0,4 11. 0,3

6. 
9

5
12. а) 0,6; б) 0,3; в) 0,9

7. 25,0

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 4. ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕ-
НИЕ ВЕРОЯТНОСТИ

Пример 1. В круг, в который вписан квадрат

(рис. 1), наудачу бросается точка. Какова вероят-
ность того, что точка попадёт в квадрат?

Решение. Пусть R – радиус круга, a – сторо-

на вписанного квадрата, событие A – попадание 
точки в квадрат, S – площадь круга, 1S – площадь 

вписанного квадрата.

О

а

Рис. 1

R
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Известно, что 2πRS  . Сторона вписанного квадрата, выраженная 

через радиус круга R , равна 2Ra  . Значит, 2
1 2RS  .

Полагая в формуле 
G

g

S

S
AP )( 1SSg  , SSG  , найдём искомую ве-

роятность

637,0
π

2

π

2
)(

2

2


R

R
AP .

Пример 2. На отрезок единичной длины бросают наудачу две точки. 

Они разбивают отрезок на три части. Какова вероятность того, что из этих 
отрезков можно построить треугольник?

Решение. Заданный отрезок рассматриваем как отрезок ]1;0[  число-

вой прямой (рис. 2). Координаты брошенных точек обозначим через x  и y . 

Эти числа принадлежат отрезку ]1;0[ .

Число x  и число y  в паре соответствуют координатам точки на 

плоскости. Так как 10  x  и 10  y , то точка );( yx  наудачу брошена в 

квадрат со стороной 1 (рис. 3).
Чтобы из отрезков можно было построить 

треугольник, необходимо и достаточно, чтобы 
каждая сторона треугольника была меньше сум-
мы двух других его сторон. При yx  (рис. 2) 

получаем неравенства:

)1()( yxyx  ,

)1( yxxy  ,

)(1 xyxy  ,

откуда после преобразований получаем систему неравенств вида

x y-x 1-y

0 x y 1 x

Рис. 2

О

y

1 x

Рис. 3

1

(x;у)
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Эта система неравенств определяет на плос-
кости треугольник (верхний – на рис. 4).

При yx  (рис. 5)

получаем систему неравенств
















.

,5,0

,5,0

,5,0

xy

y

xy

x

Эта система определяет на плоскости второй треугольник (нижний –
на рис. 4).

Площадь квадрата равна 1, площадь треугольников равна 0,25. Тогда 
искомая вероятность равна 0,25.

Пример 3. Два человека договорились встретиться в некоторый 
промежуток времени длительностью T
мин, причем каждый из пришедших на 
место встречи должен ждать другого не 
более   мин. Найти вероятность встречи.

Решение. Пусть x  и y – моменты 

прихода каждого из встречающихся. То-
гда возможные значения x  и y : Tx 0

и Ty 0 . Благоприятствующие значе-

ния для встречи:  xy  и  yx . 

Откуда  xy  и  xy . Эти нера-

венства определяют область d , заштрихованную на рис. 6.

Площадь области d : 22 )(  TTSd . Поскольку 2TSD  , то

О х

y

d

T

T

Рис. 6

О

y

1 x

Рис. 4

1

у х-y 1-х

0 у х 1 x

Рис. 5
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Пример 4. (Задача Бюффона). Плоскость расчерчена параллельны-
ми прямыми, расстояние между которыми равно a . На эту плоскость нау-
дачу бросается отрезок длины l , al  . Какова вероятность того, что отре-
зок пересекается хотя бы с одной из семейства прямых?

Решение. Расстояние от верхнего конца отрезка до ближайшей сни-
зу прямой обозначим y  (рис. 7). Угол между отрезком и лучом, парал-

лельным прямым семейства, начало которого совпадает с верхним концом 
отрезка, обозначим через x . Ясно, 
что ay 0 , π0  x . Для того, 

чтобы отрезок пересекал хотя бы од-
ну из прямых, необходимо и доста-
точно, чтобы ay   или xly sin . 

Выражение «отрезок брошен науда-
чу» будем понимать так: точка );( yx

наудачу брошена в прямоугольник, ограниченный прямыми 0x  , πx  , 
0y  , y a (рис. 8).

Точки, координаты которых удовлетво-
ряют неравенству xly sin , образуют фигу-

ру, заштрихованную на рис. 8. Площадь этой 
фигуры

lxlxdxlS 2|cossin
π

0

π

0
1   .

Площадь всего прямоугольника равна 
πaS  . Тогда искомая вероятность

π

2
)( 1

a

l

S

S
AP  , где A – событие «отрезок пересекается хотя бы с од-

ной прямой».
Пример 5. Наугад взяли два положительных числа, каждое из кото-

рых не больше единицы. Какова вероятность того, что их сумма не пре-

взойдет единицы, а произведение будет не больше 
9

2
?

Решение. Обозначим взятые числа через x  и y . Их возможные зна-

чения удовлетворяют неравенствам 10  x , 10  y , которые на плоско-

сти определяют единичный квадрат с площадью 1GS .

a y
l

Рис. 7

x

О

y

  π x

Рис. 8

a (x;у)
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Благоприятствующие значения x  и y  определены условиями:

1 yx , 
9

2
 yx .

Область g  ограничена отрезками прямой 1 yx  и дугой гипербо-

лы 
9

2
 yx .

Абсциссы точек пересечения прямой и гиперболы:

3

1
1 x , 

3

2
2 x .

Прямая 1 yx  делит квадрат пополам, 

причём область 1 yx  представляет собой 

нижний треугольник (рис. 9). Область g  со-

стоит из трапеции, криволинейной трапеции и 
треугольника, её площадь

321 SSSSg  ,

причём

18

5
1 S ,    

18

1
3 S ,    154,02ln

9

2

9

2 3

2

3

1
2  

x

dx
S ;

467,0154,0
3

1
gS .

Следовательно, искомая вероятность

467,0)( 
G

g

S

S
AP .

Пример 6. Два судна должны подойти к одному и тому же причалу. 

Время их прихода независимо и равновозможно в течение данных суток. 
Найти вероятность того, что одному судну придется ждать освобождения 
причала, если время стоянки первого судна 
равно одному часу, а второго – двум часам.

Решение. Пусть x  и y – время прибытия 

в течение суток первого судна и второго судна 
соответственно. Возможные значения x  и y :

240  x , 240  y .

Благоприятствующие значения x  и y :

1 xy , 2 yx .

О

y

   1 x

Рис. 9

1

1/3 2/3

О

y

24 x

Рис. 10

1

2

24
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Эти неравенства определяют область, заштрихованную на рис. 10.
Площадь этой области

5,6922225,023235,02424 gS .

Поскольку
5762424 GS ,

то

121,0
576

5,69
)( 

G

g

S

S
AP .

Задания для самостоятельной работы

1. В квадрат с вершинами в точках )0;0(O , )1;0(K , )1;1(L , )0;1(M

наудачу брошена точка );( yxQ . Найти вероятность того, что координаты 

этой точки удовлетворяют неравенству xy
2

1
 .

2. В шар вписан куб. Точка наудачу зафиксирована в шаре. Найти 
вероятность того, что точка попадёт в куб.

3. На плоскости область G  ограничена эллипсом 1
1649

22


yx

, а об-

ласть g – эллипсом 1
925

22


yx

. В область G  брошена точка. Какова веро-

ятность того, что точка попадёт в область g ?

4. Точка брошена в область G , ограниченную эллипсом 

84 22  yx . Какова вероятность того, что она попадёт в область g , огра-

ниченную этим эллипсом и параболой 042  yx ?

5. На отрезке ]2;0[  наудачу выбраны два числа x  и y . Найти веро-

ятность того, что эти числа удовлетворяют неравенствам xyx 442  .

6. В прямоугольник с вершинами в точках )0;1(K , )5;1(L , )5;2(M , 

)0;2(N  наудачу брошена точка );( yxQ . Найти вероятность того, что коор-

динаты этой точки удовлетворяют неравенствам 312  xyx .

7. В круг радиуса R  вписан правильный треугольник. Найти веро-
ятность того, что точка, брошенная в этот круг, попадёт в данный тре-
угольник.

8. В шар вписана правильная треугольная пирамида. Точка наудачу 
зафиксирована в шаре. Найти вероятность попадания точки в пирамиду.



153

9. Стержень длиной l  произвольным образом сломан на три части. 
Какова вероятность того, что из этих частей можно составить треугольник?

10. Два студента условились встретиться в определённом месте меж-

ду 12 и 13 часами дня. Пришедший первым ждёт второго в течение 
4

1
 часа, 

после чего уходит. Найти вероятность того, что встреча состоится, если 
каждый студент наудачу выбирает момент своего прихода в заданном вре-
менном промежутке.

11. Наудачу взяты два положительных числа x  и y , каждое из кото-

рых не превышает двух. Найти вероятность того, что произведение xy  бу-

дет не больше единицы, а частное 
x

y
 не больше двух.

12. Найти вероятность того, что из трёх наудачу взятых отрезков 
длиной не более L можно построить треугольник. Предполагается, что ве-
роятность попадания точки в пространственную фигуру пропорциональна
объёму фигуры и не зависит от её расположения.

13. Расстояние от M  до N  автобус проходит за две минуты, а пеше-
ход – за 15 минут. Интервал движения автобусов 25 минут. Пешеход в 
случайный момент времени отправляется из M  в N  пешком. Найти веро-
ятность того, что его в пути догонит автобус.

14. Какой толщины должна быть монета радиуса r , чтобы вероят-

ность падения на ребро была равной 
3

1
. (Указание. Необходимо рассмот-

реть монету как прямой круговой цилиндр, вписанный в шар радиусом R . 
Монета бросается на клейкую поверхность.)

Ответы
1. 0,75. 8. 123,0 .
2. 368,0 . 9. 0,25.

3. 714,0 . 10. 
16

7
.

4. 303,0 . 11. 38,0
8

2ln31



P .

5. 
3

1
. 12. 0,5.

6. 0,3. 13. 
25

13
.

7. 414,0 . 14. r354,0 .
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 5. ТЕОРЕМЫ СЛОЖЕНИЯ И УМНО-
ЖЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ. ВЕРОЯТНОСТЬ ПОЯВЛЕНИЯ ХОТЯ БЫ 
ОДНОГО СОБЫТИЯ

Теоремы сложения и умножения вероятностей
Пример 1. Два стрелка сделали по одному выстрелу в мишень, веро-

ятность попадания первого равна 0,8, второго – 0,6. Найти вероятности
следующих событий: а) A – оба попали в мишень; б) B – попал один; в) C –
попал хотя бы один.

Решение. Пусть событие 1A – первый стрелок попал в мишень, 2A –

второй попал. Тогда 8,0)( 1 AP , 6,0)( 2 AP .

а) Событие A  наступит, если первый стрелок попадёт в мишень и 
второй также попадёт в мишень, поэтому 21AAA  . Так как события 1A  и 

2A  независимые, то 48,06,08,0)()()()( 2121  APAPAAPAP .

б) Событие B  наступит, если первый стрелок попадёт в мишень и 
второй промахнётся или первый промахнётся и второй попадёт в мишень, 

поэтому 2121 AAAAB  . Имеем

 )()()()()()()()( 21212121121 APAPAPAPAAPAAPAAAAPBP

44,032,012,0)6,01(8,06,0)8,01(  .

в) Событие C  наступит, если первый стрелок попадёт в мишень или 
второй попадёт в мишень, или оба попадут в мишень, то есть 21 AAC  . 

Имеем
 )()()()()( 212121 AAPAPAPAAPCP

92,06,08,06,08,0  .
С другой стороны,

 ))(1))((1()()()()( 212121 APAPAPAPAAPCP

08,0)6,01)(8,01(  .

Отсюда
92,008,01)( CP .

Пример 2. В урне 10 шаров, из которых два белые, а остальные чёр-
ные. Наудачу взяли 2 шара. Найти вероятность того, что оба шара чёрные.

Решение. Пусть событие 1A – первый шар чёрный, 2A – второй шар 

чёрный, A – оба шара чёрные. Тогда 21AAA  .

Вероятность того, что второй шар чёрный, зависит от того, какого 
цвета первый шар. Если первый шар чёрный, то вероятность того, что вто-

Рис. 2

Рис. 2
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рой шар чёрный, равна условной вероятности события 2A  при условии, что 

1A  произошло:

9

7
)/( 12 AAP ,

так как после наступления события 1A  всего шаров останется 9, из них 7 

чёрных. Отсюда

45

28

9

7

10

8
)/()()()( 12121  AAPAPAAPAP .

Пример 3. Условие примера 2, но после первого извлечения шар 
возвращается в урну.

Решение. В этом случае события 1A  и 2A  независимые, поэтому

25

16

10

8

10

8
)()()()( 2121  APAPAAPAP .

Пример 4. Вероятности попадания в цель каждым из трех стрелков 
соответственно равны 0,8; 0,7; 0,9. Стрелки произвели один залп. Найти 
вероятность: а) только одного попадания; б) хотя бы одного попадания.

Решение. а) Пусть iA , 3,1i – события, означающие попадание в 

цель каждым из трёх стрелков. Тогда iA , 3,1i – события, означающие 

промах каждого из трёх стрелков. Событие A , означающее только одно 
попадание в мишень, записывается в виде

321321321 AAAAAAAAAA  .

Тогда, применяя теоремы сложения вероятностей несовместных со-
бытий и умножения вероятностей независимых событий, находим вероят-
ность A :

)()()()()()()()()()( 321321321 APAPAPAPAPAPAPAPAPAP  .

По условию задачи 8,0)( 1 AP , 7,0)( 2 AP , 9,0)( 3 AP . Тогда

2,08,01)( 1 AP ,       3,07,01)( 2 AP ,       1,09,01)( 3 AP .

Следовательно,
092,09,03,02,01,07,02,01,03,08,0)( AP .

б) Событие B , означающее только одно попадание в мишень, запи-
сывается в виде

321 AAAB  .

Так как попадания в цель каждым стрелком – события независимые, 
то

994,01,03,02,01)()()(1)()( 321321  APAPAPAAAPBP .

Рис. 2

Рис. 2
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Пример 5. В магазине «Книга – почтой» отослали по заданным ад-
ресам три различные книги, случайным образом надписав бандероли. Най-
ти вероятность того, что хотя бы одна книга попала по назначению.

Решение. Пусть iA , 3,1i – события, означающие правильный ад-

рес на i -той бандероли. События iA – совместны. Событие A – хотя бы 

одна книга попала по назначению – записывается в виде

321 AAAA  .

Тогда вероятность A
 )()( 321 AAAPAP

)()()()()()()( 321323121321 AAAPAAPAAPAAPAPAPAP  .

Вычисляя вероятности

3

1
)()()( 321  APAPAP ,

)()(
!3

1

2

1

3

1
)( 323121 AAPAAPAAP  ,

!3

1

1

1

2

1

3

1
)( 321 AAAP ,

получим искомую вероятность

3

2

3

1
1

!3

1

!3

1

!3

1

!3

1

3

1

3

1

3

1
)( AP .

Искомую вероятность можно вычислить и иначе. Так как событие A –

хотя бы одна книга попала по назначению – противоположно событию 1A

– ни одна книга не попала по назначению, то

3
2

3
1

1)(1)(1)( 321  AAAPAPAP .

Пример 6. Электрическая цепь MN сконструирована по схеме, пред-
ставленной на рис. 1. Все эле-
менты цепи 1 – 5 работают не-
зависимо друг от друга, и ве-
роятности выхода их из строя
за данный промежуток време-
ни соответственно равны:

1,01 p , 2,02 p , 5,03 p , 

3,04 p , 5,05 p .

Найти вероятность нор-
мальной работы цепи в данный промежуток времени.

Рис. 2

1
M N

2

3 4

5

Рис. 1
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Решение. Пусть iA , 5,1i , – события, означающие нормальную ра-

боту i -того элемента цепи в данный промежуток времени. Цепь исправна 
(событие A ) в данный промежуток времени, если наступают события 1A  и 

4352 AAAA  . Так как 1A  и 4352 AAAA   независимые, то

)()())(()( 4352143521 AAAAPAPAAAAAPAP  .

Противоположным событию 4352 AAAA   является событие 

4352 AAAA  . Поэтому

)()()(1)(1)( 435243524352 AAPAPAPAAAAPAAAAP  .

Противоположным событию 43 AA  является событие 43 AA , поэтому

)()(1)(1)( 434343 APAPAAPAAP  ,

тогда

))()(1()()(1)( 43524352 APAPAPAPAAAAP  .

Таким образом, искомая вероятность равна

 )))()(1()()(1()()()()( 4352143521 APAPAPAPAPAAAAPAPAP

8883,0)65,01,02,01(9,0))7,05,01(1,02,01(9,0  .

Задания для самостоятельной работы

1. Студент разыскивает нужную ему формулу в трёх справочниках. 
Вероятность того, что формула содержится в первом справочнике, равна 
0,6, во втором – 0,7, в третьем – 0,8. Найти вероятность того, что формула 
содержится а) только в одном справочнике; б) только в двух справочниках;
в) во всех трёх справочниках; г) хотя бы в одном справочнике; д) ни в од-
ном справочнике.

2. На складе 30 изделий первого сорта и 20 – второго. Найти вероят-
ность того, что три взятых наугад изделия первого сорта.

3. Используя условие предыдущей задачи, найти вероятность появ-
ления трёх изделий первого сорта, если производится проверка качества 
каждого взятого изделия и его возврат на склад.

4. Вероятность безотказной работы автомобиля равна 0,9. Автомо-
биль перед выходом на линию осматривается двумя механиками. Вероят-
ность того, что первый механик обнаружит неисправность, равна 0,8, а 
второй – 0,9. Если хотя бы один механик обнаружит неисправность, то ав-
томобиль отправят на ремонт. Найти вероятность того, что: а) автомобиль 
будет выпущен на линию; б) автомобиль не будет выпущен на линию.
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5. Из урны, содержащей 4 красных и 6 чёрных шаров, вынимают два 
шара (без возвращения первого). Какова вероятность того, что будут выну-
ты: а) два шара чёрного цвета; б) красный и чёрный в любой последова-
тельности; в) второй шар будет чёрным; г) оба шара одного цвета?

6. Вероятность выигрыша по лотерейному билету равна 0,1. Приобре-
тено три билета. Какова вероятность выиграть хотя бы по одному из них?

7. Через автобусную остановку проходят автобусы семи маршрутов 
с равной частотой. Пассажир ожидает автобус одного из маршрутов №1, 
№5, №7. Какова вероятность того, что нужный ему автобус будет одним из 
первых трёх, подошедших к остановке?

8. Вероятность получить высокие дивиденды по акциям на первом 
предприятии – 0,2, на втором – 0,35, на третьем – 0,15. Определить вероят-
ность того, что акционер, имеющий акции всех предприятий, получит вы-
сокие дивиденды: а) на всех предприятиях; б) только на одном предпри-
ятии; в) хотя бы на одном предприятии.

9. Три студента сдают экзамен. Вероятность того, что отдельный 
студент сдаст экзамен на «отлично» равна для первого студента 0,7, для 
второго – 0,6, для третьего – 0,2. Какова вероятность того, что экзамен бу-
дет сдан на «отлично»: а) только одним из студентов; б) двумя студентами;
в) хотя бы одним; г) ни одним?

10. Сколько раз необходимо бросить игральную кость, чтобы с веро-
ятностью 0,9 хотя бы один раз выпало не менее четырёх очков?

11. В денежно-вещевой лотерее на каждые 1000 билетов приходится 
12 денежных и 8 вещевых выигрышей. Какова вероятность выигрыша хотя 
бы по одному из трёх приобретённых билетов?

12. Электрическая цепь MN сконструирована по схемам, представ-
ленным на рис. 2 – 4. Все элементы цепи работают независимо друг от 
друга, и вероятности выхода их из строя за данный промежуток времени 
даны в соответствующих таблицах. Найти вероятность разрыва цепи в 
данный промежуток времени.

M N

Рис. 2

α4αi α1 α2 α3

0,20,3pi 0,1 0,4
α1

α2

α3

α4

1.
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Ответы

1. а) 0,188; б) 0,452; в) 0,336; г) 0,976; д) 0,024.
2. 207,0 .
3. 0,216.
4. а) 0,902; б) 0,098.

5. а) 
3

1
; б) 

15

8
; в) 

5

3
; г) 

15

7
.

6. 0,271.

7.
35

31
.

8. а) 0,0105; б) 0,4265; в) 0,558.
9. а) 0,392; б) 0,428; в) 0,904; г) 0,096.
10. 4.
11. 0,059.
12. 1. 0,4624   2. 0,2128   3. 0,3232.

Вероятность появления хотя бы одного события
Пример 1. В электрическую цепь последовательно включены три 

элемента, работающие независимо один от другого. Вероятности отказов 

M N

Рис. 3

α4αi α1 α2 α3

0,20,3pi 0,5 0,4

α1

α2

α3

α4

α5

α5

0,6

2.

M N

Рис. 4

α4αi α1 α2 α3

0,30,4pi 0,1 0,2

α1

α2

α3

α4

α5

α5

0,5

3.
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первого, второго и третьего элементов соответственно равны: 1,01 p , 

15,02 p , 2,03 p . Найти вероятность того, что тока в цепи не будет.

Решение. Элементы включены последовательно, поэтому тока в це-
пи не будет (событие A ), если откажет хотя бы один из элементов. Иско-
мая вероятность

388,0)2,01)(15,01)(1,01(11)( 321  qqqAP .

Пример 2. Вероятность успешного выполнения упражнения для ка-
ждого из двух спортсменов равна 0,5. Спортсмены выполняют упражнение 
по очереди, причём каждый делает по две попытки. Выполнивший упраж-
нение первым получает приз. Найти вероятность получения приза спорт-
сменами.

Решение. Для получения приза достаточно, чтобы хотя бы одна из 
четырёх попыток была успешной. Вероятность успешной попытки 5,0p , 

а неуспешной 5,05,01 q . Искомая вероятность

9375,05,011 44  qP .
Пример 3. Вероятность хотя бы одного попадания стрелком в ми-

шень при трёх выстрелах равна 0,875. Найти вероятность попадания при 
одном выстреле.

Решение. Вероятность попадания в мишень хотя бы при одном из 
трёх выстрелов (событие A ) равна

31)( qAP  ,

где q – вероятность промаха.

По условию, 875,0)( AP . Следовательно,
31875,0 q  или 125,0875,013 q .

Отсюда

5,0125,03 q .

Искомая вероятность
5,05,011  qp .

Пример 4. Сколько раз нужно подбросить два игральных кубика, 
чтобы вероятность выпадения хотя бы один раз двух шестёрок была бы 

больше 
2
1

? (Эту задачу впервые поставил французский математик и писа-

тель де Мере (1610 – 1684), поэтому задача называется его именем).
Решение. Пусть событие iA – выпадение двух шестёрок при i -том 

подбрасывании. Так как с каждой из шести граней первого кубика может 
выпасть любая из шести граней второго, то всего равновозможных и по-
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парно несовместных событий 3666  . Только одно из них – выпадение 
шестёрки и на первом, и на втором кубиках – благоприятствует событию 

iA . Следовательно,

36

1
)( iAP ,

откуда

36

35

36

1
11  pq .

Подбрасывания игральных кубиков – независимые испытания, по-
этому

2
1

36
35

11 







n
nq ,

или

2

1

36

35









n

.

Из этого неравенства найдём n . Логарифмируя, получаем

2

1
ln

36

35
ln n ,

откуда

4,24
0284,0

69311,0

35ln36ln

2ln



n .

Итак, чтобы вероятность выпадения двух шестёрок была больше 
2

1
, 

нужно подбросить кубик не менее 25 раз.

Задания для самостоятельной работы

1. Устройство содержит два независимо работающих элемента. Ве-
роятности отказа элементов соответственно равны 0,05 и 0,08. Найти веро-
ятность отказа устройства, если для этого достаточно, чтобы отказал хотя 
бы один элемент.

2. Для разрушения моста достаточно попадания одной авиационной 
бомбы. Найти вероятность того, что мост будет разрушен, если на него 
сбросить четыре бомбы, вероятности попадания которых соответственно 
равны: 0,3; 0,4; 0,6; 0,7.

3. Вероятность попадания в мишень каждым из двух стрелков равна 
0,3. Стрелки стреляют по очереди, причём каждый должен сделать по два 
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выстрела. Попавший в мишень первым получает приз. Найти вероятность 
того, что стрелки получат приз.

4. Вероятность хотя бы одного попадания в цель при четырёх вы-
стрелах равна 0,9984. Найти вероятность попадания в цель при одном вы-
стреле.

5. Партия из ста деталей подвергается выборочному контролю. Ус-
ловием непригодности всей партии является наличие хотя бы одной брако-
ванной детали среди пяти проверяемых. Какова вероятность для данной 
партии быть не принятой, если она содержит 5% неисправных деталей.

6. Вероятность того, что при одном выстреле стрелок попадёт в де-
сятку, равна 0,6. Сколько выстрелов должен сделать стрелок, чтобы с ве-
роятностью не менее 0,8 он попал в десятку хотя бы один раз?

Ответы

1. 0,126.
2. 95,0 .

3. 76,0 .
4. 0,8.
5. 0,23. Указание. Сначала найти вероятность q противоположного 

события A, которое заключается в том, что партия деталей будет принята. 
Это событие является произведением пяти событий 54321 AAAAAA  , где kA

( 5,4,3,2,1k ) означает, что k -тая проверенная деталь является стандарт-

ной. Далее 
100

95
)( 1 AP , 

99

94
)/( 12 AAP  и т.д.

6. 2n .

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 6. ФОРМУЛА ПОЛНОЙ ВЕРОЯТНО-
СТИ. ФОРМУЛА БАЙЕСА

Пример 1. На участке, изготавливающем болты, первый станок про-
изводит 25%, второй – 35%, третий – 40% всех изделий. В продукции каж-
дого из этих станков брак составляет соответственно 5%, 4%, 2%. Найти 
вероятность того, что

а) взятый наугад болт – с дефектом;
б) случайно взятый болт с дефектом изготовлен на третьем станке.
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Решение. а) Пусть событие 1H  состоит в том, что взятый наугад 

болт изготовлен на первом станке, тогда 25,0)( 1 HP ; событие 2H – взя-

тый наугад болт изготовлен на втором станке, тогда 35,0)( 2 HP ; событие 

3H – взятый наугад болт изготовлен на третьем станке, тогда 4,0)( 3 HP . 

Гипотезы 1H , 2H , 3H образуют полную группу несовместных событий.

Пусть событие A  состоит в том, что взятый наугад болт окажется с 
дефектом. Тогда 05,0)/( 1 HAP – условная вероятность события, состоя-

щего в том, что дефектный болт изготовлен на первом станке; 
04,0)/( 2 HAP – условная вероятность события, состоящего в том, что 

дефектный болт изготовлен на втором станке; 02,0)/( 3 HAP – условная 

вероятность события, состоящего в том, что дефектный болт изготовлен на 
третьем станке. Найдем вероятность события A  по формуле полной веро-
ятности:

 )/()()/()()/()()( 332211 HAPHPHAPHPHAPHPAP

0297,002,04,004,035,005,025,0  .
б) Вероятность того, что случайно взятый болт с дефектом изготов-

лен на третьем станке, найдем по формуле Байеса:

)(

)/()(
)/( 33

3 AP

HAPHP
AHP  ,

где )(AP – полная вероятность события A .

Тогда

27,0
03,0

02,04,0
)/( 3 


AHP .

Пример 2. Команда стрелков состоит из пяти человек. Трое из них 
попадают в цель с вероятностью 0,8, а двое – с вероятностью 0,6. Наудачу 
из команды берётся стрелок и производит выстрел.

а) Какова вероятность того, что стрелок попадёт в цель?
б) Стрелок попал в цель. Какова вероятность того, что это один из 

трёх (один из двух)?
Решение. а) Событие А – наудачу выбранный стрелок попадёт в 

цель – может произойти, если произойдёт одно из несовместных событий
(гипотез): 1H – наудачу взятый стрелок один из трёх, 2H – наудачу взятый 

стрелок один из двух. Найдём вероятности этих гипотез:

5

3
)( 1 HP ,     

5
2

)( 2 HP .
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Из условия задачи известны условные вероятности события A  при 
верности одной из возможных гипотез:

8,0)/( 1 HAP ,     6,0)/( 2 HAP .

Подставляя полученные значения )( iHP  и )/( iHAP ( 2,1i ) в фор-

мулу полной вероятности, находим

25
18

10
6

5
2

10
8

5
3

)( AP .

б) Применяя формулу Байеса, найдём условную вероятность гипо-
тезы 1H :

3

2

25

18
10
8

5
3

)/( 1 


AHP .

Пример 3. Каждый билет экзамена по теории вероятностей и мате-
матической статистике содержит один вопрос. Всего имеется 30 билетов. 
Студент Павлов выучил 20 вопросов. Каким по счёту ему выгоднее зайти 
на экзамен – первым или вторым?

Решение. Событие А – студент Павлов заходит первым, тогда

3

2

30

20
)( AP .

Событие В – студент Павлов заходит вторым. Оно может произойти 
только с одним из попарно несовместных событий: 1H – первый студент 

вытащит один из двадцати билетов, которые Павлов знает, 2H – первый 

студент вытащит один из десяти остальных билетов.
Тогда 

 )/()()/()()( 2211 HBPHPHBPHPBP

3
2

29
10

30
10

29
19

30
20

 .

Пример 4. Батарея из трёх орудий произвела залп, причём два сна-

ряда попали в цель. Найти вероятность того, что первое орудие дало попа-
дание, если вероятности попадания в цель первым, вторым и третьим ору-
диями соответственно равны 4,01 p , 3,02 p , 5,03 p .

Решение. Пусть событие A  состоит в том, что в цель попали два 

орудия. Сделаем два предположения (гипотезы): 1H – первое орудие попа-

ло в цель, 2H – первое орудие не попало в цель.
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По условию,
4,0)( 1 HP ;

следовательно (событие 2H  противоположно событию 1H )

6,04,01)( 2 HP .

Найдём условную вероятность )/( 1HAP , то есть вероятность того, 

что в цель попало два снаряда, причём один из них послан первым оруди-
ем и, следовательно, второй – либо вторым орудием (при этом третье ору-
дие дало промах), либо третьим (при этом второе орудие дало промах). Эти 
два события несовместны, поэтому применима теорема сложения:

5,07,05,05,03,0)/( 23321  qpqpHAP .

Найдём условную вероятность )/( 2HAP , то есть вероятность того, что 

в цель попало два снаряда, причём первое орудие дало промах. Другими сло-
вами, найдём вероятность того, что второе и третье орудия попали в цель. 
Эти два события независимы, поэтому применима теорема умножения:

15,05,03,0)/( 322  ppHAP .

Искомая вероятность того, что первое орудие дало попадание, по 
формуле Байеса равна

69,0
29

20

15,06,05,04,0

5,04,0

)/()()/()(

)/()(
)/(

2211

11
1 








HAPHPHAPHP

HAPHP
AHP .

Пример 5. Два из трёх независимо работающих элементов вычисли-
тельного устройства отказали. Найти вероятность того, что отказали пер-
вый и второй элементы, если вероятности отказа первого, второго и 
третьего элементов соответственно равны 2,01 p , 4,02 p , 3,03 p .

Решение. Пусть событие A  состоит в том, что отказали два элемен-
та. Сделаем два предположения (гипотезы):

1H – отказали первый и второй элементы, а третий элемент испра-

вен, причём (поскольку элементы работают независимо, применима теоре-
ма умножения)

056,07,04,02,0)( 3211  qpHP ;

2H – отказали первый и третий элементы, а второй элемент испра-

вен, причём
036,06,03,02,0)( 2312  qppHP ;

3H – отказали второй и третий элементы, а первый исправен, причём

096,08,03,04,0)( 1323  qppHP ;

4H – отказал только один элемент;
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5H – отказали все три элемента;

6H – ни один из элементов не отказал.

Вероятности последних трёх гипотез не вычислены, так как при этих 
гипотезах событие А – отказали два элемента – невозможно и, значит, ус-
ловные вероятности )/( 4HAP , )/( 5HAP , )/( 6HAP  равны нулю, следова-

тельно, равны нулю и произведения )/()( 44 HAPHP , )/()( 55 HAPHP , 

)/()( 66 HAPHP  при любых значениях вероятностей гипотез 4H , 5H , 6H .

Поскольку при гипотезах 1H , 2H , 3H  событие А достоверно, то со-

ответствующие условные вероятности равны единице:
1)/()/()/( 321  HAPHAPHAP .

По формуле полной вероятности найдём вероятность того, что отка-
зали два элемента:

 )/()()/()()/()()( 332211 HAPHPHAPHPHAPHPAP

 )/()()/()()/()( 665544 HAPHPHAPHPHAPHP

188,01096,01036,01056,0  .

По формуле Байеса найдём вероятность того, что отказали первый и 
второй элементы:

3,0
188,0

056,0

)(

)/()(
)/( 11

1 
AP

HAPHP
AHP .

Задания для самостоятельной работы

1. В урну, содержащую два шара, опущен белый шар, после чего из 
неё наудачу извлечён один шар. Найти вероятность того, что извлечённый 
шар окажется белым, если равновозможны все предположения о первона-
чальном составе (по цвету) шаров.

2. В лаборатории имеется шесть клавишных автоматов и четыре по-
луавтомата. Вероятность того, что за время выполнения некоторого расчё-
та автомат выйдет из строя, равна 0,95; для полуавтомата эта вероятность 
равна 0,8. Студент производит расчёт на наудачу выбранной машине. Най-
ти вероятность того, что до окончания расчёта машина не выйдет из строя.

3. В первой урне содержится десять шаров, из них восемь белых; во 
второй – двадцать шаров, из них четыре белых. Из каждой урны наудачу 
извлекли по одному шару, а затем из этих двух шаров наудачу взят один 
шар. Найти вероятность того, что взят белый шар.
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4. В каждой из трёх урн содержится шесть чёрных и четыре белых 
шара. Из первой урны наудачу извлечён один шар и переложен во вторую, 
после чего из второй наудачу извлечён один шар и переложен в третью. 
Найти вероятность того, что шар, наудачу извлечённый из третьей урны, 
окажется белым.

5. В пирамиде десять винтовок, из которых четыре снабжены опти-
ческим прицелом. Вероятность того, что стрелок поразит мишень при вы-
стреле из винтовки с оптическим прицелом, равна 0,95; для винтовки без 
оптического прицела эта вероятность равна 0,8. Стрелок поразил мишень 
из наудачу взятой винтовки. Что вероятнее: стрелок стрелял из винтовки с 
оптическим прицелом или без него?

6. Имеются три партии деталей по двадцать деталей в каждой. Чис-
ло стандартных деталей в первой, второй и третьей партиях соответствен-
но равно 20, 15, 10. Из наудачу выбранной партии наудачу извлечена де-
таль, оказавшаяся стандартной. Деталь возвращают в партию и вторично 
из той же партии наудачу извлекают деталь, которая также оказывается 
стандартной. Найти вероятность того, что детали были извлечены из 
третьей партии.

7. Три стрелка произвели залп, причём две пули поразили мишень. 
Найти вероятность того, что третий стрелок поразил мишень, если вероят-
ности попадания в мишень первым, вторым и третьим стрелками соответ-
ственно равны 0,6, 0,5, 0,4.

8. Две из четырёх независимо работающих ламп прибора отказали. 
Найти вероятность того, что отказали первая и вторая лампы, если вероят-
ности отказа первой, второй, третьей и четвёртой ламп соответственно 
равны 0,1, 0,2, 0,3, 0,4.

9. Из 25 студентов группы 5 студентов знают все 30 вопросов про-
граммы, 10 студентов выучили по 25 вопросов, 7 студентов – по 20 вопро-
сов и 3 – по 10 вопросов. Случайно вызванный студент ответил на два за-
данных вопроса. Какова вероятность того, что он из тех трёх студентов, 
которые подготовили по 10 вопросов.

10. В первой бригаде производится в три раза больше продукции, 
чем во второй. Вероятность того, что производимая продукция окажется 
стандартной, для первой бригады равна 0,7, для второй – 0,8. Определить 
вероятность того, что взятая наугад единица продукции будет стандартной. 
Какова вероятность того, что взятая наугад стандартная единица продук-
ции произведена второй бригадой?
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Ответы

1. 
3

2
.

2. 0,89.
3. 0,5.
4. 0,4.
5. Вероятнее то, что винтовка была без оптического прицела.

6. 
29

4
.

7. 
19

10
.

8. 0,039.
9. 0,02.
10. 0,725; 0,276.

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 7. ФОРМУЛА БЕРНУЛЛИ. АСИМ-
ПТОТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ

Пример 1. Наблюдениями установлено, что в некоторой местности в 
сентябре бывает 12 дождливых дней. Найти вероятность того, что из слу-
чайно зафиксированных в этом месяце 8 дней дождливыми окажутся: а) 
три дня; б) не менее трёх дней; в) не более трёх дней.

Решение. Наблюдения в условиях данной задачи являются незави-
симыми. Вероятность выпадения дождя в любой день сентября

4,0
30

12
p ,

а вероятность того, что в любой день сентября дождя не будет, равна
6,04,011  pq .

Вероятность )(kPn  того, что в n  наблюдениях событие наступит k

раз, определяется формулой Бернулли:
knkk

nn qpCkP )( .

а) По условию задачи 8n , 3k , 4,0p , 6,0q . Тогда

279,06,04,0)3( 533
88 CP .

б) Поскольку 8n , 83  k , 4,0p , 6,0q , то

)5()4()3()83( 8888 PPPkP   )8()7()6( 888 PPP
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 )2()1()0(1 888 PPP 625,06,04,0286,04,086,01 6278  .

в) Так как 8n , 30  k , 4,0p , 6,0q , то

 )3()2()1()0()30( 88888 PPPPkP

594,06,04,0566,04,0286,04,086,0 536278  .
Пример 2. Доля изделий высшего сорта на данном предприятии со-

ставляет 30%. Чему равно наивероятнейшее число изделий высшего сорта 
в случайно отобранной партии из 75 изделий?

Решение. По условию 75n , 3,0p , поэтому 7,01  pq . Со-

ставляем двойное неравенство:
3,03,0757,03,075 0  k ,

8,228,21 0  k .

Отсюда следует, что
22]8,22[0 k .

Пример 3. Сколько раз нужно подбросить игральный кубик, чтобы 
наивероятнейшее число выпадений двойки было равно 32?

Решение. По условию 320 k , 
6

1
p , поэтому 

6

5
q . Составляем 

двойное неравенство:

6
1

6
1

32
6
5

6
1

 nn .

Имеем

32
6
5

6
1

n  или 
6
1

6
1

32  n .

Отсюда следует, что
197191  n .

Пример 4. Вероятность попадания в мишень при одном выстреле 
равна 0,8. Найти наиболее вероятное число попаданий в мишень при пяти 
выстрелах и соответствующую этому числу вероятность.

Решение. Поскольку 8,48,08,05  pnp – не целое число, то 

4]8,4[0 k . Вероятность )4(5P  находим по формуле Бернулли:

4096,02,0)8,0()4( 44
55 CP .

Пример 5. На факультете 730 студентов. Вероятность дня рождения 

каждого студента в данный день равна 
365

1
. Вычислить вероятность того, 

что найдутся три студента, у которых дни рождения совпадают.
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Решение. В данном случае 730n , 3k , 
365

1
p , 

365

364

365

1
1 q . Так как n  велико, воспользуемся локальной теоремой 

Муавра – Лапласа:
1

( ) ( )nP k x
npq

  ,          где 
npq

npk
x


 .

Определяем x :

71,0

365

364

365

1
730

365
1

7303





x .

С помощью таблицы значений функции ( )x  находим

(0,71) 0,3101  .

Тогда
2210,0)3(730 P .

Пример 6. Всхожесть семян данного растения равна 0,9. Найти ве-
роятность того, что из 900 посаженных семян число проросших заключено 
между 790 и 830.

Решение. Для нахождения искомой вероятности воспользуемся ин-
тегральной теоремой Муавра – Лапласа:

)(Φ)(Φ),( 1221 xxkkPn  , где )(Φ x – функция Лапласа, то есть

dtex
x t





0

2

2

π2

1
)(Φ ,

значения 1x  и 2x  определяются равенствами 
npq

npk
x


 1

1 , 
npq

npk
x


 2

2 .

Из условия следует, что 900n , 7901 k , 8302 k , 9,0p , 1,0q . 

Определяем 1x  и 2x :

22,2
9

20

81

810790

1,09,0900

9,0900790
1 







x ;

22,2
9

20

81

810830

1,09,0900

9,0900830
2 







x .

С помощью таблицы значений функции Лапласа находим:
4868,0)22,2(Φ)(Φ 2 x ,

4868,0)22,2(Φ)(Φ 1 x .
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Наконец, получаем искомую вероятность

9736,04868,04868,0)(Φ)(Φ)830,790( 12900  xxP .

Пример 7. Прядильщица обслуживает 1000 веретен. Вероятность 

обрыва нити на одном веретене в течение времени t  равна 0,002. Найти 
вероятность того, что в течение времени t  обрыв произойдет более чем на 
трех веретенах.

Решение. В соответствии с условием имеем: 1000n , 3k , 

002,0p . Так как n  достаточно велико, а p  достаточно мало, воспользу-

емся формулой Пуассона

( )
!

k

n
e

P k
k


 , где np  .

В нашем случае при 2002,01000   искомая вероятность равна

 )3(1)3( 10001000 kPkP  )0(1 1000P  )3()2()1( 100010001000 PPP

 

!3
2

!2
2

!1
2

!0
2

1
3

2
2

22
0

2 eeee

1428,01805,02707,02707,01353,01  .
Пример 8. В каждом из 10000 независимых испытаний вероятность 

успеха равна 0,75. Найти вероятность того, что относительная частота по-
явления события отклонится от постоянной вероятности по абсолютной 
величине не более чем на 0,001.

Решение. В соответствии с условием имеем: 10000n , 75,0p , 

25,075,011  pq , 001,0ε  . Тогда

231,0
75,0

1
2,0

75,0

1
200001,0

25,075,0

10000
001,0 


x ,

182,0)231,0(Φ2001,075,010000 









n

m
P .

Вероятность того, что отклонение относительной частоты от вероят-
ности в независимых испытаниях не превысит 0,001, равна 0,182.

Задания для самостоятельной работы

1. Монета подброшена 10 раз. Найти вероятность того, что герб вы-
падет: а) от 4 до 6 раз; б) хотя бы один раз.

2. Для нормальной работы автобазы на линии должно быть не менее 
восьми машин, а имеется их десять. Вероятность невыхода каждой авто-
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машины на линию равна 0,1. Найти вероятность нормальной работы авто-
базы на ближайший день.

3. Всхожесть семян составляет в среднем 80%. Найти наивероят-
нейшее число всхожих среди девяти семян.

4. Два равносильных шахматиста играют в шахматы. Что вероятнее: 
а) выиграть одну партию из двух или две партии из четырёх? б) выиграть 
не менее двух партий из четырёх или не менее трёх партий из пяти? Ничьи 
во внимание не принимаются.

5. Проверка качества выпускаемых деталей показала, что в среднем 
брак составляет 7,5%. Найти наиболее вероятное число стандартных дета-
лей в партии из 39 штук, отобранных наудачу.

6. При стрельбе по мишени вероятность попадания при одном вы-
стреле равна 0,7. При каком числе выстрелов наивероятнейшее число ис-
пытаний равно 16?

7. Производятся независимые испытания, в каждом из которых со-
бытие А может появиться с вероятностью 0,001. Какова вероятность того, 
что при 2000 испытаниях событие А появится не менее двух и не более че-
тырёх раз?

8. Завод отправил на базу 5000 доброкачественных изделий. Веро-
ятность того, что в пути изделие повредится, равна 0,0002. Какова вероят-
ность того, что на базу прибудут три негодных изделия?

9. Радиоаппаратура состоит из 1000 электроэлементов. Вероятность 
отказа одного элемента в течение года работы равна 0,001 и не зависит от 
состояния других элементов. 

а) Какова вероятность отказа двух элементов за год? 
б) Какова вероятность отказа не менее двух элементов за год?
10. Стрелок выполнил 400 выстрелов. Найти вероятность 325 попа-

даний, если вероятность попадания при каждом выстреле равна 0,8.
11. Вероятность появления события в каждом независимом испыта-

нии равна 0,2. Найти, какое отклонение относительной частоты появления 
события от его вероятности может быть с вероятностью 0,9128 при 5000 
повторениях независимых испытаний по схеме Бернулли.

12. Установлено, что виноградник поражён вредителями в среднем 
на 10%. Определить вероятность того, что из 10 проверенных кустов вино-
градника один будет поражён. Вычислить по формулам Бернулли, Лапла-
са, Пуассона. Сравнить результаты, сделать выводы.
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13. Известно, что 80% специалистов в районе имеет высшее образо-
вание. Найти вероятность того, что из 100 наудачу отобранных человек 
высшее образование имеют: а) не менее 70; б) от 65 до 90 человек.

14. В автопарке имеется 400 автомобилей. Вероятность безотказной 
работы каждого из них равна 0,9. С вероятностью 0,95 определить грани-
цы, в которых будет находиться доля безотказно работавших машин в оп-
ределённый момент времени.

Ответы

1. а) 
32

21
; б) 

1024

1023
.

2. 0,9298.

3. 0,302.

5. 36 или 37.

6. 22 или 23.

7. 0,541.

8. 0,0613.

9.  а) 0,1831; б) 0,2642.

10.0,041.

11. 0,00967.

13. а) 0,9938; б) 0,9937.
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РАЗДЕЛ II. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 8. ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДИС-
КРЕТНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ

Пример 1. Задают ли законы распределения дискретной случайной 
величины следующие таблицы?

а) 

б)

Решение. Проверим выполнимость условия нормировки





n

i
ip

1
1

для обеих таблиц:
а) 0,3+0,1+0,1+0,6=1,1≠1, поэтому первая таблица не задаёт закон 

распределения;
б) 0,4+0,05+0,5+0,05=1, поэтому вторая таблица задаёт закон распре-

деления.
Пример 2. Задают ли законы распределения дискретной случайной 

величины следующие таблицы?
а)

б)

Решение. Проверим выполнимость условия нормировки







1
1

i
ip

для обеих таблиц.

ix 2 4 7 8

ip 0,3 0,1 0,1 0,6

ix -2 -1 0 2

ip 0,4 0,05 0,5 0,05

ix
5

1
25

1
35

1
… k5

1
…

ip
2

1
22

1
32

1
… k2

1
…

ix
4

1
24

1
34

1
… k4

1
…

ip 1
2

1

3

1
…

k

1
…
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а)  









1 1 2

1
i i

kip . Имеем геометрический ряд вида 






1

1

i

kaq  с первым 

членом 
2

1
a  и знаменателем 

2

1
q . Этот ряд сходится, так как 1

2

1
q , а 

его сумма равна единице:

q

a
aq

i

k










11

1     или    1

2

1
1

2

1

2

1
1







i
k

.

Поэтому условие нормировки для первой таблицы выполнено. Она 
задаёт ряд распределения.

б)  









1 1

1
i i

i k
p . Имеем гармонический расходящийся ряд, поэтому ус-

ловие нормировки для второй таблицы не выполнено. Значит, она рядом 
распределения не является.

Пример 3. Закон распределения ДСВ X  имеет вид:

Чему равна вероятность 4p ? Постройте многоугольник распределения.
Решение. Из выполнимости условия нормировки следует, что

2,08,01)1,04,02,01,0(1)(1 53214  ppppp .

Построим многоугольник распределения (рис. 1).

Пример 4. Подбрасываются две симметричные монеты, подсчиты-
вается число выпавших гербов. Найти закон распределения ДСВ X – чис-
ла выпадений гербов на обеих монетах.

ix 0,2 0,4 0,6 0,8 1

ip 0,1 0,2 0,4 4p 0,1

О хi

pi

0,2 0,4 1

0,1

0,4

0,2

0,6

Рис. 1

0,8
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Решение. В данном опыте четыре равновозможных элементарных 
исхода: (Г, Г), (Г, Ц), (Ц, Г), (Ц, Ц) (здесь Г – герб, Ц – цифра). Герб может 
выпасть один раз, два раза или не появиться ни разу. Поэтому случайная 
величина X  может принимать одно из трёх значений: 01 x , 12 x , 23 x .

Найдём вероятности этих значений:

25,0
4

1
)( 11  xXPp ,

5,0
4

2
)( 22  xXPp ,

25,0
4

1
)( 33  xXPp .

Проверим выполнимость условия нормировки:
125,05,025,0321  ppp .

Запишем закон распределения данной ДСВ X  в виде ряда распреде-
ления:

Пример 5. Монета подбрасывается пять раз. Найти закон распреде-
ления ДСВ X – числа выпадений гербов.

Решение. В данном опыте герб может появиться один раз, два раза, 
три, четыре, пять раз или не появиться ни разу. Поэтому случайная вели-
чина X  может принимать одно из шести значений: 01 x , 12 x , 23 x , 

34 x , 45 x , 56 x .

Данная последовательность независимых и одинаковых испытаний, 
в результате каждого из которых наступает или не наступает событие A –

выпадение герба с одной и той же вероятностью 
2

1
p , является схемой 

Бернулли.
Поэтому 

32

1

2

1

2

1
1)(

050
0500

511 















qpCxXPp ,

32

5

2

1

2

1
5)(

151
1511

522 















qpCxXPp ,

32

10

2

1

2

1
10)(

252
2522

533 















qpCxXPp ,

ix 0 1 2

ip 0,25 0,5 0,25
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32

10

2

1

2

1
10)(

353
3533

544 















qpCxXPp ,

32
5

2
1

2
1

5)(
454

4544
555 
















qpCxXPp ,

32
1

2
1

2
1

1)(
555

5555
566 
















qpCxXPp .

Проверим выполнимость условия нормировки:     1
6

1


i
ip .

Запишем закон распределения данной ДСВ X  в виде ряда распреде-
ления:

Пример 6. Из двух орудий поочерёдно ведётся стрельба по цели до 

первого попадания одним из орудий. Вероятность попадания в цель первым 
орудием равна 0,3, вторым – 0,7. Начинает стрельбу первое орудие. Соста-
вить законы распределения дискретных случайных величин X  и Y – числа 
израсходованных снарядов соответственно первым и вторым орудиями.

Решение. Пусть события iA  и iB – попадание в цель соответственно 

первым и вторым орудиями при i -том выстреле; iA  и iB – промахи.

Найдём закон распределения случайной величины X – числа снаря-
дов, израсходованных первым орудием. Первое орудие израсходует один 
снаряд в одной из двух возможных ситуаций: 

1) если оно попадёт в цель при первом выстреле;
2) если оно промахнётся, а второе орудие при первом выстреле по-

падёт в цель:

 )()()()1()( 11111111 BAPAPBAAPXPxXPp

79,07,07,03,0)()()( 111  BPAPAP .

Первое орудие израсходует два снаряда, если оба орудия при первом вы-
стреле промахнутся, а при втором выстреле первое орудие попадёт в цель, или 
если оно промахнётся, а второе орудие при втором выстреле попадёт в цель:

 )()2()( 221121122 BABAABAPXPxXPp

21,079,0)49,03,0(21,07,07,03,07,03,03,07,0  .

ix 0 1 2 3 4 5

ip
32

1

32

5

32
10

32
10

32

5

32
1
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Аналогично получим 
121,079,0)()(  k

kk kXPxXPp .

Искомый закон распределения дискретной случайной величины X –
числа снарядов, израсходованных первым орудием:

1
79,0

79,0

21,01

79,0
1







k

i
ip .

Найдём закон распределения случайной величины Y – числа снаря-
дов, израсходованных вторым орудием. Если первое орудие при первом 
выстреле попадёт в цель, то стрельбы из второго орудия не будет:

3,0)()0()( 111  APYPyYPp .

Второе орудие израсходует лишь один снаряд, если при первом вы-
стреле оно попадёт в цель, или если оно промахнётся, а первое орудие по-
падёт в цель при втором выстреле:

 )()1()( 2111122 ABABAPYPyYPp 0,7 0,7 0,7 0,3 0,3 0,553     .

Вероятность того, что второе орудие израсходует два снаряда, равна

21,0553,0)()2()( 32211221133  ABABABABAPYPyYPp .

Аналогично получим
121,0553,0)1()(  k

kk kYPyYPp .

Искомый закон распределения дискретной случайной величины Y :

17,03,0
79,0

553,0
3,021,0

1

553,0
3,0

1







 



k

i
ip .

Задания для самостоятельной работы

1. Устройство состоит из трёх независимо работающих элементов. 
Вероятность отказа каждого элемента в одном опыте равна 0,1. Составить 
закон распределения числа отказавших элементов в одном опыте в виде 
таблицы и многоугольника.

2. В партии 10% нестандартных деталей. Наудачу отобраны четыре 
детали. Найти закон распределения дискретной случайной величины X –

ix 1 2 3 … k …

ip 0,79 21,079,0  221,079,0  … 121,079,0  k …

iy 0 1 2 … k …

ip 0,3 553,0 21,0553,0  … 121,0553,0  k …
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числа нестандартных деталей среди четырёх отобранных и построить мно-
гоугольник полученного распределения.

3. Вероятность того, что стрелок попадёт в мишень при одном вы-
стреле, равна 0,8. Стрелку выдаются патроны до тех пор, пока он не про-
махнётся. Требуется: а) составить закон распределения дискретной слу-
чайной величины X – числа патронов, выданных стрелку; б) найти наиве-
роятнейшее число выданных стрелку патронов.

4. Два бомбардировщика поочерёдно сбрасывают бомбы на цель до 
первого попадания. Вероятность попадания в цель первым бомбардиров-
щиком равна 0,7, вторым – 0,8. Вначале сбрасывает бомбы первый бом-
бардировщик. Составить первые четыре члена закона распределения дис-
кретной случайной величины X – числа сброшенных бомб обоими бом-
бардировщиками (то есть ограничиться возможными значениями X , рав-
ными 1, 2, 3, 4).

5. Вероятность изготовления нестандартного изделия при некотором 
технологическом процессе равна 0,06. Контролёр берёт из партии изделие 
и сразу проверяет его качество. Если оно оказывается нестандартным, 
дальнейшие испытания прекращаются, а партия задерживается. Если же 
изделие оказывается стандартным, контролёр берёт следующее и так далее, 
но всего проверяет не более пяти изделий. Найти закон распределения дис-
кретной случайной величины X – числа проверяемых изделий.

6. В урне 7 шаров, из которых 4 голубых, остальные – красные. Из 
этой урны извлекаются 3 шара. Найти закон распределения дискретной 
случайной величины X – числа голубых шаров в выборке.

Ответы

1. 

2. 

3.

ix 0 1 2 3

ip 0,729 0,243 0,027 0,001

ix 0 1 2 3 4

ip 0,6561 0,2916 0,0486 0,0036 0,0001

ix 1 2 3 … k …

ip 0,2 0,16 0,128 … 18,02,0  k …
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4.   

5. 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 9. ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НЕ-
ПРЕРЫВНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ. ПЛОТНОСТЬ ВЕРОЯТ-
НОСТИ

Функция распределения непрерывной случайной величины
Пример 1. Дана функция























.0при1

,0
2

приcos

,
2

при0

)(

x

xx

x

xF




Показать, что она является функцией распределения некоторой слу-
чайной величины X . Найти вероятность того, что эта случайная величина 

примет значения из интервала 





 0;

3


.

Решение. Все значения этой величины принадлежат отрезку  1;0 , 

так как 1cos x . Функция )(xF  является неубывающей: в промежутке 






 

2
;


 она постоянная, равная нулю, в промежутке 




 0;

2


 возрастает, 

в промежутке );0(   также постоянная, равная единице (рис. 1).

Функция непрерывна в каждой точке 0x  области её определения –

промежутка );(  , поэтому непрерывна слева и справа. Также выпол-

няются равенства 0)( F , 1)( F .

Следовательно, )(xF  удовлетворяет всем свойствам, характерным 

для функции распределения.

ix 1 2 3 4

ip 0,7 0,24 0,042 0,0144

ix 1 2 3 4 5

ip 0,06 0,056 0,053 0,050 0,781
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В соответствии с формулой
)()()( 1221 xFxFxXxP 

находим искомую вероятность:

2

1

2

1
1

3

π
)0(0

3

π














  FFXP .

Пример 2. Два стрелка делают по одному выстрелу в одну мишень. 

Вероятность попадания для первого стрелка при одном выстреле равна 0,5, 
для второго – 0,4. Дискретная случайная величина X – число попаданий в 
мишень. Найти функцию распределения этой случайной величины. Найти 
вероятность события 1X .

Решение. Найдём сначала закон распределения данной ДСВ X . Эта 

величина может принимать три значения: 01 x , 12 x , 23 x .

Пусть событие 1A – «попадание первого стрелка», событие 2A – «по-

падание второго стрелка», 1A  и 2A – их промахи соответственно. Тогда 

5,01)( 111  pAPq , 6,01)( 222  pAPq .

Значению 01 x  соответствует случай, когда у обоих стрелков про-

махи: произошло событие 21 AAA  , где 1A  и 2A – независимые события, 

поскольку 1A  и 2A  независимы.

По теореме умножения получаем

3,06,05,0)()()( 21  APAPAP .

Значению 12 x  соответствует случай, когда число попаданий равно 

единице: попадание у первого стрелка и промах у второго или попадание у 
второго и промах у первого. Это значит, что произошло событие

1221 AAAAB  ,

2




О х

y

Рис. 1
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где 21 AA   и 12 AA  – несовместные события, 1A  и 2A , 2A  и 1A – независи-

мые события соответственно. На основании теорем сложения и умножения 
находим

 )()()()()()()( 12211221 APAPAPAPAAPAAPBP

5,02,03,05,04,06,05,0  .

Значению 23 x  соответствует случай, когда у обоих стрелков попа-

дания, – произошло событие 21 AAC  . Следовательно,

2,04,05,0)()()()( 2121  APAPAAPCP .

Закон распределения имеет вид:

Построим функцию распределения этой случайной величины.
При 0x

0)()(
0

 
kx

kxXPxF .

При 10  x
3,0)0()()(

1
 


XPxXPxF

kx
k .

При 21  x
8,05,03,0)1()0()()(

2
 


XPXPxXPxF

kx
k .

При 2x
12,05,03,0)2()1()0()(  XPXPXPxF .

График функции распределения изображён на рис. 2.

ix 0 1 2

ip 0,3 0,5 0,2

О х

y

Рис. 2

1
0,8

0,3

1 2 3
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Найдём вероятность события 1X . Это событие равно сумме двух 
событий 1X , 2X . Значит,

7,02,05,0)2()1()1(  XPXPXP .

Задания для самостоятельной работы

1. Даны функции:

а) 














.2при1

,20при

,0при0

)( 2

x

xx

x

xF    б) 
21

1
)(

x
xF


  (  x ).

в) 










.0при1

,0при
)(

x

xe
xF

x

         г) 













.0при

,0при
)(

xe

xe
xF

x

x

д) 














.1при1

,10при

,0при0

)( 3

x

xx

x

xF      е) 

0 при 0,

( ) cos при 0 ,
2

1 при .
2

x

F x x x

x


 
   


 
Являются ли они функциями распределения некоторой случайной 

величины?
2. Случайная величина X  задана функцией распределения















.4при1

,42при5,0

,2при0

)(

x

xx

x

xF

Найти вероятность того, что в результате испытания X  примет значе-
ние: а) меньшее 0,2; б) меньшее трёх; в) не меньшее трёх; г) не меньшее пяти.

3. Трижды подбрасывается симметричная монета. Найти функцию 
распределения случайной величины X , равной числу выпавших гербов.

4. Из 25 контрольных работ, среди которых 5 оценены на «отлично», 
наугад извлекают 3 работы. Найти функцию распределения случайной ве-
личины X , равной числу оцененных на «отлично» работ среди извлечён-
ных. Используя функцию распределения, найти вероятность события 

21  X .
5. Случайная величина X  на всей оси Ox задана функцией распреде-

ления 
2

arctg
π

1

2

1
)(

x
xF  . Найти возможное значение 1x , удовлетворяю-
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щее условию: с вероятностью 
4

1
случайная величина X  в результате ис-

пытания примет значение, большее 1x .

Ответы

1. а) Нет. б) Нет. в) Да. г) Нет. д) Да. е) Нет.
2. а) 0. б) 0,5. в) 0,5. г) 0.

3.






























.3при1

,32при
8

7

,21при
2

1

,10при
8

1

,0при0

)(

x

x

x

x

x

xF

5. 21 x .

Плотность вероятности
Пример 1. Плотность вероятности случайной величины X  задана 

функцией 
21

)(
x

c
xf


 . Найти значение параметра c .

Решение. Плотность вероятности должна удовлетворять условию





1)( dxxf .

Значит,








1

1 2
dx

x

c
,                 







1

1 2x

dx
c ,

тогда                                            



 



21

1

x

dx
c .

Несобственный интеграл 


  21 x

dx
– сходящийся: π

1 2






 x

dx
.

Следовательно, 
π

1
c . Плотность вероятности имеет вид

)1π(

1
)(

2x
xf


 .
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Пример 2. Плотность вероятности случайной величины X  задана 
функцией


















.2при0

,20при
2

,0при0

)(

x

x
x

x

xf

Найти вероятность того, что в результате испытания величина X
примет значение из интервала (1, 2).

Решение. Искомую вероятность найдём по формуле


b

a
dxxfbXaP )()( .

75,0
42

)21(
2

1

22

1
 

x
dx

x
XP .

Пример 3. График плотности вероятности случайной величины X
изображён на рис. 1. За-
писать аналитическое вы-
ражение для плотности 
вероятности, найти функ-
цию распределения.

Решение. В соответ-
ствии с графиком записы-
ваем аналитическое выра-
жение для плотности веро-
ятности распределения 
случайной величины X :















.10при1

,01при1

,1при0

)(

xx

xx

x

xf

По формуле 



x

dttfxF )()(  найдём функцию распределения:

при 1x

00)(  


x

dtxF ;

при 01  x

2

)1(

2

)1(
0)1(0)(

2

1

2

1

1 












xt
dttdtxF

xx

;

О х

y

Рис. 1

-1 1

1
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при 10  x

2

)1(
1

2

)1(

2

)1(
)1()1(0)(

2

0

20

1

2

0

0

1

1 xtt
dttdttdtxF

xx 













 ;

при 1x

 






x

dtdttdttdtxF
1

1

0

0

1

1

0)1()1(0)(

1
2

1
00

2

1

2

)1(

2

)1( 1

0

20

1

2







 









tt
.

Следовательно, функция распределения имеет вид





























.1при1

,10при
2

)1(
1

,01при
2

)1(

,1при0

)(
2

2

x

x
x

x
x

x

xF

График функции распределения изображён на рис. 2.

Задания для самостоятельной работы

1. Является ли плотностью вероятности распределения некоторой 
случайной величины каждая из следующих функций:

а) 














.1при0

,10при1

,0при0

)(

x

x

x

xf        б) 














.1при0

,10при)1(

,0при0

)(

x

xxx

x

xf

О х

y

Рис. 2

-1 1

1
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в) 



















.1при0

,11при
2

3

,1при0

)(
2

x

x
x

x

xf  г) ).(,
1

)(
2




 x
x

x
xf

2. Плотность вероятности распределения случайной величины X  за-

дана функцией kxeaxxf  2)(  ( 0k ,  x0 ). Найти значение парамет-

ра a . Найти функцию распределения )(xF  СВ X .

3. Случайная величина X  задана функцией распределения



















.πпри1

,π0при
2

)cos1(

,0при0

)(

x

x
x

x

xF

Найти плотность вероятности распределения СВ X . Вычислить ве-
роятность того, что в результате испытания X  примет значение из интер-

вала 







2

π
;

3

π
.

4. Плотность вероятности распределения случайной величины X  за-

дана функцией 
xx ee

c
xf 
)( . Найти значение параметра c . Найти функ-

цию распределения )(xF .

5. Функция распределения случайной величины X  имеет вид


























.1при1

,10при
2

1

,01при
2

1

,1при0

)(

x

x
x

x

x

xF

Найти плотность вероятности )(xf  этой случайной величины. Чему 

равна вероятность того, что значение СВ X  принадлежит интервалу (0,5; 1)?

Ответы

1. а) Да. б) Нет. в) Да. г) Нет.

2. 
2

3k
a  ; kxe

kxxk
xF 


2

22
1)(

22

.
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3. 


















π,при0

,π0при
2

sin

,0при0

)(

x

x
x

x

xf
4

1
)

2

π

3

π
(  XP .

4. 
π

2
c ; xexF arctg

π

2
)(  .

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 10. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ,
ДИСПЕРСИЯ, СРЕДНЕЕ КВАДРАТИЧЕСКОЕ ОТКЛОНЕНИЕ. МО-
МЕНТЫ

Математическое ожидание
Пример 1. Найти математическое ожидание СВ X , заданной рядом 

распределения

Решение. В соответствии с формулой 



n

i
ii pxXM

1
)(  находим

51,072,064,052,041,03)( XM .
Пример 2. Дан ряд распределения СВ X

Записать законы распределения случайных величин X3 , 
2

X
. Найти 

)(XM , )3( XM , 







2

X
M .

Решение. Законы распределения случайных величин X3 , 
2

X
 запи-

шем в виде рядов распределения:

ix 3 4 5 6 7

ip 0,1 0,2 0,4 0,2 0,1

ix -4 -2 0 2 4

ip 0,1 0,2 0,15 0,25 0,3

3 ix -12 -6 0 6 12

ip 0,1 0,2 0,15 0,25 0,3

2
ix

-2 -1 0 1 2

ip 0,1 0,2 0,15 0,25 0,3
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Тогда 9,0)( XM , 7,2)3( XM , 45,0
2







 X

M .

Математические ожидания случайных величин X3  и 
2

X
 можно вы-

числить с помощью равенства )()( XCMCXM  :

7,29,03)(3)3(  XMXM , 45,09,0
2

1
)(

2

1

2







 XM

X
M .

Пример 3. Подбрасывается игральный кубик. Найти математическое 
ожидание ДСВ X , равной числу выпавших очков.

Решение. Ряд распределения СВ X  имеет вид:

Тогда 5,3
6

1
)654321()( XM .

Пример 4. Подбрасываются два игральных кубика. ДСВ X – сумма оч-
ков, выпавших на обоих кубиках. Найти математическое ожидание ДСВ X .

Решение. Ряд распределения ДСВ X  имеет вид:

Тогда 7)( XM .

Этот результат можно получить проще. Случайную величину числа
очков, выпадающих на одном кубике, обозначим через X , а на другом –
через Y . Они имеют одинаковые законы распределения. 

Поэтому

75,35,3)()()(  YMXMYXM .

Поскольку величины X  и Y  независимы, то можно найти математи-
ческое ожидание СВ XYZ  – произведения числа очков, выпавших при 
совместном подбрасывании двух кубиков. 

Тогда 

25,125,35,3)()()()(  YMXMXYMZM .

Пример 5. ДСВ X , которая может принимать бесконечную после-
довательность значений, задана рядом распределения:

ix 1 2 3 4 5 6

ip
6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

ix 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

ip
36

1

36

2

36

3

36

4

36

5

36

6

36

5

36

4

36

3

36

2
36

1
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Найти математическое ожидание СВ X .
Решение.

5

1

6

1
1

6

1

6

1

2

1

3

1
)(

11



 







 i
k

i
kk

XM .

Пример 6. Производятся независимые опыты, в каждом из которых 
событие A  наступает с вероятностью p . Опыты продолжаются до первого 

появления события A . Случайная величина X – число произведённых 
опытов. Найти математическое ожидание СВ X .

Решение. Возможные значения данной СВ X : 11 x , 22 x , 

33 x , …, nxn  , … . Событие nX   означает, что в первых 1n  опытах 

событие A  не наступает, а в n -ном опыте наступает. Вероятность такого 
исхода равна

1

раз1

...)( 



 n

n

pqpqqqnXP


, где pq 1 .

Следовательно, закон распределения СВ X  можно представить таб-
лицей:

Находим математическое ожидание этой величины:

  ......321)( 12 nnpqpqpqpXM

...)...321( 12  nnqqqp .

Ряд в скобках получается почленным дифференцированием геомет-
рического ряда

1
1

1

1
......32 







qq

q
qqqq n .

Следовательно,

pp

p

q
p

q
pXM

1

)1(

1
1

1

1
)(

22

















 .

ix
3

1
23

1
33

1
… k3

1
…

ip
2

1
22

1
32

1
… k2

1
…

ix 1 2 3
…

n
…

ip p pq 2pq
…

1npq
…
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Пример 7. Найти математическое ожидание СВ X , если известна 
функция распределения этой величины















.1при1

,10при

,0при0

)( 2

x

xx

x

xF

Решение. Найдём сначала плотность вероятности СВ X  по формуле 
)()( xFxf  :















.1при0

,10при2

,0при0

)(

x

xx

x

xf

Следовательно,

3

2

3
222)(

1

0

31

0

2
1

0
 

x
dxxxdxxXM .

Задания для самостоятельной работы

1. Известны математические ожидания случайных величин X  и Y :
3)( XM , 2)( YM . Найти математические ожидания суммы и разности 

этих величин.
2. Известны математические ожидания независимых случайных ве-

личин X  и Y : 4)( XM , 5)( YM . Найти математическое ожидание их 

произведения.
3. Найти математическое ожидание случайной величины 

72  XY , если 4)( XM .

4. Найти математическое ожидание случайной величины X , плот-

ность вероятности которой задана функцией 
)1(π

2
)(

2x
xf


 , где 

 x .
5. ДСВ X , которая может принимать бесконечную последователь-

ность значений, задана рядом распределения:

ix

4

1
24

1
34

1
… k4

1
…

ip

2

1
22

1
32

1
… k2

1
…
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Найти математическое ожидание СВ X .
6. Найти математическое ожидание СВ X , если известна функция 

распределения этой величины:

а) 


















.3при1

,30при
3

,0при0

)(

x

x
x

x

xF  б) 









 ).0α(0при1

,0при0
)(

α xe

x
xF

x

7. Известны возможные значения ДСВ X : 11 x , 02 x , 13 x , а 

также математические ожидания этой величины и её квадрата: 1,0)( XM , 

9,0)( 2 XM . Найти вероятности 1p , 2p , 3p , соответствующие возможным 

значениям 1x , 2x , 3x .

8. В партии из 10 деталей содержится три нестандартных. Наудачу 
отобраны две детали. Найти математическое ожидание ДСВ X – числа не-
стандартных деталей среди двух отобранных.

Ответы

1. 5)( YXM , 1)( YXM .

2. 20)( XYM .

3. 15)( YM .

4. 0)( XM .

5. 
7

1
)( XM .

6. а) 5,4)( XM , б)
α

1
)( XM .

7. 4,01 p , 1,02 p , 5,03 p .

8. 
5

3
)( XM .

Дисперсия. Среднее квадратическое ожидание. Моменты
Пример 1. ДСВ X  имеет следующий закон распределения:

Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение ДСВ X .

ix 0 1 2

ip 0,3 0,5 0,2
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Решение. Найдём математическое ожидание данной ДСВ X :
9,02,025,013,00)( XM .

Запишем закон распределения квадрата отклонения этой величины, 

то есть величины 2))(( XMX  :

По формуле )))((()( 2XMXMXD   получаем

 2,0)9,02(5,0)9,01(3,0)9,00()( 222XD

49,02,021,15,001,03,081,0  .

В соответствии с формулой )()(σ XDX   находим среднее квадра-

тическое отклонение

7,049,0)()(σ  XDX .

Замечание. Дисперсию можно вычислить и по формуле 
22 ))(()()( XMXMXD  . Найдём для этого математическое ожидание 

ДСВ 2X , предварительно записав закон распределения ДСВ 2X :

Тогда

3,12,045,013,00)( 2 XM ,

49,09,03,1)( 2 XD .

Пример 2. Найти )(XM , )(XD , )(σ X  СВ X , если известна функ-

ция распределения этой величины
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,10при
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)( 3

x

xx

x

xF

Решение. Найдём сначала плотность вероятности СВ X  по формуле 
)()( xFxf  :















.1при0

,10при3

,0при0

)( 2

x

xx

x

xf

2))(( XMxi 
2)9,00(  2)9,01(  2)9,02( 

ip 0,3 0,5 0,2

2X 0 1 4

ip 0,3 0,5 0,2
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По формуле dxxxfXM
b

a
 )()(  находим математическое ожидание 

данной случайной величины

4

3

4
333)(

1

0

41

0

3
1

0

2  
x

dxxdxxxXM .

По формуле dxxfXMxXD
b

a
  )())(()( 2  находим дисперсию данной 

случайной величины







 






  

1

0

22
1

0

2
2

16

9

2

3
33

4

3
)( dxxxxdxxxXD
















  

1

0

3451

0

234

316

9

42

3

5
3

16

9

2

3
3

xxx
dxxxx

80

3

16

3

8

3

5

1
3 






  .

Найдём среднее квадратическое отклонение данной случайной вели-
чины:

19,0
80

3
)()(σ  XDX .

Пример 3. ДСВ X  может принять одно из двух возможных значе-
ний: 11 x  с вероятностью 4,01 p  и 22 x с вероятностью 6,02 p . Най-

ти центральные моменты первого, второго и третьего порядков ДСВ X .

Решение. В соответствии с формулой 



n

i
i

k
ik px

1
ν  находим началь-

ные моменты:

6,16,024,01)()(ν
2

1

1
1  


XMpxXM

i
ii ,

8,26,024,01)(ν 222

1

22
2  

i
ii pxXM ,

2,56,024,01)(ν 332

1

33
3  

i
ii pxXM .

Вычислим центральные моменты.

1)(μ
2

1

0
0  

i
ipaXM ,

0)(μ 1
1  aXM ,

 



)()()(μ

1

22
2 XDpaxaXM

i
ii

24,06,0)6,12(4,0)6,11( 22  , 
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иначе 24,0)6,1(8,2νν)(μ 22
12

22
2  aXM ,

048,0)6,1(28,26,132,5ν2νν3νμ 33
12133  .

Пример 4. Найти моменты первого, второго и третьего порядков 

случайной величины X , если известна её плотность вероятности










 .0при

,0при0
)(

xe

x
xf

x

Решение. Найдём начальные моменты с помощью формулы 





 dxxfxk

k )(ν :

 








 00
1 )()()(ν xx exddxxedxxxfXM

10
000













xxx edxexe ,

 








 0

2

0

222
2 )()()(ν xx edxdxexdxxfxXM

21202
00

2  





 dxxeex xx ,

 








 0

3

0

333
3 )()()(ν xx edxdxexdxxfxXM

62303
0

2

0

3  





 dxexex xx .

Вычислим центральные моменты с помощью формулы 





 dxxfax k

k )()(μ :

0)(μ1  aXM ,

 








 0

2

0

22
2 )12()1()()(μ dxexxdxexdxxfax xx

111222
000

2  








 dxedxxedxex xxx ,

 








 0

23

0

33
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Поскольку

62303)(
0

2

0

3

0

3

0

3  











 dxexxeedxdxex xxxx , то

246μ3  .

Замечание 1. Центральные моменты можно вычислить и по формулам 
2
122 ννμ  ,

3
12133 ν2ν3ν-νμ  .

Получим:

112μ 2
2  ,

2122136μ 3
3  .

Замечание 2. Данная случайная величина имеет моменты всех по-
рядков. Интегрированием по частям находим начальный момент k -того 
порядка:

1
0

1

000
)()(ν 











   k

xkxkxkxkk
k kdxexkexedxdxexXM  .

Таким образом, 1ν  kk k , ...,3,2,1k .

При 1k  получаем 1ν0  .

Следовательно,
!1)...2)(1()2)(1()1(ν 321 kkkkkkkkkk kkkk    ,

то есть
!ν kk  .

Задания для самостоятельной работы

1. ДСВ X  имеет следующий закон распределения:

Найти дисперсию случайной величины X  двумя способами.
2. Симметричная монета подбрасывается 4 раза. Найти )(XM , )(XD , 

)(σ X , если случайной величиной X  является число выпадений герба при 

этих подбрасываниях.
3. Найти дисперсию случайной величины X – числа очков, выпа-

дающих при одном подбрасывании игрального кубика.

ix -2 -1 0 1 2

ip 0,1 0,2 0,4 0,2 0,1
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4. Даны все возможные значения ДСВ X : 11 x , 22 x , 33 x , а 

также известны 3,2)( XM , 9,5)( 2 XM . Найти закон распределения 

ДСВ X .
5. ДСВ X  может принимать только два значения 1x  и 2x , причём 

21 xx  . Известны: вероятность 5,01 p , математическое ожидание 

5,3)( XM  и дисперсия 25,0)( XD . Найти закон распределения ДСВ X .

6. Найти )(XM , )(XD , )(σ X , )51(  XP НСВ X , если известна 

функция распределения этой величины















.3при1

,32при)2(2,0

,2при0

)(

x

xx

x

xF

7. ДСВ X  имеет только два возможных значения 1x  и 2x , причём 

равновероятных. Доказать, что дисперсия ДСВ X  равна квадрату полу-
разности возможных значений.

8. Вероятность того, что покупатель сделает покупку в магазине, 
равна 0,4. Составить закон распределения СВ X – числа покупателей, со-
вершивших покупку, если магазин посетило 3 покупателя. Найти )(XM , 

)(XD , )(σ X .

9. Игрок поочерёдно покупает билеты двух разных лотерей до перво-
го выигрыша. Вероятность выигрыша по одному билету первой лотереи 
составляет 0,2, а второй – 0,3. Игрок вначале покупает билет первой лоте-
реи. Составить закон распределения и найти математическое ожидание СВ 
X – числа купленных билетов, если игрок имеет возможность купить: а) 
только 5 билетов; б) неограниченное число билетов.

10. На конноспортивных соревнованиях необходимо преодолеть 4 
препятствия с вероятностями 9,01 p , 8,02 p , 7,03 p , 6,04 p . При пер-

вой неудаче спортсмен в дальнейших состязаниях не участвует. Составить 
закон распределения СВ X – числа взятых препятствий. Найти )(XM .

11. Независимые случайные величины X  и Y  имеют следующие 
распределения:

ix 2 4 6

ip 0,3 0,5 0,2
iy 3 4

ip 0,4 0,6
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Составить закон распределения случайных величин YXZ  , 
XYN  . Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадрати-

ческое отклонение случайных величин Z  и N .
12. Случайная величина X  задана функцией распределения




















.3при1

,32при
19

8

,2при0

)(
3

x

x
x

x

xF

Найти: а) плотность вероятности; б) построить графики функции 
распределения и плотности вероятности; в) вероятность попадания значе-
ний случайной величины в интервал (2,5;3); г) математическое ожидание, 
дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины X ;
д) моду и медиану величины X .

13. ДСВ X  может принять одно из двух возможных значений: 21 x

с вероятностью 7,01 p  и 22 x с вероятностью 3,02 p . Найти цен-

тральные моменты первого, второго и третьего порядков ДСВ X .
14. ДСВ X  имеет следующий закон распределения:

Найти центральные моменты первого, второго и третьего порядков 
ДСВ X .

15. Найти моменты первых трёх порядков случайной величины X , 
если известна её функция распределения















.1при1

,10при

,0при0

)( 3

x

xx

x

xF

Ответы

1. 2,1)( XD .
2. 2)( XM , 1)( XD , 1)(σ X .

3. 
12

35
)( XD .

4. 

ix 1 2 3 4 5

ip 0,1 0,2 0,4 0,2 0,1

ix 0 2 3

ip 0,2 0,3 0,5
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5. 

6. 5,0)( XM , 083,2)( XD , 443,1)(σ X , 4,0)51(  XP .

8. 2,1)( XM , 72,0)( XD , 85,0)(σ X .

9. а) 1216,3)( XM ; б) 091,4)( XM .

10. 4264,2)( XM .

11. 4,7)( ZM ; 2,2)( ZD ; 48,1)(σ Z .

68,13)( NM ; 3376,29)( ND ; 4164,5)(σ Z .

12. в) 0,599; г) 566,2)( XM , 079,0)( XD , 28,0)(σ X .

14. 0μ1  , 2,1μ 2  , 37μ3  .

15. 
4
3

ν1  , 
5
3

ν2  , 
2
1

ν3  ; 0μ1  , 
80
3

μ 2  , 
160

1
μ3  .

ix 3 4

ip 0,5 0,5
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РАЗДЕЛ III. НЕКОТОРЫЕ ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ДИСКРЕТНЫХ И НЕПРЕРЫВНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 11. НЕКОТОРЫЕ ЗАКОНЫ РАСПРЕ-
ДЕЛЕНИЯ ДИСКРЕТНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Биномиальный закон распределения
Пример 1. Проверкой качества установлено, что из каждых 100 де-

талей не имеют дефектов в среднем 75. Составить биномиальное распреде-
ление числа бездефектных деталей из взятых наудачу 6 деталей.

Решение. 
Пусть ДСВ X – число бездефектных деталей из взятых наудачу 

6 деталей. Возможные значения X :
01 x , 12 x , 23 x , 34 x , 45 x , 56 x , 67 x .

Вероятности этих значений найдём по формуле Бернулли 
knkk

nn qpCkP )( , где 75,0p , 25,0q , 6n :

000,00002,025,075,0
!6!0

!6
)0( 600600

661 


 qpCPp ,

004,025,075,0
!5!1

!6
)1( 511611

662 


 qpCPp ,

033,025,075,0
!4!2

!6
)2( 422622

663 


 qpCPp ,

132,025,075,0
!3!3

!6
)3( 333633

664 


 qpCPp ,

297,025,075,0
!2!4

!6
)4( 244644

665 


 qpCPp ,

356,025,075,0
!1!5

!6
)5( 155655

666 


 qpCPp ,

178,025,075,0
!0!6

!6
)6( 066666

667 


 qpCPp .

Проверим выполнимость условия нормировки:





5

1
1178,0356,0297,0132,0033,0004,0

i
ip .

Ряд распределения ДСВ X  имеет вид:

ix 0 1 2 3 4 5 6

ip 0,000 0,004 0,033 0,132 0,297 0,356 0,178
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Задания для самостоятельной работы

1. Производится 9 независимых испытаний. В каждом из них собы-

тие A  появляется с вероятностью 
3
2

p . Составить закон распределения 

числа появлений события A  в этих испытаниях.
2. Доказать рекуррентную формулу для биномиальных вероятностей:

)(
1

)1( kP
k

kn
q
p

kP nn 


 .

3. Производится 4 независимых опыта, в каждом из которых событие 
A  появляется с вероятностью 4,0p . Случайная величина X – число по-

явлений события A  в этих опытах. Построить ряд и функцию распределе-
ния ДСВ X , вычислить её математическое ожидание, дисперсию и сред-
нее квадратическое отклонение.

4. Вероятность работы каждого из четырёх комбайнов без поломок в 
течение определённого времени равна 0,9. Составить закон распределения 
случайной величины X – числа комбайнов, работавших безотказно. Вы-
числить математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое 
отклонение случайной величины X .

5. Вероятность рождения мальчика равна 0,515. Построить ряд и 
функцию распределения ДСВ X – числа мальчиков в семьях, имеющих 
четырёх детей. Вычислить математическое ожидание, дисперсию и сред-
нее квадратическое отклонение случайной величины X .

Ответы
1. 

3. 6,1)( XM , 96,0)( XD , 98,0)(σ X .

4. 6,3)( XM , 36,0)( XD , 6,0)(σ X .

5. 06,2)( XM , 999,0)( XD , 0,1)(σ X .

Распределение Пуассона
Пример 2. Случайная величина X  распределена по закону Пуассона. 

Найти )3( XP , если 4λ  . Вычислить математическое ожидание, дис-
персию и среднее квадратическое отклонение случайной величины X .

ix 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ip 0,0000 0,0009 0,0073 0,0341 0,1024 0,2049 0,2733 0,2341 0,1170 0,0260
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Решение. По формуле λ

!

λ
)(  e

k
kP

k

n  находим

1952,00183,06667,10
1

3
32

!3
4

)3(
4

4
3

 

e
ePn .

Согласно формулам λ)(  npXM  и λ)( XD  получаем
4)( XM , 4)( XD .

Тогда
2)(σ X .

Пример 3. Телефонная станция обслуживает 400 абонентов. Для ка-
ждого абонента вероятность того, что в течение часа он позвонит на стан-
цию, равна 0,01. Найти вероятность следующих событий: «в течение часа 5 
абонентов позвонят на станцию», «в течение часа не более 4 абонентов по-
звонят на станцию», «в течение часа не менее 3 абонентов позвонят на 
станцию».

Решение. Из условия следует, что 400,n  0,01.p  Тогда 
λ 400 0,01 4np    .

Вычислим искомые вероятности:

1563,0
!5

4
)5( 4

5

400  eP ,

 )4()3()2()1()0()40( 400400400400400400 PPPPPkP
6289,01954,01954,01465,00733,00183,0  ,

 )2()1()0(1)20(1)4003( 400400400400400 PPPkPkP
7619,01465,00733,00183,01  .

Пример 4. Будем считать поток заказов такси, поступающих в дис-
петчерский пункт, простейшим. Среднее число заказов в одну минуту рав-
но трём. Найти вероятность того, что за 2 мин поступит:

а) четыре вызова;
б) менее четырёх вызовов;
в) не менее четырёх вызовов.
Решение. ДСВ X – число заказов такси, поступающих в диспетчер-

ский пункт. По условию 3ν  , 2t , 4k .
а) Вероятность того, что за 2 мин поступит четыре вызова, найдём по 

формуле

t
k

t e
k

t
kP ν

!

)ν(
)(  .

Имеем

135,0
24

0025,01296
!4
)23(

)4( 23
4

2 





 
 ekPt .
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б) Событие «поступило менее четырёх вызовов» произойдёт, если 
наступит одно из следующих событий: 1) поступило три вызова; 2) посту-
пило два вызова; 3) поступил один вызов; 4) не поступило ни одного вызо-
ва. Эти события несовместны, поэтому применима теорема сложения веро-
ятностей несовместных событий:

  )0()1()2()3()4( 22222 kPkPkPkPkP ttttt







!3
6 63 e


 

!2
6 62 e


 



)161836(
!1

6 66
6

ee
e

1525,0610025,0  .
в) События «поступило менее четырёх вызовов» и «поступило не 

менее четырёх вызовов» противоположны, поэтому искомая вероятность 
того, что за 2 мин поступит не менее четырёх вызовов, равна

8475,01525,01)4(1)4( 22   kPkP tt .

Задания для самостоятельной работы

6. На факультете учатся 500 студентов. Какова вероятность того, что 
1 сентября является днём рождения одновременно для k  студентов данно-
го факультета? Вычислить эту вероятность при 3,2,1,0k .

7. При введении вакцины против полиомиелита иммунитет создаётся 
в 99,99% случаев. Какова вероятность того, что из 1000 вакцинированных 
детей заболеет соответственно 1, 2, 3, 4 ребёнка?

8. Вероятность изготовления бракованной детали автоматом равна 
0,002. Найти математическое ожидание и среднее квадратическое отклоне-
ние СВ X – числа бракованных деталей из 1000 изготовленных.

9. Среднее число вызовов, поступающих на АТС в одну минуту, рав-
но двум. Найти вероятность того, что за 4 мин поступит:

а) три вызова;
б) менее трёх вызовов;
в) не менее трёх вызовов.
Поток вызовов предполагается простейшим.

Ответы

6. 2541,0)0( XP ,
    3481,0)1( XP ,
    2385,0)2( XP ,
    1089,0)3( XP .
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7. 3679,0)1( XP ,
    1839,0)2( XP ,
    0613,0)3( XP ,
    0153,0)4( XP .
9. а) 0256,0)3(4  kPt ; б) 0123,0)3(4  kPt ; в) 9877,0)3(4  kPt .

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 12. НЕКОТОРЫЕ ЗАКОНЫ РАСПРЕ-
ДЕЛЕНИЯ НЕПРЕРЫВНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Равномерное распределение
Пример 1. Случайная величина X  равномерно распределена на от-

резке ]7;2[ . Записать плотность вероятности этой случайной величины.
Решение. Плотность вероятности случайной величины X , равно-

мерно распределённой на отрезке ];[ ba , имеет вид



















.при0

,при
1

,при0

)(

bx

bxa
ab

ax

xf

В данном случае 2a , 7b , 5 ab , следовательно,


















.7при0

,72при
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xf

Пример 2. Цена деления шкалы амперметра равна 0,1 А. Показания 
амперметра округляют до ближайшего целого деления. Найти вероятность 
того, что при отсчёте будет сделана ошибка, превышающая 0,02 А.

Решение. Ошибку округления отсчёта можно рассматривать как 
случайную величину X , равномерно распределённую в интервале между 
двумя соседними делениями. В данной задаче длина интервала, в котором 

заключены возможные значения X , равна 0,1, поэтому 10
1,0

1
)( xf . 

Понятно, что ошибка отсчёта превысит 0,02, если она будет заключена в 
интервале (0,02; 0,08).

По формуле


b

a
dxxfbXaP )()(
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получим

6,010)08,002,0(
08,0

02,0
  dxXP .

Задания для самостоятельной работы

1. Автобусы некоторого маршрута идут строго по расписанию. Ин-
тервал движения 3,5 мин. Найти вероятность того, что пассажир, подо-
шедший к остановке, будет ожидать очередной автобус от 2 до 5 мин.

2. Случайная величина X  распределена на отрезке ]8;2[  с посто-

янной плотностью. Вычислить математическое ожидание и дисперсию СВ 
X , а также )53(  XP .

3. Цена деления шкалы измерительного прибора равна 0,2. Показа-
ния прибора округляют до ближайшего целого деления. Найти вероятность 
того, что при отсчёте будет сделана ошибка: а) меньшая 0,04; б) превы-
шающая 0,05.

4. Минутная стрелка электрических часов перемещается скачком в 
конце каждой минуты. Найти вероятность того, что в данное мгновение 
часы покажут время, которое отличается от истинного не более чем на 20 с.

5. Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение СВ X , 
распределённой равномерно в интервале (2; 8).

6. Равномерно распределённая СВ X  задана плотностью вероятно-

сти 
l

xf
2
1

)(   в интервале );( lala  , вне этого интервала 0)( xf . Найти 

математическое ожидание и дисперсию СВ X .

Ответы

1.
7
3

.

2. 5)( XM , 3)( XD , 333,0)53(  XP .

3. а) 4,0)2016,0()04,00(  XPXP ;

    б) 5,0)15,005,0(  XP .

5. 3)( XD , 3)(σ X .

6. aXM )(  (кривая распределения симметрична относительно пря-

мой ax  );
3

)(
2l

XD  .
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Показательное распределение
Пример 3. Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение 

случайной величины T , плотность вероятности которой задана функцией











.0при0

,0при5
)(

5

t

te
tf

t

.

Решение. Так как для показательного закона

2ν
1

)( TD , 

1

)(σ T

и по условию 5 , то

04,0
25
1

5
1

)(
2

TD , 2,0
5
1

)(σ T .

Пример 4. Испытывают два независимо работающих элемента. Вре-
мя безотказной работы первого элемента имеет показательное распределе-

ние tetF 02,0
1 1)(  , второго – tetF 05,0

2 1)(  . Найти вероятность того, 

что за время длительностью 6t  ч:
а) оба элемента откажут;
б) оба элемента не откажут;
в) только один элемент откажет;
г) хотя бы один элемент откажет.
Решение. а) Вероятность отказа первого элемента

113,0887,0111)6( 12,0602,0
11   eetFP .

Вероятность отказа второго элемента

259,0`741,0111)6( 3,0605,0
22   eetFP .

Искомая вероятность того, что оба элемента откажут, по теореме 
умножения вероятностей равна

03,0259,0113,021  PPP .

б) Вероятность безотказной работы первого элемента

887,0)6( 12,0602,0
11   eetRq .

Вероятность безотказной работы второго элемента

741,0)6( 3,0605,0
22   eetRq .

Искомая вероятность безотказной работы обоих элементов равна
66,0741,0887,021  qqQ .

в) Вероятность того, что откажет только один элемент, равна
31,0887,0259,0741,0113,01221  qPqP .

г) Вероятность того, что хотя бы один элемент откажет, равна
34,066,011 21  qqP .
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Задания для самостоятельной работы

1. Написать функцию распределения и плотность вероятности слу-
чайной величины, имеющей показательный закон распределения:

а) при 2 ;
б) при 5,0 .

2. Студент помнит, что плотность показательного распределения 
имеет вид











.0при0

,0при
)(

ν

t

tCe
tf

t

Однако он забыл, чему равна постоянная C . Требуется найти C .
3. Найти математическое ожидание показательного распределения.
4. Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение показа-

тельного распределения.
5. Найти теоретический центральный момент третьего порядка 

3
3 ))((μ XMXM   показательного распределения.

6. Найти асимметрию 
3
3

σ

μ
SA  показательного распределения.

7. Найти теоретический центральный момент четвёртого порядка 
4

4 ))((μ XMXM   показательного распределения.

8. Найти эксцесс 3
σ

μ
4
4 kE  показательного распределения.

9. На шоссе установлен контрольный пункт для проверки техниче-
ского состояния автомобилей. Найти математическое ожидание и среднее 
квадратическое отклонение случайной величины T – времени ожидания 
очередной машины контролёром, – если поток машин простейший и время 
(в часах) между прохождениями машин через контрольный пункт распре-

делено по показательному закону 










.0при0

,0при4
)(

4

t

te
tf

t

10. Время безотказной работы элемента имеет показательное распреде-

ление tetF 03,01)(  , 0t . Найти вероятность того, что за время 100t  ч:

а) элемент откажет;
б) элемент не откажет.
11. Испытывают три независимо работающих элемента. Время без-

отказной работы первого элемента имеет показательное распределение 



208

tetF 1,0
1 1)(  , второго – tetF 2,0

2 1)(  , третьего – tetF 3,0
3 1)(  . Найти 

вероятность того, что за время длительностью 5t  ч откажут:
а) только один элемент;
б) только два элемента;
в) все три элемента.

Ответы

5. 
33 ν

2
μ  .

6. 2SA .

7. 
44 ν

9
μ  .

8. 6kE .

10. а) 95,0)100( tF ; б) 05,0)100( tR .

11. а) 0,292; б) 0,466; в) 0,19.

Нормальное распределение
Пример 5. Найти математическое ожидание, среднее квадратическое 

отклонение и функцию распределения случайной величины X , если её 
плотность вероятности имеет вид:

а) 50

)1( 2

π25

1
)(





x

exf ;

б) 18

)2( 2

π18

1
)(





x

exf .

Решение. а) Сравнивая данную плотность вероятности 

50

)1( 2

π25

1
)(





x

exf  с плотностью нормального распределения 

 
2

2

σ2

σπ2

1
)(

ax

exf



 , находим

1)(  aXM , 5)(σ X .

По формуле 





 


σ2

1
)(

ax
xF  запишем искомую функцию рас-

пределения







 


5

1
2
1

)(
x

xF .
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б) Преобразуем данную функцию:

2

22

32

)2(

18

)2(

π23

1

π18

1
)( 







xx

eexf .

Тогда 

2)(  aXM , 3)(σ X , 





 


3

2
2
1

)(
x

xF .

Пример 6. Случайная величина X  имеет нормальное распределение, 
причём 10)( XM . Найти )100(  XP , если известно, что 

3,0)2010(  XP .

Решение. Так как 





 







 


σ

α
σ

β
)βα(

aa
XP , то

20-10 10-10 10 10
(10 20) (0) 0 0,3

σ σ
P X                                

,

откуда

3,0
10










.

Рассмотрим искомую вероятность

10 10 0 10 10 10
(0 10) (0)P X

                                 
.

Следовательно, 
3,0)100(  XP .

Пример 7. Автомат изготавливает подшипники, которые считаются 
годными, если отклонение X  от проектного размера по модулю не пре-
вышает 0,77 мм. Каково наиболее вероятное число годных подшипников 
из 100, если случайная величина X  имеет нормальное распределение, 
причём 4,0)(σ X  мм?

Решение. Найдём вначале вероятность отклонения по формуле 









σ
δ

2)δ( aXP  при 77,0δ   и 4,0σ  :

946394,0473197,02)93,1(2
0,4

0,77
2)77,0( 






 aXP .

Считая приближённо 95,0p  и 05,0q , в соответствии с формулой 

pnpkqnp  0  при 100n  находим:

95,095,010005,095,0100 0  k , откуда 950 k .
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Пример 8. Линия связи обслуживает 1000 абонентов. Каждый або-

нент разговаривает в среднем 6 минут в час. Сколько каналов должна 
иметь линия связи, чтобы с практической достоверностью можно было ут-
верждать, что не произойдёт ни одной потери вызова?

Решение. Вероятность вызова для каждого абонента

1,0
60
6
p , тогда 9,0q  и

1001,01000)(  npaXM ,

5,99,01,01000σ  npq .

Согласно правилу трёх сигм 1)σ3(  aXP  имеем

5,93100 X  или 5,28100 X .

Для практически безотказной работы линии связи при указанных ус-
ловиях достаточно иметь 129 каналов.

Задания для самостоятельной работы

1. Записать плотность вероятности и функцию распределения нор-
мально распределённой случайной величины X , если 3)( XM , 4)( XD .

2. Вес пойманной рыбы распределён нормально с параметрами 
375)( XM  г, 25)(σ X  г. Найти вероятность того, что вес одной рыбы 

будет заключён в интервале:
а) от 300 г до 425 г;
б) не более 450 г;
в) больше 300 г.
3. Найти вероятность того, что нормальная случайная величина с мате-

матическим ожиданием, равным 3, и дисперсией, равной 4, примет значения:
а) из интервала (-1; 5);
б) не превышающие 8;
в) не меньшие 5;
г) из интервала (-3; 9).
4. Среднее квадратическое отклонение случайной величины, распре-

делённой нормально, равно 2 см, а математическое ожидание равно 16 см. 
Найти границы, в которых с вероятностью 0,95 следует ожидать значение 
случайной величины.
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5. Случайная величина X  имеет нормальное распределение, причём 
0)( XM , 5,0)(σ X . Найти вероятность того, что отклонение случайной 

величины X  по модулю будет меньше 1.
6. Случайная величина X  имеет нормальное распределение, причём 

5)(σ X . Найти длину интервала, симметричного относительно математи-

ческого ожидания, в который с вероятностью 0,9973 попадёт X  в резуль-
тате испытания.

7. С вероятностью 0,9973 было установлено, что абсолютное откло-
нение живого веса случайно взятой головы крупного рогатого скота от 
среднего веса животного по всему стаду не превосходит 30 кг. Найти сред-
нее квадратическое отклонение живого веса скота, считая, что распределе-
ние скота по живому весу подчиняется нормальному закону.

Ответы

1. 8

)3( 2

π22

1
)(





x

exf , 





 


2

3
2
1

)(
x

xF .

2. а) 9759,0)425300(  XP ,

    б) 9987,0)450( XP ,

    в) 9987,0)300( XP .

3. а) 8185,0)51(  XP ,

    б) 9938,0)8( XP ,

    в) 1587,0)5( XP ,

    г) 9972,0)93(  XP .

4. (12,08; 19,92).

5. 9544,0)1( XP .

6. 306σ  .
7. 10)(σ X .
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РАЗДЕЛ IV. ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 13 НЕРАВЕНСТВА ЧЕБЫШЕВА И 
МАРКОВА. ТЕОРЕМА ЧЕБЫШЕВА. ТЕОРЕМА БЕРНУЛЛИ

Пример 1. Случайная величина X  имеет дисперсию 001,0)( XD . 

Какова вероятность того, что случайная величина X  отличается от 
aXM )(  более чем на 0,1?

Решение. По первому неравенству Чебышева

1,0
01,0

001,0

1,0

)(
)1,0(

2


XD
aXP .

Пример 2. Среднее значение длины детали равно 50 см, а дисперсия 
равна 0,1. Оценить вероятность того, что изготовленная деталь окажется 
по своей длине не меньше 49,5 см и не больше 50,5 см.

Решение. По условию 50)( XM . Неравенство 5,505,49  X , в 

котором случайная величина X – возможная длина детали, приводится 
почленным вычитанием числа 50)( XM  к виду 5,0 aX . Применяя 

неравенство 
2ε

)(
1)ε)((

XD
XMXP   в случае 5,0ε   и 1,0)( XD

получаем

  6,0
25,0

1,0
1

0,5

1,0
15,0)(

2
 XMXP .

Пример 3. Всхожесть семян некоторой культуры равна 0,75. Оце-

нить вероятность того, что из посеянных 1000 семян число взошедших бу-
дет заключено в границах от 700 до 800 включительно.

Решение. В данном случае 75075,01000)(  npXM , граничные 

значения случайной величины X  симметричны относительно математиче-
ского ожидания. Поэтому от исходных неравенств 800700  X  можно 

перейти к неравенствам 5075050  X  или 50)(  XMX , что даёт 

левую часть неравенства 
2ε

)(
1)ε)((

XD
XMXP   с 50ε  . Значение 

)(XD  найдём по формуле npqXD )( , тогда 

4

750
25,075,01000)( XD .
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Принимая во внимание, что 250050ε 22  , получаем правую часть 
последнего неравенства:

925,0075,01
25004

750
1

ε

)(
1

2





XD
.

Следовательно,
925,0)50750( XP .

Пример 4. Вероятность производства нестандартной детали в неко-
торых технологических условиях равна 0,1. Оценить вероятность того, что 
число нестандартных деталей среди 10000 будет заключено в границах от 
950 до 1030 включительно.

Решение. Число нестандартных деталей в данных условиях является 
случайной величиной X , распределённой по биномиальному закону. В со-
ответствии с формулами npXM )(  и npqXD )(  при 10000n , 1,0p ,

9,0q  получаем:

10001,010000)( XM ,

9009,01,010000)( XD .

Отсюда видно, что границы допустимых значений случайной вели-
чины не симметричны относительно математического ожидания. Следова-
тельно, применить неравенство Чебышева для оценки вероятности указан-
ного события нельзя. Чтобы применение неравенства Чебышева стало воз-
можным, правая граница должна быть больше математического ожидания 
на 50, то есть должна быть равна 1050. Учитывая, что двойное неравенство 

1050950  X  равносильно неравенству 501000 X , применяем нера-

венство 
2ε

)(
1)ε)((

XD
XMXP   в случае 50ε   и 900)( XD :

    64,0
50

900
15010001050950

2
 XPXP .

Замечание. Неравенство 
2ε

)(
1)ε)((

XD
XMXP   даёт нетривиаль-

ную оценку вероятности события ε)(  XMX  лишь в том случае, когда дисперсия 

случайной величины X  достаточно мала (меньше 2ε ). Действительно, левая часть не-

равенства 
2ε

)(
1)ε)((

XD
XMXP  , выражающая вероятность события, поло-

жительна. Это неравенство даёт оценку вероятности события ε)(  XMX , если 

правая часть его будет положительной: 0
ε

)(
1

2


XD
, откуда 1

ε

)(
2


XD

 или 
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2ε)( XD . Если же 2ε)( XD , то неравенство 
2ε

)(
1)ε)((

XD
XMXP   за-

пишется так: α)ε)((  XMXP , где 0α  , что и без того очевидно (вероят-

ность любого события неотрицательна).

Пример 5. Средний вес клубня картофеля равен 120 г. Оценить ве-
роятность того, что наугад взятый клубень картофеля весит не более 360 г.

Решение. Искомую вероятность оценим по формуле 

 
δ

)(
1δ

XM
XP  . Пусть случайная величина X – вес клубня. По усло-

вию 120)( XM , 360δ  . Имеем

 
3

2

360

120
1360 XP .

Задания для самостоятельной работы

1. Случайная величина X  имеет дисперсию 004,0)( XD . Какова 

вероятность того, что случайная величина X  отличается от )(XM  более 

чем на 0,2?
2. Для случайной величины X известна дисперсия 009,0)( XD  и 

неравенство   1,0)(  aXMXP . Найти a .

3. Для случайной величины X известна дисперсия 01,0)( XD  и 

неравенство   96,0)(  aXMXP . Найти a .

4. Среднее число дождливых дней в году в данном географическом 
пункте равно 90. Какова вероятность того, что в нём будет более 150 дожд-
ливых дней в году?

5. Случайная величина X задана таблицей:

Пользуясь неравенством Маркова, оценить вероятность того, что 
случайная величина X  примет значение, не большее 7.

6. Вероятность появления события A  в каждом испытании равно 

2

1
p . Используя неравенство Чебышева, оценить вероятность того, что 

число X  появлений события A  заключено в пределах от 40 до 60, если 
будет произведено 100 независимых испытаний.

ix 1 2 3 5 7 8

ip 0,1 0,3 0,2 0,1 0,2 0,1
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7. Используя неравенство Чебышева, оценить вероятность того, 
что 2,0|)(|  XMX , если 004,0)( XD .

Ответы

1. 0,1.
2. 3,0a .

3. 5,0a .
4. 0,6.

5.  
7

3
7 XP .

6. 75,0p .

7. 9,0p .

Теорема Чебышева
Пример 1. Для определения средней урожайности поля площадью 

1800 га случайным образом выбрали по 1 м2 с каждого гектара. Известно, 
что по каждому гектару поля дисперсия не превышает 6. Оценить вероят-
ность того, что отклонение средней выборочной урожайности отличается 
от средней урожайности по всему полю не более чем на 0,25 ц.

Решение. В правой части неравенства

2
11 ε

1ε)(
11

n

C
XM

n
X

n
P

n

i
i

n

i
i 







  


,

определяющего искомую вероятность, по условию имеем 0,25ε  , 6C  и 
1800n . Следовательно,

947,0053,01
0625,01800

6
1

ε
1

2





n

C
P .

Пример 2. Определить такое число замеров поперечного сечения де-
ревьев на большом участке, чтобы средний диаметр деревьев отличался от 
истинного значения a  не более чем на 2 см с вероятностью, не меньшей 
0,95. Среднее квадратическое отклонение поперечного сечения деревьев не 
превышает 10 см; измерения проводятся без погрешности.

Решение. Будем считать выбор деревьев для замеров таким, что 
можно считать результаты измерений независимыми случайными величи-
нами. Пусть iX – результат измерения поперечного сечения i -того дерева. 

По условию задачи 10)()(σ  ii XDX , следовательно, 100)( iXD .
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Полагая в неравенстве 
2

1 ε
1ε

1

n

C
aX

n
P

n

i
i 







 


2ε  , 100C , 

получаем

95,0
2

100
12

1
2

1











 
 n

aX
n

P
n

i
i .

Поскольку

95,0
2

100
1

2





n
, то

4

100
05,0




n
, 500

405,0
100




n .

Итак, достаточно выполнить 500 замеров поперечного сечения де-
ревьев.

Задания для самостоятельной работы

1. Дисперсия каждой из 1000 независимых случайных величин kX

равна 4. Оценить вероятность того, что отклонение средней арифметиче-
ской этих величин от средней арифметической их математических ожида-
ний по модулю не превзойдёт 0,1.

2. Известно, что дисперсия каждой из данных независимых слу-
чайных величин не превышает 4. Определить число таких величин, при ко-
тором вероятность отклонения средней арифметической случайной вели-
чины от средней арифметической их математических ожиданий не более 
чем на 0,25 превысит 0,99.

Ответы

1. 6,0P .

2. 6400n .

Теорема Бернулли
Пример 1. При штамповке пластинок из пластмассы брак составляет 

3%. Найти вероятность того, что при проверке партии в 1000 пластинок вы-
явится отклонение от установленного процента брака меньше чем на 1%.

Решение. Из условия задачи следует, что 1000n , 0,01ε  , 

03,0p , 97,01  pq . В соответствии с формулой 

2ε
1ε

n

pq
p

n

k
P 







   получаем
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709,0
1,0

0291,0
1

01,010000

97,003,0
1

ε
101,0

22












 
n

pq
p

n

k
P .

Таким образом, искомая вероятность 709,0P .

Задания для самостоятельной работы

1. При каком числе независимых испытаний вероятность выполне-

ния неравенства 2,0 p
n

k
 превысит 0,96, если вероятность появления 

события в отдельном испытании 7,0p ?

2. Найти вероятность того, что частота появления шестёрки в 
10000 независимых подбрасываниях игрального кубика отклоняется от ве-
роятности появления шестёрки по модулю меньше чем на 0,01.

3. Всхожесть семян некоторого растения составляет 70%. Найти 
вероятность того, что при посеве 10000 семян отклонение доли взошедших 
семян от вероятности того, что взойдёт каждое из них, не превзойдёт по 
модулю 0,01.

4. Начиная с какого числа n  независимых испытаний выполняется 

неравенство 97,01,0 






  p
n

k
P , если в отдельном испытании 8,0p ?

Ответы

1. 132n .

2. 86,0P .

3. 79,0P .

4. 534n .
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РАЗДЕЛ V. ДВУМЕРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 14. ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДВУ-
МЕРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН. УСЛОВНЫЕ ЗАКОНЫ РАС-
ПРЕДЕЛЕНИЯ СОСТАВЛЯЮЩИХ. ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ДВУМЕРНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ

Пример 1. Двумерная ДСВ ),( YX  задана законом распределения

Х          Y 3 10 12
4 0,17 0,13 0,25
5 0,10 0,30 0,05

Найти законы распределения составляющих X  и Y .
Решение. Сложив вероятности по столбцам, получим вероятности 

возможных значений ДСВ X :
27,010,017,0)3( XP ,
43,030,013,0)10( XP ,
3,005,025,0)12( XP .

Закон распределения составляющей X :

ix 3 10 12

ip 0,27 0,43 0,3

13,043,027,0  – условие нормировки выполнено.
Сложив вероятности по строкам, аналогично найдём распределение 

составляющей Y :

iy 4 5

ip 0,55 0,45

145,055,0  – условие нормировки выполнено.
Пример 2. Задана функция распределения двумерной случайной ве-

личины











.0или0при0

,0,0при3331
),(

yx

yx
yxF

yxyx
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Найти двумерную плотность вероятности системы.

Решение. Используем формулу 
yx

yxF
yxf





),(

),(
2

. Найдём частные 

производные

)33(3ln yxx

x

F  



, yx

yx

yxF 



33ln

),( 2
2

.

Искомая двумерная плотность вероятности имеет вид











.0или0при0

,0,0при33ln
),(

2

yx

yx
yxf

yx

Самостоятельно убедитесь в выполнении условия нормировки

133ln
0 0

2  


 dxdyyx .

Пример 3. Дана плотность вероятности двумерной случайной вели-
чины















.
2

π
0,

2

π
0квадратавне0

,
2

π
0,

2

π
0квадратев)sin(5,0

),(
yx

yxyx
yxf

Найти функцию распределения этой величины. Вычислить вероят-

ность того, что X  и Y  примут значения 
6

π
X , 

6

π
Y .

Решение. По формуле  
 


x y

ddfyxF
- -

ηξ)η,ξ(),( получаем







     ξη)ηξsin(5,0ηξ)ηξsin(5,0),(

0 00 0
ddddyxF

x yx y

 




xx y

dyd
00 0

)cos)(cos(5,0)cos(5,0( 














xxxx

yddy









0000
sin5,0)sin(5,0cos5,0)cos(5,0

xyyx sin5,0)sin)(sin(5,0  .
Тогда

))sin(sin(sin5,0),( yxyxyxF  .
В соответствии с формулой ),(),( yYxXPyxF   находим

67,0
3

sin
6

sin
6

sin5,0
6

;
66

,
6







 













 


FYXP .
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Пример 4. Дана дискретная двумерная случайная величина ),( YX :

X        Y 4,01 y 8,02 y

21 x 0,15 0,05

52 x 0,30 0,12

83 x 0,35 0,03

Найти: а) безусловные законы распределения составляющих; б) ус-
ловный закон распределения составляющей X  при условии, что состав-
ляющая Y  приняла значение 4,01 y ; в) условный закон распределения 

составляющей Y  при условии, что 52  xX .

Решение. а) Сложив вероятности «по столбцам», напишем закон 
распределения X :

ix 2 5 8

ip 0,20 0,42 0,38

Сложив вероятности «по строкам», напишем закон распределения Y :

iy 0,4 0,8

ip 0,80 0,20

б) Найдём условные вероятности возможных значений X  при усло-
вии, что составляющая Y  приняла значение 4,01 y :

16

3

80,0

15,0

)(

),(
)/(

1

11
11 

yp

yxp
yxp ,

8

3

80,0

30,0

)(

),(
)/(

1

12
12 

yp

yxp
yxp ,

16

7

80,0

35,0

)(

),(
)/(

1

13
13 

yp

yxp
yxp .

Искомый условный закон распределения X :

ix 2 5 8

)|( 1yXp
16

3

8

3

16

7

Здесь 1)/(
1

1 


i
i yxp .

в) Аналогично найдём условный закон распределения Y :
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jy 0,4 0,8

)|( 2xYp
7

5

7

2

Здесь 1)/(
1

2 


i
j xyp .

Пример 5. Дана плотность совместного распределения непрерывной 
двумерной случайной величины ),( YX :

2

52 22

1
),(

yxyx

eyxf






.

Найти: а) плотности распределения составляющих; б) условные
плотности распределения составляющих.

Решение. а) Найдём плотность распределения X










 dyedyyxfxf

yxyx

2

52 22

1
),()(


.

Вынесем за знак интеграла множитель 2

2x

e


, не зависящий от пере-
менной интегрирования y , дополним оставшийся показатель степени до 

полного квадрата:
























 xydeeexf

xyxx

5
2

2
5

5
21

)(

2
22

5

2

2

5

102


.

Учитывая, что интеграл Пуассона 




 due u2

, окончательно по-

лучим плотность распределения составляющей X :
24,0

5

2
)( xexf 


.

Аналогично находится плотность распределения составляющей Y :
222

)( yeyf 


.

б) Найдём условные плотности распределения составляющих:
2)(5,0

2

1
)(
),(

)/( yxe
yf
yxf

yxf 


,

2)5(1,0

2

5

)(

),(
)/( yxe

xf

yxf
xyf 


.

Пример 6. Дана плотность совместного распределения непрерывной 
двумерной случайной величины ),( YX
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.0или0при0

,0,0при4
),(

22

yx

yxxye
yxf

yx

Найти: а) математические ожидания; б) дисперсии составляющих
X  и Y .

Решение. а) Найдём сначала плотность вероятности X :
222

24),()(
00

xyx xedyyexedyyxfxf 





  , 0x .

Аналогично получим
2

2)( yyeyf  , 0y .
Найдём математическое ожидание составляющей X

)2()()(
00

2







 dxxexdxxxfXM x .

Интегрируя по частям и учитывая, что интеграл Пуассона 

20

2 



 dxe x , получим 

2
)(


XM . Понятно, что 

2
)(


YM .

4
1

2
)2())(()()(

2

0

22

0

2 2 









 





dxxexXMdxxfxXD x .

Понятно, что 
4

1)(


YD .

Задания для самостоятельной работы

1. Задано распределение вероятностей дискретной двумерной слу-
чайной величины:

Х            Y 26 30 41 50
2,3 0,05 0,12 0,08 0,04
2,7 0,09 0,30 0,11 0,21

Найти законы распределения составляющих X  и Y .
2. Задана функция распределения двумерной случайной величины











.0или0при0

,0,0при2221
),(

yx

yx
yxF

yxyx

Найти вероятность попадания случайной точки ),( YX  в прямо-

угольник, ограниченный прямыми 1x , 2x , 3y , 5y .

3. Задана функция распределения двумерной случайной величины
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.0или0при0

,0,0при)1)(1(
),(

24

yx

yxee
yxF

yx

Найти двумерную плотность вероятности системы.
4. Задана двумерная плотность вероятности системы случайных ве-

личин ),( YX :

)25)(16(π

20
),(

222 yx
yxf


 .

Найти функцию распределения системы.
5. Дана дискретная двумерная случайная величина ),( YX :

X        Y 101 y 142 y 183 y

31 x 0,25 0,15 0,32

62 x 0,10 0,05 0,13

Найти: а) условный закон распределения X  при условии, что со-
ставляющая Y  приняла значение 101 y ; в) условный закон распределения 

составляющей Y  при условии, что 62  xX .

6. Дана плотность совместного распределения непрерывной двумер-
ной случайной величины ),( YX

22 42),( yxyxCeyxf  .

Найти: а) постоянный множитель C ; б) плотности распределения со-
ставляющих; в) условные плотности распределения составляющих.

7. Дана плотность совместного распределения непрерывной двумер-

ной случайной величины ),( YX yxyxf sinsin
4

1
),(   в квадрате 0 x   , 

0 y   ; вне квадрата 0),( yxf . Найти а) математические ожидания и 

дисперсии составляющих X  и Y ; б) корреляционный момент.

Ответы

1. 
ix 26 30 41 50

ip 0,14 0,42 0,19 0,25

iy 2,3 2,7

ip 0,29 0,71
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2. 
128

3
P .

3. 










.0или0при0

,0,0при8
),(

24

yx

yxe
yxf

yx

4. 





 





 

2

1

5
arctg

π

1

2

1

4
arctg

π

1 yx
.

5. а) 

   б) 

6. а) 
3

C 


;

б) 
20,753

( )
2

xf x e


, 
233

( ) yf y e


;

в) 
2( )1

( / ) x yf x y e 


, 
20,25( 4 )2

( / ) x yf y x e 


.

7. а) ( ) ( )
2

M X M Y


  , 2( ) ( ) 4D X D Y    ; б) 0xyK .

ix 3 6

)10|(Xp
7

5

7

2

jy 10 14 18

)6|(Yp
14

5

28

5

28

13
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РАСЧЁТНО-ГРАФИЧЕСКАЯ РАБОТА

1-20. Решить задачу, используя классическое определение вероятности.

1. Из 25 студентов группы 12 занимаются научной работой на кафедре 
бухгалтерского учета, 7 – экономического анализа, остальные – на кафедре 
статистики. Какова вероятность того, что два случайно отобранных студен-
та занимаются научной работой на кафедре статистики?

2. Какова вероятность того, что два определенных студента будут 
проходить практику в Витебске, если предоставлено 6 мест в Витебск, 10 –
в Оршу, 4 – в Полоцк?

3. Устройство состоит из пяти элементов, из которых два изношен-
ных. При включении устройства включаются случайным образом два эле-
мента. Найти вероятность того, что включенными окажутся неизношенные 
элементы.

4. В коробке 5 одинаковых изделий, причем три из них окрашены. 
Наудачу извлечены два изделия. Найти вероятность того, что среди двух 
извлеченных изделий окажутся: а) одно окрашенное изделие; б) два окра-
шенных изделия; в) хотя бы одно окрашенное изделие.

5. Партия из 100 деталей проверяется контролером, который наугад 
отбирает 10 деталей и определяет их качество. Если среди отобранных кон-
тролером деталей нет ни одной бракованной, то вся партия принимается. В 
противном случае ее посылают на дополнительную проверку. Какова веро-
ятность того, что партия деталей, содержащая 5 бракованных, будет приня-
та контролером?

6. В партии, состоящей из 20 радиоприемников, 5 неисправных. Нау-
гад берут 3 радиоприемника. Какова вероятность того, что в число выбран-
ных войдут 1 неисправный и 2 исправных радиоприемника?

7. В мастерскую для ремонта поступило 20 телевизоров. Известно, что 
7 из них нуждаются в настройке. Мастер берет любые 5 телевизоров. Како-
ва вероятность того, что 2 из них нуждаются в настройке?

8. Группа студентов состоит из 5 девушек и 4 юношей. Среди них ра-
зыгрываются 4 билета в театр. Какова вероятность того, что среди облада-
телей билетов окажутся 2 девушки и 2 юношей?

9. В ящике лежат 3 белых, 4 красных, 5 зеленых шаров. Наудачу из-
влечены 3 шара. Какова вероятность того, что все 3 шара разных цветов?

10. Куб, все грани которого окрашены, распилен на тысячу кубиков оди-
накового размера. Полученные кубики перемешали. Определить вероятность 
того, что наудачу извлеченный кубик будет иметь две окрашенные грани.
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11. В лифт шестиэтажного дома на первом этаже вошли 3 человека. 
Каждый из них с одинаковой вероятностью выйдет на любом из этажей, 
начиная со второго. Определить вероятность того, что все пассажиры вый-
дут на четвертом этаже.

12. Из букв разрезной азбуки составлено слово «ремонт». Карточки с 
отдельными буквами перемешивают, затем наугад вытаскивают 4 карточки 
и раскладывают их в порядке извлечения. Найти вероятность того, что 
получится слово «море».

13. В шахматном турнире участвуют 20 человек, которых по жребию 
распределяют в две группы по 10 человек. Найти вероятность того, что два 
сильнейших шахматиста будут играть в разных группах.

14. За выполнение контрольной работы 24 студента получили сле-
дующие оценки: 8 студентов – «отлично», 6 – «хорошо», 6 – «удовлетвори-
тельно», 4 – «неудовлетворительно». Найти вероятность того, что из четы-
рех работ, взятых наугад, две оценены положительно и две – неудовлетво-
рительно.

15. В группе 12 студентов, среди которых 7 отличников. По списку 
наудачу отобраны 8 студентов. Какова вероятность того, что среди ото-
бранных студентов 4 отличника?

16. На шахматную доску из 64 клеток ставят наудачу две ладьи белого 
и черного цветов. С какой вероятностью они не будут «бить» друг друга?

17. 12 волейбольных команд разбиты по жребию на две равные под-
группы. Найти вероятность того, что две самые слабые команды окажутся в 
одной подгруппе.

18. У сборщика 12 однотипных деталей. Из них 6 – первого, 4 – вто-
рого, 2 – третьего сорта. Наугад отобрано 8 деталей. Найти вероятность то-
го, что среди отобранных деталей 4 – первого сорта, 3 – второго и одна –
третьего.

19. В шахматном турнире участвуют 20 человек, которых по жребию 
распределяют в две группы по 10 человек. Найти вероятность того, что два 
сильнейших шахматиста будут играть в одной группе.

20. В лотерее 1000 билетов. На один билет падает выигрыш 100 ден. 
ед., на 4 билета – по 50 ден. ед., на 135 билетов – по 30 ден. ед., на 100 би-
летов – по 10 ден. ед., на 160 билетов – по 5 ден. ед. Остальные билеты –
без выигрыша. Найти вероятность выигрыша по одному билету не менее 
10 ден. ед.
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21-40. Решить задачу, используя геометрическое определение веро-
ятности.

21. Внутрь равностороннего треугольника наугад брошена точка. Найти 
вероятность того, что точка попадет в круг, вписанный в треугольник.

22. На отрезке длины 3 случайно появляется точка. Чему равна веро-
ятность того, что расстояние от точки до конца отрезка превосходит 1?

23. Наугад взяты два положительных числа x  и y , каждое из кото-

рых не превышает двух. Найти вероятность того, что 1 yx , 08,0xy .

24. Наудачу взяты два положительных числа x  и y , каждое из кото-

рых не превышает двух. Найти вероятность того, что частное 
x

y
 не пре-

вышает двух, а произведение xy  больше единицы.

25. В квадрат с вершинами )0;0(O , )1;0(K , )1;1(L , )0;1(M  наудачу 

брошена точка );( yxQ . Найти вероятность того, что координаты этой точки 

удовлетворяют неравенству xy 2 ?

26. В прямой круговой цилиндр вписан куб. Точка наудачу зафикси-
рована в цилиндре. Найти вероятность попадания точки в куб.

27. Стержень длиной l  произвольным образом сломан на три части. 
Найти вероятность того, что из этих частей можно составить треугольник.

28. В прямоугольник с вершинами )0;2(N , )9;2(K , )9;4(L , )0;4(M

наудачу брошена точка. Найти вероятность того, что координаты этой точ-

ки удовлетворяют неравенствам 820 2  xxy ?

29. Область G  ограничена окружностью 2522  yx , а область g –

этой окружностью и параболой 0316 2  yx . В область G  брошена точка. 

Найти вероятность того, что она попадет в область g .

30. В прямоугольник с вершинами )0;1(N , )5;1(K , )5;2(L , )0;2(M

наудачу брошена точка );( yxQ . Найти вероятность того, что координаты 

этой точки удовлетворяют неравенствам 312  xyx ?

31. Наудачу взяты два положительных числа x  и y , каждое из кото-

рых не превышает единицы. Найти вероятность того, что сумма yx   не 

превышает единицы, а произведение xy  больше 
9

4
.

32. На отрезке ]2;0[  наудачу выбраны два числа x  и y . Найти вероят-

ность того, что эти числа удовлетворяют неравенствам xyx 442  .



228

33. Вероятность попадания в любую часть плоской треугольной пла-
стины пропорциональна ее площади. Найти вероятность попадания наугад 
брошенной на пластинку точки в треугольник, образованный средними ли-
ниями исходного треугольника.

34. Область G  ограничена эллипсом 84 22  yx , а область g – этим 

эллипсом и параболой 042  yx . В область G  брошена точка. Найти веро-

ятность того, что она попадет в область g .

35. Два человека условились встретиться в определенном месте меж-
ду двумя и тремя часами дня. Пришедший первым ждет другого в течение 
12 минут, после чего уходит. Чему равна вероятность встречи этих людей, 
если приход каждого из них в течение указанного часа может произойти в 
любое время?

36. На отрезке OA длины L  числовой оси Ox  наудачу поставлены две 
точки: )(xB  и )(yC , причем xy  . Найти вероятность того, что длина от-

резка BC  окажется меньше, чем 
2

L
. Предполагается, что вероятность попа-

дания точки на отрезок пропорциональна длине отрезка и не зависит от его 
расположения на числовой оси.

37. Быстро вращающийся диск разделен на четное число равных сек-
торов, попеременно окрашенных в белый и черный цвет. По диску произве-
ден выстрел. Найти вероятность того, что пуля попадет в один из белых 
секторов. Предполагается, что вероятность попадания пули в плоскую фи-
гуру пропорциональна площади этой фигуры.

38. На отрезке OA  длины L  числовой оси Ox  наудачу поставлены две 
точки: )(xB  и )(yC . Найти вероятность того, что длина отрезка BC  ока-

жется меньше расстояния от точки O  до ближайшей к ней точки. Предпо-
лагается, что вероятность попадания точки на отрезок пропорциональна 
длине отрезка и не зависит от его расположения на числовой оси.

39. Наудачу взяты два положительных числа x  и y , каждое из кото-

рых не превышает двух. Найти вероятность того, что частное 
x

y
 не превы-

шает двух, а произведение xy  не больше единицы.

40. Внутрь круга радиусом R  наудачу брошена точка. Найти вероят-
ность того, что точка окажется внутри вписанного в круг правильного шес-
тиугольника.
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41-60. Решить задачу, используя теоремы сложения и умножения 
вероятностей.

41. Вероятность безотказной работы за время T  блока, входящего в 
прибор, равна 0,85. Для повышения надежности устанавливается такой же 
резервный блок. Определить вероятность безотказной работы прибора за 
время T  с учетом резервного блока.

42. Вероятность того, что студент сдаст первый экзамен, равна 0,9, 
второй – 0,7, третий – 0,6. Найти вероятность того, что студент сдаст: а) 
два экзамена; б) не менее двух экзаменов; в) не более двух экзаменов.

43. В первом ящике 20 деталей, 15 из них – стандартные, во втором 
ящике 30 деталей, 25 из них – стандартные. Из каждого ящика наугад бе-
рут по одной детали. Какова вероятность того, что: а) обе детали будут 
стандартными; б) хотя бы одна деталь стандартная; в) обе детали нестан-
дартные?

44. Три автомата изготавливают детали. Вероятность того, что де-
таль, изготовленная первым автоматом, – высшего качества, равна 0,8, 
вторым – 0,8, третьим – 0,7. Наугад берут по одной детали с каждого авто-
мата. Найти вероятность того, что из взятых деталей: а) три высшего каче-
ства; б) две высшего качества; в) хотя бы одна высшего качества.

45. Подброшены монета и игральный кубик. Найти вероятность того, 
что на монете выпала цифра, а на кубике – число очков, кратное трем.

46. Первый станок-автомат дает 1% брака, второй – 1,5% , третий –
2%. Случайным образом отобрали по одной детали с каждого станка. Най-
ти вероятность того, что стандартными окажутся: а) три детали; б) две де-
тали; в) хотя бы одна деталь.

47. В цехе имеется три резервных электродвигателя. Для каждого из 
них вероятность того, что в данный момент он включен, соответственно 
равна: 0,2; 0,3; 0,1. Найти вероятность того, что включены: а) два электро-
двигателя; б) хотя бы один электродвигатель; в) три электродвигателя.

48. Партия из ста деталей подвергается выборочному контролю. Ус-
ловием непригодности всей партии является наличие хотя бы одной брако-
ванной детали среди пяти проверяемых. Какова вероятность для данной 
партии быть не принятой, если она содержит 5% неисправных деталей.

49. Первый рабочий изготавливает 40% изделий второго сорта, а вто-
рой – 30%. У каждого рабочего взято наугад по два изделия. Найти вероят-
ность того, что: а) все 4 изделия – второго сорта; б) хотя бы три изделия –
второго сорта; в) менее трех изделий – второго сорта.
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50. Вычислительный центр, который должен производить непрерыв-
ную обработку информации, располагает двумя вычислительными устрой-
ствами. Известно, что вероятность отказа каждого из них за время T  равна 
0,1. Найти вероятность безотказной работы за время T : а) каждого устрой-
ства; б) хотя бы одного устройства; в) одного устройства.

51. Вероятность выигрыша по лотерейному билету первого выпуска 
равна 0,2, второго – 0,3. Имеется по два билета каждого выпуска. Найти 
вероятность того, что выиграют: а) три билета; б) не менее трех билетов; в) 
менее трех билетов.

52. Три автомата изготавливают детали. Вероятность того, что деталь
высшего качества изготовлена первым автоматом, равна 0,9, вторым – 0,7, 
третьим – 0,6. Наугад берут по одной детали с каждого автомата. Найти 
вероятность того, что из взятых деталей: а) все высшего качества; б) две 
высшего качества; в) хотя бы одна высшего качества.

53. На двух станках обрабатываются однотипные детали. Появление 
бракованной детали для первого станка составляет 2%, для второго – 5%. С 
каждого станка взяли по одной детали. Найти вероятность того, что: а) обе 
детали стандартные; б) одна деталь стандартная; в) хотя бы одна деталь не-
стандартная.

54. Для аварийной сигнализации установлены два независимо рабо-
тающих сигнализатора. Вероятность того, что при аварии сработает первый 
сигнализатор, равна 0,9, второй – 0,8. Найти вероятность того, что при ава-
рии: а) сработают оба сигнализатора; б) не сработает ни один сигнализатор; 
в) сработает хотя бы один сигнализатор.

55. В ящике 50% деталей, изготовленных на заводе №1, 20% – на за-
воде №2 и 30% – на заводе №3. Наугад взято три детали. Найти вероятность 
того, что: а) все три детали – с завода №1; б) две детали – с завода №2; в) 
все три детали – с разных заводов.

56. При некоторых определенных условиях вероятность сбить само-
лет противника из первого зенитного орудия равна 0,8, из второго – 0,6. 
Сделано по одному выстрелу. Найти вероятность того, что: а) самолет 
уничтожен двумя снарядами; б) самолет поражен хотя бы одним снарядом; 
в) ни один снаряд не попал в цель.

57. Вычислительная машина состоит из четырех блоков. Вероятность 
безотказной работы в течение времени T  первого блока равна 0,4, второго –
0,5, третьего – 0,6, четвертого – 0,4. Найти вероятность того, что в течение 
времени T  проработают: а) все четыре блока; б) три блока; в) менее трех 
блоков.
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58. Трое рабочих собирают подшипники. Вероятность того, что под-
шипник, собранный первым рабочим, – высшего качества, равна 0,7, вто-
рым – 0,8, третьим – 0,6. Для контроля взято по одному подшипнику из со-
бранных каждым рабочим. Найти вероятность того, что высшего качества 
будут: а) все подшипники; б) два подшипника; в) хотя бы один подшипник.

59. В телестудии три телевизионные камеры. Вероятности того, что в 
данный момент камера включена, равна соответственно 0,9; 0,8; 0,6. Найти 
вероятности того, что в данный момент включены: а) две камеры; б) не бо-
лее одной камеры; в) три камеры.

60. На железобетонном заводе изготавливают панели, 93% из которых –
высшего сорта. Найти вероятность того, что из трех наугад выбранных па-
нелей будут высшего сорта: а) три панели; б) хотя бы одна панель; в) не бо-
лее одной панели.

61-80. Решить задачу, используя формулу полной вероятности и 
формулы Байеса.

61. Три автомата изготавливают однотипные детали, которые посту-
пают на общий конвейер. Производительности первого, второго, и третье-
го автоматов соотносятся как 2:3:5. Вероятность того, что деталь с первого 
автомата – высшего качества, равна 0,8, со второго – 0,6, с третьего – 0,7. 
Найти вероятность того, что: а) наугад взятая с конвейера деталь – высше-
го качества; б) взятая наугад с конвейера деталь высшего качества изго-
товлена первым автоматом.

62. В дисплейном классе имеется 10 компьютеров первого типа и 15 –
второго типа. Вероятность того, что за время работы на компьютере перво-
го типа не произойдет сбоя, равна 0,9, а на компьютере второго типа – 0,7. 
Найти вероятность того, что: а) на случайно выбранном компьютере за 
время работы не произойдет сбоя; б) компьютер, во время работы на кото-
ром не произошло сбоя, – первого типа.

63. Для сигнализации о том, что режим работы автоматической ли-
нии отклоняется от нормального, используются индикаторы двух типов. 
Вероятности того, что индикатор принадлежит к одному из двух типов, 
равны соответственно 0,4 и 0,6. При нарушении работы линии вероятность 
срабатывания индикатора первого типа равна 0,9, второго – 0,7. 

а) Найти вероятность того, что наугад выбранный индикатор срабо-
тает при нарушении нормальной работы линии. 

б) Индикатор сработал. К какому типу он вероятнее всего принад-
лежит?
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64. На сборку поступают детали с четырех автоматов. Первый обра-
батывает 40%, второй – 30%, третий – 20% и четвертый – 10% всех дета-
лей, поступающих на сборку. Первый автомат дает 0,1% брака, второй –
0,2%, третий – 0,25%, четвертый – 0,5%. Найти вероятность того, что: а) на
сборку поступит стандартная деталь; б) поступившая на сборку стандарт-
ная деталь изготовлена четвертым автоматом.

65. В двух коробках имеются однотипные конденсаторы. В первой 
20 конденсаторов, из них 2 неисправных, во второй – 10, из них 3 неис-
правных. 

а) Найти вероятность того, что наугад взятый конденсатор из слу-
чайно выбранной коробки годен к использованию. 

б) Наугад взятый конденсатор оказался годным. Из какой коробки он 
вероятнее всего взят?

66. На двух станках обрабатываются однотипные детали. Вероят-
ность брака для станка №1 равна 0,03, для станка №2 – 0,02. Обработанные 
детали складываются в одном месте, причем деталей, обработанных на 
станке №1, вдвое больше, чем на станке №2. Найти вероятность того, что: 
а) взятая наугад деталь будет стандартной; б) наугад взятая стандартная 
деталь изготовлена на первом станке.

67. В группе из 10 студентов, пришедших на экзамен, 3 подготовле-
ны отлично, 4 – хорошо, 2 – удовлетворительно и 1 – плохо. Имеется 20 
вопросов, причем: отлично подготовленный студент может ответить на 
все, хорошо подготовленный – на 16, удовлетворительно подготовленный 
– на 10 и плохо подготовленный – на 5. Найти вероятность того, что слу-
чайно выбранный студент сможет ответить на доставшийся ему вопрос, и 
вероятность того, что этот студент плохо подготовлен и ему просто повез-
ло с вопросом.

68. Из продаваемого в магазине молока 40% поставляет первый мо-
локозавод, остальные 60% – второй. В среднем 9 из 1000 пакетов первого 
поставщика и 1 из 250 пакетов второго не выдерживают транспортировки 
и разгерметизируются. 

а) Найти вероятность того, что взятый наугад пакет будет разгерме-
тизированным. 

б) Случайно выбранный пакет оказался разгерметизированным. Най-
ти вероятность того, что он произведен на первом заводе.

69. Во время боевых действий самолет противника выпускает три 
помехи для дезинформации системы ПВО. Оператор ПВО отличает само-
лет от помехи с вероятностью 0,9. Точка на экране была принята за само-
лет. Что более вероятно: появление самолета или помехи?
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70. Обнаружен факт сброса в водоем неочищенных стоков. Пусть из-
вестно, что потенциальными источниками загрязнения являются два пред-
приятия, причем вероятность того, что сброс произведен первым предпри-
ятием, оценивается в 90%, а вторым в – 10%. Известно, что в 15% стока 
первого предприятия и в 92% второго ртуть превышает предельно допус-
тимую концентрацию (ПДК). Определить, какому предприятию может 
принадлежать обнаруженный сброс, если взятая проба показывает превы-
шение ПДК по ртути.

71. 20% приборов монтируется с применением микромодулей, ос-
тальные – с применением интегральных схем. Надежность прибора с при-
менением микромодулей – 0,9, интегральных схем – 0,8. Найти: а) вероят-
ность надежной работы наугад взятого прибора; б) вероятность того, что 
прибор – с микромодулем, если он исправен.

72. В первой урне 10 деталей, из них 8 стандартных. Во второй – 6 
деталей, из которых 5 стандартных. Из второй урны переложили в первую 
одну деталь. Какова вероятность того, что деталь, извлеченная после этого 
из второй урны, нестандартная?

73. Имеются две урны. В первой – семь красных шаров и три черных, 
во второй – три красных шара и четыре черных. Из первой урны перело-
жили во вторую один шар, затем, перемешав шары, из второй урны пере-
ложили в первую один шар. Найти вероятность того, что шар, извлечен-
ный после этого из первой урны, окажется красным.

74. Первой бригадой производится в три раза больше продукции, чем 
второй. Вероятность того, что продукция, производимая первой бригадой, 
окажется стандартной, равна 0,7, второй – 0,8. Определить вероятность то-
го, что взятая наугад единица продукции будет стандартной. Взятая наугад 
единица продукции оказалась стандартной. Какова вероятность того, что 
она произведена второй бригадой?

75. Комплектовщик получает для сборки 30% деталей с завода №1, 
20% деталей – с завода №2, остальные – с завода №3. Вероятность того, 
что деталь с завода №1 – высшего качества, равна 0,9, с завода №2 – 0,8, с 
завода №3 – 0,6. Найти вероятность того, что: а) взятая наугад деталь –
высшего качества; б) наугад взятая деталь высшего качества изготовлена
на заводе №2.

76. Телеграфное сообщение состоит из сигналов «точка» и «тире». 
Они встречаются в передаваемых сообщениях в отношении 5:3. Статиче-
ские свойства помех таковы, что искажаются в среднем 2/5 сообщений 
«точка» и 1/3 сообщений «тире». Найти вероятность того, что: а) переда-
ваемый сигнал принят; б) принятый сигнал – «тире».
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77. Для поисков спускаемого аппарата космического корабля выде-
лено 4 вертолета первого типа и 6 вертолетов второго типа. Каждый верто-
лет первого типа обнаруживает находящийся в районе поиска аппарат с 
вероятностью 0,6, второго типа – с вероятностью 0,7. 

а) Найти вероятность того, что наугад выбранный вертолет обнару-
жит аппарат. 

б) К какому типу вероятнее всего принадлежит вертолет, обнару-
живший спускаемый аппарат?

78. Пассажир может обратиться за получением билета в одну из трех 
касс вокзала A  или в одну из пяти касс вокзала B . Вероятность того, что к 
моменту прихода пассажира в кассах вокзала A  имеются в продаже биле-
ты, равна 0,6, в кассах вокзала B – 0,5. 

а) Найти вероятность того, что в наугад выбранной кассе имеется в 
продаже билет. 

б) Пассажир купил билет. В кассе какого вокзала он вероятнее всего 
куплен?

79. Имеется 6 коробок диодов типа A  и 8 коробок диодов типа B . 
Вероятность безотказной работы диода типа A  равна 0,8, типа B – 0,7. а) 
Найти вероятность того, что наугад выбранный диод проработает гаран-
тийное число часов. б) Наугад выбранный диод проработал гарантийное 
число часов. К какому типу он вероятнее всего относится?

80. На участке, изготавливающем болты, первый станок производит 
25%, второй – 35%, третий – 40% всех изделий. В продукции каждого из 
станков брак составляет соответственно 5%, 4%, 2%. Найти вероятность 
того, что: а) взятый наугад болт – с дефектом; б) случайно взятый болт с 
дефектом изготовлен на третьем станке.

81-100. Решить задачу, используя формулу Бернулли или асимпто-
тические формулы (локальную формулу Муавра – Лапласа, формулу Пуас-
сона, интегральную формулу Муавра – Лапласа).

81. Вероятность выигрыша по одной облигации трехпроцентного 
займа равна 0,25. Найти вероятность того, что из восьми купленных обли-
гаций выигрышными окажутся: а) три; б) две; в) не менее двух.

82. На диспетчерский пункт в среднем поступает 3 заказа в минуту 
на такси. Определить вероятность того, что за две минуты поступит: а) не 
менее 4 вызовов; б) ровно 4.

83. Вероятность сдачи экзамена для каждого из шести студентов 
равна 0,8. Найти вероятность того, что экзамен сдадут: а) пять студентов; 
б) не менее пяти студентов; в) менее пяти студентов.
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84. Телефонный кабель состоит из 400 жил. С какой вероятностью 
этим кабелем можно подключить к телефонной сети 395 абонентов, если 
для подключения каждого абонента нужна одна жила, а вероятность того, 
что она повреждена, равна 0,0125?

85. Всхожесть семян лимона составляет 80%. Найти вероятность то-
го, что из девяти посаженных семян взойдут: а) семь; б) не более семи; в) 
более семи.

86. К магистральному водопроводу подключены 160 предприятий, 
каждое из которых с вероятностью 0,7 в данный момент времени осущест-
вляет отбор воды. Найти вероятность того, что в этот момент забор воды
производят не менее 80 и не более 120 предприятий.

87. Автоматическая телефонная станция получает в среднем за час 
300 вызовов. Определить вероятность того, что за данную минуту она по-
лучит: а) ровно два вызова; б) более двух вызовов.

88. В жилом доме имеется 6000 ламп, вероятность включения каж-
дой из них в вечернее время равна 0,5. Найти вероятность того, что число 
одновременно включенных ламп будет в интервале между 2800 и 3200.

89. Для данного баскетболиста вероятность забросить мяч равна 0,7. 
Проведено 10 бросков. Что вероятнее: он забросит мяч в корзину 6 раз или 
8 раз?

90. Образец радиоактивного вещества в среднем за 10 секунд испус-
кает 4 заряженные частицы. Определить вероятность того, что за 2 секун-
ды образец испустит: а) хотя бы одну частицу; б) ровно одну.

91. Промышленная телевизионная установка содержит 2000 транзи-
сторов. Вероятность выхода из строя каждого из транзисторов равна 
0,0005. Найти вероятность выхода из строя хотя бы одного транзистора.

92. Среднее число самолетов, прибывающих в аэропорт за 1 мин, 
равно 2. Найти вероятность того, что за 6 мин прибудет 5 самолетов, если 
поток прибытия самолетов простейший.

93. Бланк программированного опроса состоит из пяти вопросов. На 
каждый даны три ответа, среди которых один правильный. Какова вероят-
ность того, что методом угадывания студенту удастся выбрать хотя бы че-
тыре правильных ответа?

94. Вероятность того, что при сортировке изделий одно из них будет 
разбито, равна 0,005. Найти вероятность того, что из 200 изделий окажутся 
разбитыми: а) три изделия; б) не более двух; в) не менее двух изделий.

95. Вероятность невыхода на работу из-за болезни равна 0,01 для ка-
ждого работника предприятия. Какова вероятность того, что в ближайший 



236

день не выйдет на работу хотя бы один из работников. Численность работ-
ников составляет 500 человек.

96. Программа-экзаменатор содержит 12 вопросов, на каждый из ко-
торых предлагается 4 варианта ответов. Положительная оценка выставля-
ется программой в том случае, когда экзаменующийся правильно ответит 
не менее чем на 10 вопросов. Найти вероятность того, что, выбирая ответы 
наугад: а) студент ответит на 10 вопросов; б) студент получит положи-
тельную оценку.

97. Вероятность поломки станка в течение одной смены равна 0,3. 
Определить вероятность поломки станка: а) в течение каждой из трех 
смен; б) в течение одной из трех смен.

98. Ожидается прибытие трех судов с овощами и фруктами. Статистика 
показывает, что в 1% случаев груз овощей и фруктов частично портится в 
дороге. Найти вероятность того, что: а) только одно судно придет с частично 
испорченным грузом; б) все три судна придут с неиспорченным грузом.

99. Вероятность попадания в цель равна 0,5. Сбрасывают по одной 
5 бомб. Определить вероятность того, что будет: а) не менее одного попа-
дания в цель; б) два попадания.

100. Вероятность того, что расход электроэнергии за сутки не пре-
вышает нормы, равна 0,8. Найти вероятность того, что в ближайшие 7 су-
ток расход электроэнергии не превысит нормы: а) за 4 суток; б) не менее 
чем за 5 суток.

101-120. Для данной СВ X : а) описать пространство элементарных 
исходов   и вычислить  iiXP  ),( ; б) записать ряд распределе-

ния СВ X ; в) вычислить математическое ожидание )(XM , дисперсию 

)(XD , среднеквадратическое отклонение )(σ X ; г) найти функцию рас-

пределения СВ X  и построить график этой функции.

101. Вероятность положительного результата при химическом ана-
лизе равна 0,8. СВ X – число положительных результатов химического 
анализа среди пяти проведенных.

102. Из ящика, содержащего 2 бракованные и 6 стандартных деталей, 
наугад извлекают 3 детали. СВ X – число извлеченных стандартных деталей.

103. При автоматической прессовке заготовок 2/3 от общего их числа 
не имеют зазубрин. СВ X – число заготовок из трех, не имеющих зазубрин.

104. Снайпер стреляет по замаскированному противнику до первого 
попадания. Вероятность промаха при отдельном выстреле равна 0,3. СВ X –
число промахов, если у снайпера в запасе 4 патрона.
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105. Имеется 5 ключей, из которых только один подходит к замку.
СВ X – число попыток открыть замок каждым ключом при условии, что 
опробованный ключ в последующих попытках не участвует.

106. Вероятность поражения цели при одном выстреле равна 0,6. СВ 
X – число выстрелов, производимых до первого поражения цели.

107. В шестиламповом радиоприемнике, где все лампы различны,
перегорела одна лампа. С целью устранения неисправности наудачу вы-
бранную лампу заменяют заведомо годной из запасного комплекта, после 
чего сразу проверяют работу радиоприемника. СВ X – число замен ламп.

108. В лотерее на 2000 билетов разыгрываются три вещи, стоимость 
которых 420, 120 и 60 ден. ед. СВ X – сумма выигрыша для лица, имею-
щего один билет.

109. Партия из 40 изделий содержит 8 бракованных. Из нее случай-
ным образом отобрано 4 изделия. СВ X – число бракованных изделий, со-
держащихся в случайной выборке.

110. Вероятность попадания мячом в корзину при одном броске рав-
на 0,4. СВ X – число попаданий при трех бросках.

111. Вероятность того, что в библиотеке имеется необходимая сту-
денту книга, равна 0,4. В городе 5 библиотек. СВ X – число библиотек, 
которые посетит студент.

112. В озере 3000 рыб, причем 2000 из них – меченые. Выловили 
7 рыб. СВ X – число меченых рыб среди выловленных.

113. Батарея состоит из трех орудий. Вероятности попадания в цель 
при одном выстреле из первого, второго и третьего орудий батареи равны 
соответственно 0,6, 0,8, 0,7. Каждое орудие стреляет по некоторой цели 
один раз. СВ X – число попаданий в цель.

114. В первой коробке 10 сальников, из них 2 бракованных, во вто-
рой – 16 сальников, из них – 4 бракованных, в третьей – 12, из них 3 брако-
ванных. СВ X – число бракованных сальников при условии, что из каж-
дой коробки взято наугад по одному сальнику.

115. Выход из строя коробки передач происходит по трем причинам: 
поломка зубьев шестерен, недопустимо большие контактные напряжения и 
излишняя жесткость конструкции. Каждая из причин приводит к поломке 
коробки передач с одной и той же вероятностью, равной 0,1. СВ X – чис-
ло причин, приведших к поломке в одном испытании.

116. Из 39 приборов, испытываемых на надежность, 5 высшей кате-
гории. Наугад взяли 4 прибора. СВ X – число приборов высшей категории 
среди отобранных.
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117. Вероятности выхода из строя в течение гарантийного срока ка-
ждого из трех узлов прибора равны соответственно 0,2; 0,3; 0,1. СВ X –
число узлов, вышедших из строя в течение гарантийного срока.

118. Вероятность выхода из строя в течение гарантийного срока каж-
дого из трех блоков прибора равна 0,3. СВ X – число блоков, вышедших 
из строя в течение гарантийного срока.

119. В первой студенческой группе из 24 человек 4 отличника, во 
второй из 22 человек 3 отличника, в третьей из 24 человек 6 отличников, в 
четвертой из 20 человек 2 отличника. СВ X – число отличников, пригла-
шенных на конференцию, при условии, что из каждой группы выделили 
случайным образом по одному человеку.

120. Вероятность отказа прибора за время испытания на надежность 
равна 0,2. СВ X – число приборов, отказавших в работе среди пяти испы-
тываемых.

121-140. Непрерывная СВ X  задана интегральной функцией (функ-
цией распределения) )(xF . Найти:

а) вероятность попадания значений НСВ X  в интервал );( ba ;

б) дифференциальную функцию (плотность вероятности) )(xf ;

в) математическое ожидание )(XM , дисперсию )(XD , среднеквад-

ратическое отклонение )(X ;

г) построить графики функций )(xF  и )(xf .
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ТИПОВОЕ РЕШЕНИЕ

Пример 1. В ящике находятся 15 красных, 9 голубых и 6 зеленых 
шаров. Наудачу вынимают 6 шаров. Какова вероятность того, что из ящика 
будут извлечены 1 зеленый, 2 голубых и 3 красных шара?

Решение. В ящике всего 30 шаров. При данном испытании число всех 

равновозможных элементарных исходов будет 6
30Cn  . Подсчитаем число 

элементарных исходов, благоприятствующих событию A – шары вынуты в 

заданном составе. Три красных шара из 15 можно выбрать 3
15C  способами, 

два голубых шара из 9 можно выбрать 2
9C  способами, один зеленый из 6 –

1
6C  способами. Следовательно (в силу правила произведения в комбинатори-

ке), число исходов, благоприятствующих событию A , будет m 3
15C 2

9C 1
6C . 

Используя классическое определение вероятности, находим вероятность со-
бытия A :
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Ответ: 0,17.

Пример 2. Два человека договорились встретиться в некоторый про-
межуток времени длительностью T  мин, причем каждый из пришедших на 
место встречи должен ждать другого не более τ  мин. Найти вероятность 
встречи.
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Решение. Пусть x  и y – моменты 

прихода каждого из встречающихся. То-
гда возможные значения x  и y : Tx 0

и Ty 0 . Благоприятствующие значе-

ния для встречи:  xy  и  yx . От-

куда  xy  и  xy . Эти неравенства 

определяют область d , заштрихованную 
на рис. 1.

Площадь области d :
22 )(  TTSd .
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Пример 3. Вероятности попадания в цель каждого из трех стрелков 
соответственно равны 0,8; 0,7; 0,9. Стрелки произвели один залп. Найти 
вероятность: а) только одного попадания; б) хотя бы одного попадания.

Решение. а) Пусть iA , 3,1i – события, означающие попадание в 

цель каждого из трех стрелков. Тогда iA , 3,1i – события, означающие 

промах каждого из трех стрелков. Событие A , означающее только одно 
попадание в мишень, записывается в виде

321321321 AAAAAAAAAA  .

Так как 321 AAA , 321 AAA , 321 AAA – несовместные события (стрелки 

производят выстрелы независимо друг от друга), то из теорем сложения и 
умножения вероятностей следует

)()()()()()()()()()( 321321321 APAPAPAPAPAPAPAPAPAP  .

По условию задачи 8,0)( 1 AP , 7,0)( 2 AP , 9,0)( 3 AP . Тогда 

2,08,01)( 1 AP , 3,07,01)( 2 AP , 1,09,01)( 3 AP . Следовательно,

092,09,03,02,01,07,02,01,03,08,0)( AP .

б) Событие B , означающее только одно попадание в мишень, запи-
сывается в виде

321 AAAB  .

Так как попадания в цель каждого стрелка – независимые в сово-
купности события, то 

О х

y

d

T

T
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994,01,03,02,01)()()(1)()( 321321  APAPAPAAAPBP .

Ответ: а) 0,092; б) 0,994.

Пример 4. На участке, изготавливающем болты, первый станок 
производит 25%, второй – 35%, третий – 40% всех изделий. В продукции 
каждого из них брак составляет соответственно 5%, 4%, 2%. Найти веро-
ятность того, что: а) взятый наугад болт – с дефектом; б) случайно взятый 
болт с дефектом изготовлен на третьем станке.

Решение. а) Пусть событие 1H  состоит в том, что взятый наугад 

болт изготовлен на первом станке, тогда 25,0)( 1 HP ; событие 2H – взя-

тый наугад болт изготовлен на втором станке, тогда 35,0)( 2 HP ; собы-

тие 3H – взятый наугад болт изготовлен на третьем станке, тогда 

4,0)( 3 HP . Система гипотез 1H , 2H , 3H  является полной группой несо-

вместных событий.
Пусть событие A  состоит в том, что взятый наугад болт окажется с де-

фектом. Тогда 05,0)/( 1 HAP – условная вероятность события, состоящего в 

том, что дефектный болт изготовлен на первом станке; 04,0)/( 2 HAP – ус-

ловная вероятность события, состоящего в том, что дефектный болт изготов-
лен на втором станке; 02,0)/( 3 HAP – условная вероятность события, со-

стоящего в том, что дефектный болт изготовлен на третьем станке. Найдем 
вероятность события A  по формуле полной вероятности:

 )/()()/()()/()()( 332211 HAPHPHAPHPHAPHPAP

0297,002,04,004,035,005,025,0  .
б) Вероятность того, что случайно взятый болт с дефектом изготов-

лен на третьем станке, найдем по формуле Байеса

)(

)/()(
)/( 33

3 AP

HAPHP
AHP  , где )(AP – полная вероятность события A .

Тогда

)/( 3 AHP 27,0
03,0

02,04,0



.

Ответ: а) 0,0297; б) 0,27.

Пример 5.1. Наблюдениями установлено, что в некоторой местности 
в сентябре бывает 12 дождливых дней. Найти вероятность того, что из 
случайно зафиксированных в этом месяце 8 дней дождливыми окажутся: а) 
три дня; б) не менее трех дней; в) не более трех дней.

Решение. Наблюдения в условиях данной задачи являются незави-
симыми. Вероятность выпадения дождя в любой день сентября 
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4,0
30

12
p , а вероятность того, что в любой день сентября дождя не бу-

дет, 6,04,011  pq .

Вероятность )(kPn  того, что в n  наблюдениях событие наступит k

раз, определяется формулой Бернулли
knkk

nn qpCkP )( .

а) По условию задачи 8n , 3k , 4,0p , 6,0q . Тогда

278692,06,04,0)3( 543
88  CP .

б) Поскольку 8n , 83  k , 4,0p , 6,0q , то

)5()4()3()83( 8888 PPPkP   )8()7()6( 888 PPP

 )0(1 8P 624893,06,04,0286,04,086,01)2()1( 6278
88  PP .

в) Так как 8n , 30  k , 4,0p , 6,0q , то

 )3()2()1()0()30( 88888 PPPPkP

624893,06,04,0286,04,086,01)2()1( 6278
88  PP .

Ответ: а) 278692,0 ; б) 624893,0 ; в) 624893,0 .

Пример 5.2. На факультете 730 студентов. Вероятность дня рожде-

ния каждого студента в данный день равна 
365

1
. Вычислить вероятность 

того, что найдутся три студента, у которых дни рождения совпадают.

Решение. В данном случае 730n , 3k , 
365

1
p , 

365

364

365

1
1 q . Так как n  велико, воспользуемся локальной теоремой 

Муавра – Лапласа:

)(
1

)( x
npq

kPn  , где 
npq

npk
x


 .

Определяем x :

71,0

365

364

365

1
730

365

1
7303





x .

С помощью таблицы значений функции )(x  находим

3101,0)71,0(  .

Тогда                               2210,0)3(730 P .

Ответ: 2210,0 .
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Пример 5.3. Всхожесть семян данного растения равна 0,9. Найти 
вероятность того, что из 900 посаженных семян число проросших заклю-
чено между 790 и 830.

Решение. Для нахождения искомой вероятности воспользуемся ин-
тегральной теоремой Муавра – Лапласа:

)()(),( 1221 xΦxΦkkPn  , где )(xΦ – функция Лапласа, т.е. 

dtexΦ
x t





0

2

2

2

1
)(


,

а 1x  и 2x  определяются равенствами 
npq

npk
x


 1

1 , 
npq

npk
x


 2

2 .

Из условия следует, что 900n , 7901 k , 8302 k , 9,0p , 1,0q . 

Определяем 1x  и 2x :

22,2
9

20

81

810790

1,09,0900

9,0900790
1 







x ;

22,2
9

20

81

810830

1,09,0900

9,0900830
2 







x .

С помощью таблицы значений функции Лапласа находим
4868,0)22,2()( 2 ΦxΦ , 4868,0)22,2()( 1 ΦxΦ .

Наконец, получаем искомую вероятность
9736,04868,04868,0)()()830,790( 12900  xΦxΦP .

Ответ: 9736,0 .

Пример 5.4. Прядильщица обслуживает 1000 веретен. Вероятность 
обрыва нити на одном веретене в течение времени t  равна 0,002. Найти 
вероятность того, что в течение времени t  обрыв произойдет более чем на 
трех веретенах.

Решение. В соответствии с условием имеем: 1000n , 3k , 
002,0p . Так как n  достаточно велико, а p  достаточно мало, воспользу-

емся формулой Пуассона

!
)(

k
e

kP
k

n

 

 , где np .

В нашем случае при 2002,01000   искомая вероятность равна
 )3(1)3( 10001000 kPkP  )0(1 1000P  )3()2()1( 100010001000 PPP

 

!3

2

!2

2

!1

2

!0

2
1

3
2

2
22

0
2 eeee

1428,01805,02707,02707,01353,01  .
Ответ: 1428,0 .
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Пример 6. Для данной СВ X :
а) описать пространство элементарных исходов   и вычислить 

 iiXP  ),( ;

б) записать ряд распределения СВ X ;
в) вычислить математическое ожидание )(XM , дисперсию )(XD , 

среднеквадратическое отклонение )(X ;

г) найти функцию распределения СВ X  и построить график этой 
функции.

Вероятность изготовления нестандартного изделия при некотором 
технологическом процессе равна 0,06. Контролер берет из партии изделие и 
сразу проверяет его качество. Если оно оказывается нестандартным, даль-
нейшие испытания прекращаются, а партия задерживается. Если же изделие 
оказывается стандартным, контролер берет следующее, и т.д., но всего про-
веряет не более пяти изделий. СВ X – число проверяемых изделий.

Решение. а) Дискретная случайная величина X  может принимать 
пять значений: 11 x , 22 x , 33 x , 44 x , 55 x . Она примет значение 

11 x , т.е. будет проверено лишь одно изделие, и партию задержат, если 

первое проверенное контролером изделие окажется нестандартным. Веро-
ятность такого исхода испытания 06,0)1( XP .

Проверяют два изделия, т.е. 2X , если первое окажется стандарт-
ным, а второе – нестандартным. Вероятность такого исхода испытания на-
ходим по теореме умножения: 056,006,094,0)2( XP  (здесь 0,94=1-

0,06 – вероятность того, что изделие окажется стандартным).
Испытание ограничится проверкой качества трех изделий, если пер-

вые два окажутся стандартными, а третье – нестандартным. По теореме ум-
ножения вероятность такого исхода испытаний ( 3) 0,94 0,94 0,06P X      .

20,94 0,06 0,053    Аналогично находим 05,006,094,0)4( 3 XP .

Проверяются пять изделий, если первые четыре окажутся стандарт-
ными, так как при любом качестве пятого изделия по условию проверка 
партии заканчивается. Имеем 781,094,0)5( 4 XP .

Таким образом, пространство элементарных исходов   есть множе-
ство }5,4,3,2,1{ 54321   .

б) Запишем ряд распределения СВ X :

Отметим, что условие нормировки выполнено:

0,06+0,056+0,053+0,05+0,781=1.

X 1 2 3 4 5
P 0,06 0,056 0,053 0,05 0,781
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в) Вычислим математическое ожидание )(XM  по формуле





n

k
kknn pxpxpxpxXM

1
2211 ...)( .

Имеем
436,4781,0505,04053,03056,0206,01)( XM .

Вычислим дисперсию )(XD  по формуле
22 ))(()()( XMXMXD  .

Имеем

)( 2XM 086,21781,0505,04053,03056,0206,01 22222  ,

тогда

408,1436,4086,21)( 2 XD .

В соответствии с формулой

)()( XDX 
находим среднеквадратическое отклонение )(X :

187,1408,1)( X .

г) Для построения функции распределения )(xF  дискретной случай-

ной величины X воспользуемся формулой




xx

k
k

xXPxF )()( ,

где неравнство xxk   означает, что суммируются вероятности тех значе-

ний, которые меньше x .
При 1x

0)()(
1

 
kx

kxXPxF .

При 21  x
06,0)1()()(

2
 


XPxXPxF

kx
k .

При 32  x
 


)2()1()()(

3
XPXPxXPxF

kx
k

116,0056,006,0  .
При 43  x

 


)3()2()1()()(
4

XPXPXPxXPxF
kx

k

169,0053,0056,006,0  .
При 54  x

 


)4()3()2()1()()(
5

XPXPXPXPxXPxF
kx

k

219,005,0053,0056,006,0  .
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При 5x
 )5()4()3()2()1()( XPXPXPXPXPxF

1781,005,0053,0056,006,0  .
Функция распределения имеет вид

.5при1

,54при219,0

,43при169,0

,32при116,0

,21при06,0

,1при0

)(















x

x

x

x

x

x

xF

Построим график функции )(xF  (рис. 2).

Пример 7. Непрерывная СВ X  задана интегральной функцией 
(функцией распределения) )(xF . Найти:

а) вероятность попадания значений НСВ X  в интервал );( ba ;

б) дифференциальную функцию (плотность вероятности) )(xf ;

в) математическое ожидание )(XM , дисперсию )(XD , среднеквад-

ратическое отклонение )(X ;

г) построить графики функций )(xF  и )(xf .

.3,2

.5xпри1

,50при
125

,0при0

)(
3










ba

x
x

x

xF

О 1 53 4

0,06
0,116

0,219

1

2 x

0,169

F(x)

Рис. 2
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Решение. а) По свойству функции распределения имеем

152,0
125

8

125

27
|

125
|

125
)2()3()32(

2

3

3

3


 xx

xx
FFXP .

б) Найдем плотность вероятности

.5при0

,50при
125

3
0при0

)()(
2









x

x
x

x

xFxf

Вероятность попадания значений НСВ X  в интервал )3;2(  также 

можно найти, зная плотность вероятности

152,0
125

8

125

27
|

3125

3

125

3
)32(

3

2

33

2

2

 
x

dx
x

XP .

в) Найдем числовые характеристики НСВ X . 
Математическое ожидание 

75,3
4

15

4

5

5

3
|

4125

3

125

3

125

3
)(

4

3

5

0

45

0

3
5

0

2

 
x

dxxdx
x

xXM .

Дисперсия 

  0625,14|
5125

3
0625,14

125

3
75,3

125

3
)(

5

0

55

0

42
5

0

2
2 x

dxxdx
x

xXD

9375,00625,1415  .
Среднеквадратическое отклонение 

9672,09375,0)( X .

г) Построим графики функций )(xF  и )(xf  (рис. 3,4).

О 5 x

1

F(x)

О 5 x

0,6

f(x)

Рис. 3 Рис. 4
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ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЕ ВОПРОСЫ

1. Определения: случайного события, опыта; достоверных и не-
возможных, совместных и несовместных событий; элементарных исходов 
опыта. Примеры. Действия над событиями. Примеры.

2. Классическое определение вероятности. Пример. Основные 
свойства вероятности. Статистическое определение вероятности.

3. Геометрическое определение вероятности. Пример.
4. Теоремы о вероятности суммы и произведения событий.
5. Определение зависимых и независимых событий. Определение 

условной и безусловной вероятности. События независимые в совокупно-
сти. Пример Бернштейна.

6. Формула полной вероятности. Формулы Байеса.
7. Формула Бернулли. Наивероятнейшее число появлений события 

в независимых испытаниях.
8. Асимптотические формулы: формула Пуассона, локальная и ин-

тегральная формулы Муавра – Лапласа.
9. Определения: случайной величины, дискретной и непрерывной 

случайных величин. Примеры. Закон распределения случайной величины,
дискретной случайной величины.

10. Плотность вероятности непрерывной случайной величины и её 
свойства.

11. Функция распределения случайной величины и её свойства.
12. Функция распределения дискретной и непрерывной случайных

величин.
13. Математическое ожидание и его свойства.
14. Дисперсия и её свойства. Среднее квадратическое отклонение.
15. Моменты распределения случайных величин.
16. Биномиальный закон распределения дискретных случайных ве-

личин. Числовые характеристики случайной величины, распределённой 
биномиально.

17. Закон распределения Пуассона дискретных случайных величин. 
Числовые характеристики случайной величины, имеющей пуассоновское 
распределение. Простейший поток событий.

18. Закон равномерного распределения непрерывных случайных ве-
личин. Числовые характеристики случайной величины, распределённой 
равномерно.
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19. Показательный закон распределения непрерывных случайных 
величин. Числовые характеристики случайной величины, распределённой 
по показательному закону. Функция надёжности.

20. Нормальный закон распределения непрерывных случайных ве-
личин. Числовые характеристики нормально распределённой случайной 
величины.

21. Вероятность попадания значений нормально распределённой 
случайной величины в заданный интервал. Правило трёх сигм. Функция 
распределения нормальной случайной величины.

22. Неравенство Чебышева. Теорема Чебышева.
23. Теорема Бернулли.
24. Неравенство Маркова, теорема Пуассона, центральная предель-

ная теорема Ляпунова.
25. Закон распределения двумерной дискретной случайной величины.
26. Функция распределения двумерной случайной величины и её

свойства.
27. Законы и условные законы распределения составляющих дву-

мерной случайной величины.
28. Зависимые и независимые составляющие двумерной случайной 

величины. Числовые характеристики двумерной случайной величины.
29. Функциональная и статистическая зависимости. Корреляцион-

ное отношение и его свойства.
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