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ВВЕДЕНИЕ 
 

Предлагаемый комплекс содержит систему взаимосвязанных средств 
обучения на основе действующей программы по физике. 

Данное пособие содержит два модуля. Каждый модуль содержит учеб-
ную и методическую программы, краткое содержание теоретического мате-
риала, примеры решения задач, задачи для самостоятельного решения, а так-
же список основной и дополнительной литературы.  

Успехи и перспективы большинства наукоемких отраслей промыш-
ленности основаны на достижениях квантовой физики, что определяет ее 
огромное значение в формировании естественно-научного мировоззрения 
современного, прогрессивно мыслящего инженера. Настоящее пособие не 
претендует на освещение всех проблем современной физики твердого тела и 
квантовой механики, а преследует цель ознакомления студентов инженерно-
технических специальностей с основами квантово-механических методов 
описания свойств различных сред и процессов, протекающих в них. Основ-
ное внимание уделяется базовым вопросам, входящим в программу курса 
общей физики и определенным образовательными стандартами соответст-
вующих специальностей. Для студентов, заинтересовавшихся данной темой 
и желающих получить более широкое представление по рассматриваемым 
проблемам, предложен список дополнительной литературы. 

УМК разработан доцентом кафедры физики УО «ПГУ» Вабищеви-
чем С. А. и старшими преподавателями Опариной Н. А. и Вабищевич Н. В. 
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УЧЕБНЫЙ МОДУЛЬ 7. КВАНТОВАЯ ПРИРОДА ИЗЛУЧЕНИЯ.  
ЭЛЕМЕНТЫ КВАНТОВОЙ ФИЗИКИ 

 
 

Физической основой квантовой физики является корпускулярно-волновой 
дуализм, представляющий собой основное и универсальное свойство мате-
рии. Согласно указанному принципу любой волне в природе соответствует 
частица и наоборот – любая частица в природе способна проявлять свойства 
волны. При этом физические величины, характеризующие волну (волновой 

вектор k
�

 и частота ω) и частицу (энергия E и импульс p
�

) связаны между 

собой соотношениями E = ħω и p k=
��
ℏ . К настоящему времени обнаружено 

большое количество экспериментальных фактов, подтверждающих кор-
пускулярно-волновой дуализм материи. Квантовая физика является более 
общей теорией по сравнению с классической физикой. Квантовая теория неза-
менима при решении задач, характеризующих системы микрочастиц. Законы 
указанной теории позволили выяснить строение электронных оболочек атомов, 
установить природу химической связи, понять строение и свойства атомных 
ядер. Многие физические свойства материи смогли быть объяснены детально 
только с появлением квантовой физики. 

Рассмотренные ранее оптические явления интерференции, дифракции, дис-
персии и поляризации света показали, что свет обладает волновыми свойствами.  

Однако последующее изучение взаимодействия света с веществом 
выявило, что свету, помимо указанных волновых свойств, присущи еще и 
другие свойства, которые можно считать атрибутами частиц, локализован-
ных в определенном объеме, обладающих определенной массой, импуль-
сом и энергией. В связи с этим возникло новое представление о свете как о 
квантах, рассматривая световой поток как поток своеобразных частиц – 
квантов света. 

Представление о том, что и частицам присущи волновые свойства, 
принадлежит Луи Де Бройлю (1924 г.). Де Бройль предположил, что с по-
током частиц связан некоторый волновой процесс, который оказывает 
влияние на поведение частиц и обусловливает целый ряд их свойств, несо-
вместимых со свойствами частиц как корпускул. Наличие у частиц волно-
вых свойств делает невозможным применение для их описания механики 
Ньютона. Теория, которая учитывает волновые свойства частиц, получила 
название квантовой. Основное уравнение квантовой физики, которое вы-
полняет ту же роль, что и второй закон Ньютона в классической механике, 
называется уравнением Шредингера.  
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Учебно-методическая структура модуля 
 

Модуль 7. Квантовая природа излучения. Элементы квантовой физики 

УБ-1. Квантовые свойства 
излучения 

УБ-2. Элементы квантовой 
физики 

УБ-3. Элементы атомной 
физики 

• понятие кванта излучения 
и его массы 
• импульс и энергия кванта 
излучения 
• характеристики теплового 
излучения 
• фотоэффект 
• эффект Комптона 
• давление света 

• волна де Бройля для частиц 
• соотношения неопределен-
ностей 
• волновая функция  
• среднее значение величин 
• уравнение Шредингера 
• частица в потенциальной яме 
• квантовый гармонический 
осциллятор 
• туннельный эффект 

• постулаты Бора 
• квантовые числа 
• спектр атома водорода 
• водородоподобные атомы 
• связь атомов в молекулах, 
спектры атомов и молекул 
• рентгеновское излучение 
• лазер 

 
Методическая программа модуля 
 

№ 
п/п 

Тема занятия Тип занятия Вид занятия Часы 

1.  
Квантовая природа света. Понятие 
массы, импульса и энергии кванта 
излучения 

формирование новых 
знаний и системати-
зация навыков 

лекция и прак-
тическое занятие 

1/0,5 

2.  Тепловое излучение и его законы 
формирование новых 
знаний 

лекция и прак-
тическое занятие 

2/1 

3.  Фотоэффект и его законы 
углубление и система-
тизация знаний навыков 

лекция и прак-
тическое занятие 

1/0,5 

4.  Эффект Комптона 
формирование новых 
знаний 

лекция и прак-
тическое занятие 

1/1 

5.  Давление света 
углубление и система-
тизация навыков 

лекция и прак-
тическое занятие 

1/1 

6.  
Корпускулярно-волновой дуализм 
частиц. Гипотеза де Бройля. Соот-
ношение неопределенностей 

формирование новых 
знаний 

лекция и прак-
тическое занятие 

2/1 

7.  
Статистический смысл волновой 
функции. Временное и стационарное 
уравнение Шредингера 

формирование новых 
знаний 

лекция и прак-
тическое занятие 

2/1 

8.  
Частица в потенциальной яме. 
Квантовый гармонический осцил-
лятор. Туннельный эффект 

формирование новых 
знаний 

лекция и прак-
тическое занятие 

2/1 
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9.  
Теория Бора для атома водорода. 
Спектр атома водорода 

углубление и система-
тизация навыков 

лекция и прак-
тическое занятие 

2/1 

10.  
Атом водорода в квантовом описании. 
Квантовые числа. Уравнение Шре-
дингера для атома водорода 

формирование новых 
знаний 

лекция и прак-
тическое занятие 

2/1 

11.  
Спектры водородоподобных атомов 
и молекул 

формирование новых 
знаний 

лекция и прак-
тическое занятие 

1/1 

12.  
Рентгеновские спектры. Много-
электронные атомы 

формирование новых 
знаний 

лекция 1 

13.  
Периодический закон Д. И. Менде-
леева 

углубление и система-
тизация навыков 

лекция и прак-
тическое занятие 

1/1 

14.  Вынужденное излучение. Лазеры 
формирование новых 
знаний 

лекция 2 

 
УБ-1. Квантовые свойства излучения 

 
Введение 

 

Учебный блок посвящен рассмотрению вопросов, связанных с явле-
ниями, в которых в полной мере проявились корпускулярные свойства 
света – тепловое излучение, фотоэффект, эффект Комптона и давление 
света. В рассматриваемых явлениях свет ведет себя как поток частиц – 
фотонов. Согласно гипотезе Планка энергия фотона равна E = hν, и в со-
ответствии с соотношением для массы и энергии E = mc2, можно записать  

2h mcν = . 
Отсюда для массы фотона в рамках корпускулярных представлений 

получаем выражение 

2

h
m

c

ν= . 

Следует отметить, что в отличие от обычных частиц (электрон, про-
тон и т.п.) фотон обладает нулевой массой покоя. Иными словами, квант 
электромагнитного излучения существует, только распространяясь со ско-
ростью света. Импульс фотона равен 

2

h h h
p mc c

cc

ν ν= = ⋅ = =
λ

. 

Однако такие явления, как интерференция и дифракция света, могут 
быть объяснены только на основе волновых представлений. Таким обра-
зом, свет проявляет корпускулярно-волновой дуализм или двойственность 
свойств: в одних явлениях проявляется его волновая природа, в других – 
свет ведет себя как поток частиц. 
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При изучении данного раздела студенты должны  
иметь представление:  

– об основных характеристиках движениях и связях между ними (импульс, 
энергия, давление); 
– об основных характеристиках колебательного движения – период, частота, 
фаза, амплитуда; 
– о волновых процессах, уравнении волны. 

обладать навыками: 
– применения элементов дифференциального и интегрального исчисления; 
– о способах решения дифференциальных уравнений второго порядка и 
интегральном исчислении. 

 
Учебная программа блока 

 
№ 
п/п 

Содержание блока 
Форма  

подготовки* Литература 

1 

Масса фотона. Импульс и энергия фотона. 
Тепловое излучение Основные характеристики 
теплового излучения. Абсолютно черное тело. 
Законы излучения абсолютно черного тела. 
Формула Планка. Оптическая пирометрия 

л 
[1] – §36.4, §35.1 – 35.3 
[2] – §24.1 – 24.3, §25.5 

2 Внешний фотоэффект. Законы фотоэффекта с 
[1] – §36.1, §36.2 
[2] – §25.2 – 25.4 

3 
Эффект Комптона. 
Давление света 

л 
[1] – §36.4 – 36.6 
[2] – §25.5 – 25.6 

 

Форма подготовки: л – лекция; с – самостоятельная работа 

 
Цели обучения 

 
Что должен знать Что должен уметь 

• Основные характеристики и законы 
теплового излучения. Основные способы 
(оптическая пирометрия) определения 
температуры нагретых тел 
• Корпускулярно-волновой дуализм света. 
Фотоны и их характеристики 
• Законы внешнего фотоэффекта 
• Физическую сущность явлений внешнего 
фотоэффекта, эффекта Комптона и давле-
ния света 

• Определять энергию, импульс, массу 
световых квантов 
• Вычислять основные характеристики 
теплового излучения нагретого тела 
• Рассчитывать характеристики фотоэлек-
тронов, пользуясь законами фотоэффекта 
• Вычислять давление света на поверхность  
• Пользоваться законами, подтверждающими 
корпускулярные (квантовые) свойства света 
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1.1. Краткое содержание теоретического материала  
 

Тепловое излучение. Основные характеристики теплового излу-
чения. Абсолютно черное тело 
 

Тепловое излучение представляет собой электромагнитное излучение 
тел, которое возникает за счет внутренней энергии тела, характеристики 
которого зависят от температуры и оптических свойств тела. 

Для описания теплового излучения используются следующие харак-
теристики: 

1. Поток излучения Ф – энергия, излучаемая за единицу времени  
с поверхности тела электромагнитными волнами всех частот и по всем на-
правлениям. 

2. Энергетическая светимость rT – поток энергии, излучаемый еди-
ницей поверхности излучающего тела по всем направлениям (в пределах 
телесного угла 2π) по всем частотам (длинам волн) излучения: 

Ф
Tr S

=                                                       (1) 

3. Спектральная плотность излучения rλT – представляет собой 
мощность излучения с единичной площади поверхности тела, приходя-
щуюся на единичный интервал длин волн вблизи данной длины волны λ. 
Функция распределения rλT характеризует распределение мощности излу-
чения по спектру излучения тела. Спектральная плотность излучения и 
энергетическая светимость связаны соотношением  

Т
T

dr
r

dλ =
λ

,                                                   (2) 

где drT – энергетическая светимость тела при температуре Т в диапазоне 
длин волн от λ до λ + dλ. Из соотношения следует, что 

T Tdr r dλ= λ . 

Очевидно, что для определения энергетической светимости тела при 
данной температуре rT необходимо воспользоваться соотношением  

0
T Tr r d

∞

λ= λ∫ . 

Вместо распределения энергии по интервалам длин волн rλT, можно 
воспользоваться распределением по частотам rωT: drT = rωTdω, но поскольку 

2 cπω =
λ

, то связь между интервалами частот и длин волн 
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2

2 c
d d

πω = − λ
λ

.                                              (3) 

Очевидно, что drT = rωTdω = rλTdλ, поэтому с учетом (3) 
2 2

2 2T T T T
d

r r r r
d c cω λ λ λ

λ λ λ= = − =
ω π π

.                             (4) 

Поэтому расчет спектральных плотностей излучения тела осуществ-
ляется в соответствии с формулой (4).  

4. Поглощательная способность – отношение потока энергии, по-
глощенной телом к потоку, падающему на тело 

погл

пад

Ф

Ф
Т

T
Т

a λ
λ

λ
= , или 

погл

пад

Ф

Ф
Т

T
Т

a = .                                  (5). 

Тело, которое при любой температуре поглощает всю энергию па-
дающего на него электромагнитного излучения, называется абсолютно 
черным телом (АЧТ); для него аλТ = 1. Абсолютно черное тело представляет 
собой идеальную физическую модель. В природе таких тел нет. Большинство 
реальных тел являются серыми; для них аλТ < 1. Однако некоторые тела  
в определенных условиях могут по своим свойствам приближаться к абсо-
лютно черному телу. Физические величины, характеризующие излуча-
тельную способность черного тела, для наглядности принято в формулах 
обозначать большими буквами RT и RλT. 
 

Законы излучения абсолютно черного тела. Формула Планка 
 

Если имеется несколько тел, нагретых до различной температуры, то 
спустя некоторое время произойдет выравнивание температур, даже если 
передача теплоты конвекцией и теплопроводностью исключена. Горячие 
тела путем излучения передают холодным больше энергии, чем получают 
от них, и так до тех пор, пока не наступит равновесное состояние. В со-
стоянии термодинамического равновесия у тел, обменивающихся энергией 
лишь путем излучения и поглощения, отношение энергетической светимо-
сти тела к его поглощательной способности является постоянной величи-
ной, не зависящей от природы тел, и для всех тел выражается одной и той 
же функцией длины волны и температуры: 

1 2

...T T T
T

T T T i

r r r
R

a a a
λ λ λ

λ
λ λ λ

     
= = = =     

     
.                            (6) 

Соотношение (6) называется законом Кирхгофа. Функция RλT пред-
ставляет собой спектральную плотность излучения абсолютно черного тела. 
В интегральном виде закон Кирхгофа записывается следующим образом: 
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T
T

T

r
R

a
= ,                                                    (7) 

где RT – энергетическая светимость абсолютно черного тела. 
Задача о нахождении математического выражения функции RλT спек-

тральной плотности излучения абсолютно черного тела являлась основной 
в теории излучения. Зависимости RλT от λ и Т, согласующиеся с опытными 
данными, удалось получить М. Планку в 1900 г. Для этого ему пришлось 
предположить, что испускание и поглощение веществом электромагнитного 
излучения происходит порциями, или квантами, энергия которых пропор-
циональна частоте излучения, т.е. 

E h= ν , 
где h = 6,62⋅10–34 Дж·c – постоянная Планка. 

Вид функции RλT, теоретически установленной М. Планком, описы-
вает спектр излучения абсолютно черного тела 

2 2

5

4

exp 1
T

c
R

kT

λ
π=

 ω  λ − −  
  

ℏ

ℏ
, где 

2

h=
π

ℏ .                        (7) 

Графики функции RλT для различных 
температур представлены на рис. 1.1 (T1 < 
T2 < T3). Воспользовавшись соотношением 
(4), можно получить соотношение для RωT: 

3

2 24 exp 1
TR

c
kT

ω
ω=

 ω  π − −  
  

ℏ

ℏ
. 

Из формулы Планка (4) следуют 
основные законы теплового излучения: 

1. Закон Больцмана: энергетическая 
светимость черного тела пропорциональна 
четвертой степени температуры 

4
TR T= σ ,                                                   (8) 

где σ = 5,7⋅10–8 Вт/(м2К) – постоянная Стефана – Больцмана. 
2. Закон смещения Вина устанавливает связь длины волны λm, соот-

ветствующей максимуму спектральной плотности излучения абсолютно 
черного тела с температурой тела Т 

m
b

T
λ = ,                                                     (9) 

где b = 2,9⋅10–3 м⋅К – постоянная Вина. Согласно данному закону с увели-

Рис. 1.1 
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чением температуры тела максимум функции RλT смещается в коротковол-
новую область (рис. 1.1), т.е. λ3 < λ2 < λ1. 

3. Максимальная спектральная плотность излучения черного тела 
возрастает пропорционально пятой степени температуры 

max 5
TR b Tλ ′= ,                                               (10) 

где b′  = 1,9⋅10–5 Вт/(м3К5). 
 

Оптическая пирометрия 
 

Оптической пирометрией называется совокупность оптических методов 
измерения температуры, основанных на законах теплового излучения. 
Приборы, применяемые для этого, называются пирометрами.  

В выражения (8), (9) и (10) входит температура излучающего тела. 
Поэтому любое из данных выражений может быть использовано для нахо-
ждения температуры раскаленных тел. Пирометры подразделяются на три 
основные группы: радиационные, яркостные и цветовые пирометры [4]. 

В радиационных пирометрах регистрируется интегральное (полное) излуче-
ние исследуемого нагретого тела. Температура, определяемая пирометром, называ-
ется радиационной Tp и связана с истинной температурой тела T соотношением 

4

p

T

T
T

a
= ,  

где Ta  – поглощательная способность тела при данной температуре. 
В яркостных пирометрах температура определяется на основе срав-

нения излучения светящегося тела с излучением абсолютно черного тела 
на одном и том же фиксированном участке спектра. 

В цветовых пирометрах определяется максимум спектральной плотно-
сти излучения серого тела λm, который совпадает с максимумом для абсо-
лютно черного тела. По формуле (9) определяют температуру тела. 

В соответствии с квантовой (корпускулярной) гипотезой Планка, решившей 
проблему теплового излучения, также объясняются такие явления как фотоэф-
фект, эффект Комптона, способность света оказывать давление. 
 

Фотоэффект. Законы фотоэффекта  
 

Фотоэффектом (внешним) называется явление испускания элек-
тронов веществом под действием света. Электроны, вылетающие из веще-
ства при внешнем фотоэффекте, называются фотоэлектронами, а элек-
трический ток, образуемый ими при упорядоченном движении во внешнем 
электрическом поле, называется фототоком. 

Схема установки по изучению фотоэффекта представлена на рис. 1.2. 
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Катод К, покрытый исследуемым металлом, освещается монохроматическим 
светом, проходящим через окно О. Напряжение U между анодом и катодом ре-
гулируется с помощью потенциометра и измеряется вольтметром V. Две бата-
реи Б1 и Б2 включены навстречу друг другу и позволяют не только изменять 
величину, но и знак напряжения U. Фототок измеряется гальванометром G. 

На рис. 1.3 изображены зависимости фототока от напряжения, соответ-
ствующие различным энергетическим освещенностям катода. Частота света 
одинакова. Существование фототока в области отрицательных напряжений 
объясняется тем, что фотоэлектроны, выбитые светом из катода, обладают от-
личной от нуля начальной кинетической энергией. За счет уменьшения этой 
энергии электроны могут совершать работу против сил задерживающего элек-
трического поля и достигать анода. 

Исследования А. Г. Столетова привели к установлению основных 
закономерностей фотоэффекта:  

1. Сила фототока насыщения прямо пропорциональна падающему 
световому потоку (энергетической освещенности катода); 

2. Максимальная кинетическая энергия фотоэлектронов не зависит 
от интенсивности падающего света, а определяется лишь частотой падаю-
щего монохроматического света и растет с увеличением частоты; 

3. Для каждого вещества существует минимальная частота, называемая 
красной границей фотоэффекта, при которой еще возможен фотоэффект. 

Второй и третий выводы из закономерностей внешнего фотоэффекта 
возможно истолковать лишь на основе квантовых представлений о свете. 
А. Эйнштейн, развивая идеи М. Планка, высказал гипотезу, что свет не 
только излучается, но распространяется и поглощается веществом в виде 
отдельных дискретных квантов электромагнитного излучения – фотонов. 
Уравнение Эйнштейна для фотоэффекта выражает закон сохранения энер-
гии в фотоэффекте при условии, что квант света полностью поглощается 
свободным электроном в металле:  

2
max

2

m
h A

υν = + ,                                           (11) 

Кh A Eν = + , 

Рис. 1.3 Рис. 1.2 
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где А – работа выхода электрона из материала, m и υmax – соответственно 
масса электрона и его максимальная скорость, hν – энергия падающего 
кванта света, ЕК – кинетическая энергия электрона. 

Максимальную скорость электронов можно определить также по величине 
тормозящей разности потенциалов, при которой фототок обращается в нуль 

2
max

02

m
eU

υ = .                                              (12) 

В этом случае можно записать 

0h A eUν = + ; 0
h A

U
e e

ν= − . 

Зависимость U0(ν) изображена на рис. 1.4.  
Работа выхода электронов из материала 

не зависит от частоты падающего света и может 
быть определена по таблицам, если известен ма-
териал, из которого выбиваются электроны, либо 
по частоте излучения, соответствующей крас-
ной границе фотоэффекта νк (рис. 1.4): 

к
к

hс
A h= ν =

λ
.                                              (13) 

Расчет кинетической энергии фотоэлектронов зависит от энергии па-
дающего излучения: если энергия кванта света сравнима с энергией покоя 
электрона, то выбиваемый в ходе фотоэффекта электрон является реляти-
вистской частицей. На практике считается, что при энергиях фотонов ме-
нее 5 кэВ фотоэлектрон является классической частицей, максимальную 
кинетическую энергию которой можно рассчитать по формуле 

2
max

2К
m

Е
υ= . 

При энергиях фотонов, вызывающих фотоэффект, свыше 5 кэВ элек-
трон может развивать скорости близкие к скорости света в вакууме. В этом 
случае, согласно специальной теории относительности, кинетическая энер-
гия фотоэлектронов рассчитывается как  

0КE Е Е= −     или    2 2
0КE mc m c= − , 

при этом 0
2
max
21

m
m

c

=
υ−

, где m0 – масса покоя электрона, υmax – максималь-

ная скорость электрона. При решении задач в указанном случае можно 

Рис. 1.4 



 

 16 

пренебречь работой выхода электрона из металла как заведомо малой по 
сравнению с кинетической энергией частицы. 
 

Внутренний фотоэффект. Применение фотоэффекта 
 

В полупроводниках и диэлектриках помимо внешнего фотоэффекта на-
блюдается внутренний фотоэффект, состоящий в том, что под действием света 
увеличивается число свободных носителей заряда. В результате электропровод-
ность вещества увеличивается. Это явление называют фотопроводимостью. 
Особый интерес представляет вентильный фотоэффект (фотоэффект в запи-
рающем слое), состоящий в возникновении электродвижущей силы вследствие 
внутреннего фотоэффекта вблизи поверхности контакта между металлом и 
полупроводником или двумя полупроводниками p- и n-типа.  

Фотоэффект широко используется в науке и технике для регистрации 
и измерения световых потоков, для непосредственного преобразования 
энергии света в энергию электрического тока, для преобразования свето-
вых сигналов в электрические. Приборы, действие которых основано на 
использовании фотоэлектрического эффекта, называются фотоэлементами. 
Вакуумный фотоэлемент представляет собой эвакуированный стеклянный 
баллон, часть внутренней поверхности которого покрыта слоем металла, 
играющим роль фотокатода. В качестве анода используются металлическое 
кольцо или редкая сетка, также находящиеся внутри баллона. Фотоэлемент 
включается в цепь аккумуляторной батареи. При освещении катода из него 
вследствие внешнего фотоэффекта выбиваются электроны, и в цепи возни-
кает фотоэлектрический ток. Величина ЭДС батареи выбирается такой, 
чтобы фототок был равен току насыщения. В зависимости от спектрального 
состава света используются фотоэлементы, катоды которых изготовлены 
из различных материалов. Например, для регистрации видимого света и 
инфракрасного излучения применяют фотоэлементы с кислородно-цезиевым 
катодом; для регистрации коротковолновой части видимого света и ультра-
фиолетового излучения применяют фотоэлементы с сурьмяно-цезиевым 
катодом. Интегральная чувствительность вакуумных фотоэлементов, равная 
отношению фототока насыщения к световому потоку, падающему на катод, 
не превосходит 150 мкА/лм. 

Фототок насыщения и интегральную чувствительность можно значи-
тельно увеличить путем заполнения баллона фотоэлемента разреженным 
инертным газом (обычно аргоном при давлениях от 0,01 до 0,1 мм рт. ст.). 
Такие фотоэлементы называются газонаполненными. Большая чувствитель-
ность газонаполненного фотоэлемента, чем такого же вакуумного, обу-
словлена увеличением числа носителей тока вследствие ударной иониза-
ции молекул газа электронами. Газонаполненные фотоэлементы менее 
стабильны в работе и обладают большей инерционностью, чем вакуумные. 
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Для увеличения тока внутри фотоэлемента используется также явле-
ние вторичной электронной эмиссии. На этом принципе основано действие 
электронных умножителей.  

Полупроводниковые фотоэлементы с внутренним фотоэффектом, 
или фотосопротивления, обладают значительно большей чувствительно-
стью, чем описанные выше фотоэлементы, в которых используется внеш-
ний фотоэффект. Например, чувствительность фотосопротивления суль-
фида кадмия может достигать 1 А/лм. Фотосопротивления широко приме-
няются для обнаружения и измерения инфракрасного и других излучений. 
Основной недостаток фотосопротивлений заключается в их большой 
инерционности, которая возрастает с увеличением чувствительности.  

Наибольшее и все возрастающее применение получили вентильные 
фотоэлементы (фотоэлементы с запирающим слоем), действие которых 
основано на вентильном фотоэффекте. К их числу относятся кремниевые, 
германиевые, сернисто-серебряные, селеновые и другие фотоэлементы. 
Вентильные фотоэлементы позволяют осуществлять непосредственное 
преобразование лучистой энергии в электрическую: под действием осве-
щения они возбуждают электрический ток во внешней цепи без примене-
ния какого-либо дополнительного источника ЭДС. Интегральная чувстви-
тельность этих фотоэлементов значительно больше, чем у фотоэлементов с 
внешним фотоэффектом. Например, максимальная интегральная чувстви-
тельность при освещении эталонным источником света с температурой 
2840 К у селенового фотоэлемента равна 600 мкА/лм, у сернисто-
серебряного – 8000 мкА/лм и у германиевого – 30000 мкА/лм. Вентильные 
фотоэлементы широко используются в фотометрии для измерения свето-
вых потоков. Кремниевые и некоторые другие вентильные фотоэлементы 
используются для изготовления «солнечных» батарей, преобразующих 
энергию солнечного света в электрическую. Кремниевые «солнечные» ба-
тареи применяются, например, для питания радиоаппаратуры на искусст-
венных спутниках Земли и автоматических межпланетных станциях. Их 
КПД в настоящее время достигает 10 – 11 %. Как показывают теоретиче-
ские расчеты, КПД для кремниевых батарей может быть доведен до 20 %. 

 
Эффект Комптона  

 
Квантовые свойства света про-

являются и в эффекте, которой обна-
ружил А. Комптон, наблюдая рассея-
ние рентгеновского излучения веще-
ством – эффект Комптона. Фотон 
при столкновении со свободными Рис. 1.5 
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Рис. 1.6 

электронами вещества передает им лишь часть своей энергии, при этом 
изменяется частота и направление движения фотона.  

Изучение рассеяния рентгеновских лучей производится с помощью 
установки, схема которой изображена на рис. 1.5. Пучок рентгеновских лучей, 
образованных рентгеновской трубкой Т с помощью диафрагм Д, падает на 
рассеивающее тело Р. Под углом φ к первоначальному направлению нахо-
дится диафрагма рентгеновского спектрографа С, с помощью которого реги-
стрируется длина волны рассеянного рентгеновского излучения. 

С квантовой точки зрения рассеяние света, как и при фотоэффекте, 
является результатом взаимодействия фотонов падающего на вещество излу-
чения с электронами этого вещества. При этом должны выполняться законы 
сохранения энергии и импульса. 

Согласно закону сохранения энергии 
2 2

0h m c h mc′ν + = ν + .                                       (14) 

где hν и hν' – соответственно энергии падающего и рассеянного фотона; 
mc2 и m0c

2 – полные энергии электрона соответственно после и до столкно-
вения с фотоном. Масса электрона m связана с массой покоя m0 известным 
соотношением 

0
2

21

m
m

c

=
υ−

. 

Согласно закону сохранения импульса, векторы 

импульса ( ф
h

p
c

ν= ) падающего и рассеянного ( ф
h

p
c

′ν′ = ) 

фотонов и электрона отдачи (pe = mυ) составляют тре-
угольник (рис. 6), поэтому 

( )
2 2

2
2 cos

h h h h
m

c c c c

′ ′ν ν ν ν   υ = + − ⋅ ⋅ ⋅ ϕ   
   

.                      (15) 

Решая совместно уравнения (14) и (15), получим ( )
0

1 cos
h

m c
∆λ = − ϕ ,  

или  

( )2

0

2
sin 2

h

m c
∆λ = ϕ ,                                        (16) 

где φ – угол рассеяния кванта излучения, m0 – масса покоя электрона, с – 
скорость света. 

Величина 
0

k
h

m c
λ =  называется комптоновской длиной волны и пред-

ставляет собой изменение длины волны при ϕ  = 900. Если ϕ  = 00, то ∆λ = 0, 
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т.е. в направлении первичного потока квантов не происходит изменения длины 
волны; если φ = 1800, то ∆λ = 2λk, следовательно, в обратном направлении 
при рассеянии происходит наибольшее изменение энергии фотона, а элек-
трон отдачи приобретает наибольшую кинетическую энергию и движется в 
направлении первичного потока фотонов.  

Формула (16) показывает, что изменение длины волны ∆λ очень мало 
и не зависит от длины волны падающего излучения λ, поэтому его можно 
наблюдать лишь для коротких волн. Для видимого света отношение 
∆λk/λ~10–5 и наблюдать эффект изменения длины волны фотона при рас-
сеянии практически невозможно. 

 

Давление света 
 

Наличие у фотона импульса также означает, что свет, падающий на 
какое-либо тело, должен оказывать на это тело давление, равное импульсу, 
сообщаемому фотонами единице поверхности в единицу времени.  

Вычислим величину давления. Пусть на тело, площадь поверхности кото-
рого S, в секунду падает N квантов света с частотой ν. Коэффициент отражения 
равен ρ. Импульс, передаваемый поверхности отразившимися квантами равен 

2
h

N
c

νρ , а поглотившимися равен ( )1
h

N
c

ν− ρ . Суммарный импульс, сооб-

щаемый поверхности в единицу времени, равен ( )1 2
h h

p N N
c c

ν ν∆ = − ρ + ρ . 

Световое давление определяется отношением 
p

S

∆
: 

( )
( ) ( )

1 2
1 1

h h
N N Nh Wc cp

S cS c

ν ν− ρ + ρ ν= = + ρ = + ρ , 

где 
Nh

W
S

ν=  – энергетическая освещенность (облученность) поверхности. 

Таким образом, давление света на поверхность выражается формулой 

( )1
W

p
c

= + ρ ,                                              (17) 

где W – энергетическая освещенность поверхности (энергия, падающая на 
единицу поверхности в единицу времени), с – скорость света, ρ – коэффи-
циент отражения света поверхностью. 

В случае, когда фотоны падают на поверхность под углом φ к нормали, 
световое давление можно определить из соотношения 

( ) 21 cos
W

p
c

= + ρ ⋅ ϕ .                                        (18) 
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1.2. Методические указания к лекционным занятиям 
 

№ Вопросы лекции 
Форма 
изучения 

Литература Вопросы для самоконтроля студентов 

1 
Квантовые свойства 
света. Масса, импульс 
и энергия фотона 

л/с 
[1] – §36.4 
[2] – §24.3 – 
§25.5 

• Как можно определить массу кванта света? Запишите формулу. 
• Какова взаимосвязь импульса и энергии фотона? 
• Запишите выражения для массы и импульса фотона. 

 
 
 
 
 
 
2 

Тепловое излучение. 
Основные характери-
стики теплового из-
лучения. Абсолютно 
черное тело. Законы 
излучения абсолютно 
черного тела. Формула 
Планка. Оптическая 
пирометрия 

л 

[1] – §35.1 – 
35.3 
[2] – §24.1 – 
24.3 

• Какое излучение называется тепловым? 
• Какие основные характеристики используются для описания теплового излучения? Дайте опре-
деление характеристикам.  
• Какое тело называется абсолютно черным? Серым? 
• Запишите соотношение, связывающее энергетическую светимость тела и его спектральную 
плотность излучения. 
• Нарисуйте график зависимости спектральной плотности излучения от длины волны. Что проис-
ходит с графиком зависимости при повышении температуры тела? 
• Сформулируйте закон Кирхгофа в интегральной форме.  
• Сформулируйте закон Кирхгофа в дифференциальной форме. 
• Запишите закон Стефана – Больцмана. 
• Что такое оптическая пирометрия? 
• Назовите основные типы пирометров. 

3 
Внешний фотоэффект. 
Законы фотоэффекта 

л/с 

[1] – §36.1, 
§36.2 
[2] – §25.2 – 
25.4 

• В чем состоит явление фотоэффекта? 
• Каковы основные закономерности фотоэффекта? 
• Запишите уравнение Эйнштейна для фотоэффекта.  
• Что такое задерживающее напряжение? 
• Что называется красной границей фотоэффекта? 

4 
Давление света 
Эффект Комптона 

л 

[1] – §36.4 – 
36.6 
[2] – §25.5 – 
25.6 

• Запишите формулу для вычисления давления света. 
• Каков характер зависимости давления света от его интенсивности? от угла падения на поверхность? 
• Опишите суть эффекта Комптона. 
• Запишите законы сохранения энергии и импульса при рассеянии света частицей в эффекте Комптона? 
• На основе каких предположений удалось объяснить изменение частоты излучения при его рас-
сеянии в эффекте Комптона? 
• Что такое комптоновская длина волны? 
• Для каких волн возможно наблюдать эффект Комптона и почему? 
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1.3. Методические указания к практическим занятиям 
 

№ 
п/п 

Тема  
занятия 

Тип задач Рекомендации по решению 
Соответствующие  
задачи из сборни-

ков 

1 
Квантовые 
свойства 
света 

Определение массы, им-
пульса и энергии фотона 

При определении массы фотона и его импульса необходимо помнить соотношения, рас-

смотренные ранее в специальной теории относительности: 2E mc=  и E pc=  
[5] – № 19.1 – 19.8 
[6] – № 23.21 – 23.25 

 
 
2 

Законы 
теплового 
излучения 

Определение характери-
стик теплового излучения 

– использовать формулы-определения основных характеристик теплового излучения 
(энергетическая светимость, поглощательная способность и т.д.), помня, что они приме-
нимы как для реальных тел, так и для абсолютно черного тела; 
– использовать законы теплового излучения (закон Кирхгофа, закон Стефана – Больцма-
на и закон Вина); 
– использовать формулу Планка для расчета энергетической светимости абсолютно черного тела 

[5] – №18.2, 18.4 – 18.7, 
18.12 – 18.16, 
18.20 – 18.22 
[6] – №23.4 – 23.8, 
23.10, 23.16, 
23.18 – 23.20 

3 

Фотоэф-
фект. Дав-
ление света. 
Эффект 
Комптона 

Определение красной гра-
ницы фотоэффекта, макси-
мальной скорости фото-
электронов и задерживаю-
щего напряжения. 
Вычисление давления света, 
а также числа квантов па-
дающих на поверхность. 
Расчет изменения длины 
волны, частоты, энергии 
рентгеновского излучения 
при рассеянии фотонов на 
свободных частицах 

При решении задач на фотоэффект необходимо: 
– оценить энергию фотонов, вызывающих фотоэффект с целью определения возможного 
характера движения электронов (классический либо релятивистский); 
– для расчета характеристик внешнего фотоэффекта использовать понятие красной гра-
ницы фотоэффекта, задерживающего напряжения, а также уравнение Эйнштейна. 
 
При определении давления света: 
– помнить, что энергетическая освещенность (облученность) представляет собой энер-
гию всех квантов, падающих на единицу площади в за единицу времени; 
– при описании взаимодействия кванта света с поверхностью материала использовать законы сохра-
нения импульса и энергии (в этом случае решение задачи должно сопровождаться рисунком). 
 
При решении задач на эффект Комптона: 
– следует воспользоваться полученным соотношением для изменения длины волны фо-
тона при рассеянии, а также связью между длиной волны, частотой и энергией кванта; 
– использовать законы сохранения импульса и энергии (в этом случае решение задачи долж-
но сопровождаться рисунком). 

[5] – № 19.14 – 19.18, 
19.21, 19.26 – 19.33 
[6] – № 23.37, 23.33,  
23.39, 23.26 – 23.30, 
23.41 – 23.43, 
23.46, 23.47, 23,49, 
23.50 

 

21 
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1.4. Примеры решения задач  
 

Задача 1. Исследование спектра излучения Солнца показывает, что 
максимум спектральной плотности энергетической светимости соответ-
ствует длине волны 500 нм. Принимая Солнце за абсолютно черное тело, 
определить для Солнца: а) энергетическую светимость; б) излучаемый поток 
энергии; в) массу всех излучаемых электромагнитных волн за 1 с. 
 

Решение:  
а) Энергетическая светимость определяется законом Стефана – Больцмана 

4
TR T= σ .                                                   (1) 

Температура излучающей поверхности может быть определена из 
закона смещения Вина 

b

T
λ = . 

Выразив температуру, 
b

T =
λ

 и подставив в (1), получаем 

4

T
b

R  = σ λ 
. 

Произведя вычисления, находим RT = 64 МВт/м2. 
 
б) Поток энергии равен произведению энергетической светимости на пло-
щадь поверхности Солнца 

24T TФ R S R r= = π , 

где r – радиус Солнца. Вычисляя, находим Ф = 3,9⋅1026 Вт. 
 
в) Определим массу электромагнитных волн, излучаемых за 1 с, применив за-
кон, связывающий массу и энергию E = mc2. С другой стороны энергия равна 
произведению потока на время: E = Фt. Следовательно, mc2 = Фt, откуда  

2

Фt
m

c
= .                                                    (2) 

Производя вычисления по формуле (2) найдем массу: m = 4,3⋅1010 кг. 
 

Ответ: а) RT = 64 МВт/м2; б) Ф = 3,9⋅1026 Вт; в) m = 4,3⋅1010 кг. 
 

Задача 2. Определить с помощью формулы Планка энергетическую 
светимость абсолютно черного тела, приходящийся на узкий интервал 
длин волн ∆λ = 1 нм, соответствующий максимуму энергетической све-
тимости при температуре тела Т = 3000 К. 
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Решение: Для нахождения энергетической светимости воспользуемся формулой 
2 2

5

4

exp 1
T

c
R

kT

λ
π=

 ω  λ − −  
  

ℏ

ℏ
.                                      (1) 

Поскольку речь идет об узком интервале длин волн, то 
λTR Rλ∆ = ∆ .                                                 (2) 

Для определения длины волны, на который приходится максимум, 
воспользуемся законом смещения Вина 

b

T
λ = .                                                      (3) 

Подставляя (3) в (1), и используя (2), получаем  
2 2 5

5

4

2
exp 1

c T
R

c
b

kb

π ∆λ∆ =
 π  − −  

  

ℏ

ℏ
. 

Вычисляем энергетическую светимость ∆R = 3,2·103 Вт/м2. 
 

Ответ: ∆R = 3,2·103 Вт/м2. 
 

Пример 3. Натрий освещается монохроматическим светом с длиной 
волны 40 нм. Определить задерживающее напряжение, при котором фото-
ток прекращается. Длина волны соответствующая красной границе фото-
эффекта равна 584 нм. 
 

Решение. Из закона сохранения энергии можно определить задержи-
вающее напряжение как 

2
max

З 2

m
U

е

υ= .                                                (1) 

Кинетическую энергию выразим из уравнения Эйнштейна для фотоэффекта  
2
max

2

m
h A

υ = ν − .                                              (2) 

Работа выхода  

к
к

hс
A h= ν =

λ
.                                                (3) 

Поставляем (3) в (2) и получаем 
2
max 1 1

2 к

m
hc
 υ = − λ λ 

.                                        (4) 
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Задерживающее напряжение найдем, поставив (4) в (1) 

З
1 1

к

hc
U

e

 
= − λ λ 

. 

Вычисляя, получаем UЗ = 28,9 В. 
 

Ответ: UЗ = 28,9 В. 
 

Пример 4. Определить энергию электрона отдачи при эффекте Комптона, 
если фотон (λ0 = 100 пм) был рассеян на угол 180о.  
 

Решение. Энергия электрона отдачи равна разности энергий падающего 
и рассеянного фотонов 

( )0
0

0 0 0

hchc hc hc
E h h

λ − λ ∆λ= ν − ν = − = =
λ λ λ λ λ λ

.                       (1) 

Изменение длины волны фотона в результате рассеяния на свободном 
электроне 

( )2

0

2
sin 2

h

m c
∆λ = θ .                                           (2) 

Подставив (2) в (1) и учитывая, что λ = λ0 + ∆λ, найдем энергию 
электрона отдачи. 

( )
( )

2 2

2

0
0

2 sin 2

2 sin 2

h
E

h
m

m c

θ
=

 θ
λ λ +  
 

. 

Вычисляем E = 9⋅10–17 Дж. 
 

Ответ: E = 9⋅10–17 Дж. 
 

Пример 5. Давление света с длиной волны 500 нм на поверхность  
с коэффициентом отражения 0,3, расположенную перпендикулярно падаю-
щему свету, равно 0,2 мкПа. Определить число фотонов, падающих еже-
секундно на единицу площади поверхности. 
 

Решение. Давление света на поверхность равно 

( )1
W

p
c

= + ρ , 

где W – энергетическая облученность, равная энергии всех фотонов, падающих 
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в единицу времени на единичную поверхность, W = Nhν. Так как 
cν =
λ

, то 

( )1
Nh

p = + ρ
λ

, 

откуда число фотонов 

( )1

p
N

h

λ=
+ ρ

. 

 
Вычисляя, получаем N = 1,2⋅1020 1/(м2с). 

 
Ответ: N = 1,2⋅1020 1/(м2с). 
 
1.5. Задачи для самостоятельного решения 

 
1. Найти массу фотона: 1) красного света (λ = 700 нм); 2) рентгеновских 
лучей (λ = 25 нм); 3) γ-лучей (λ = 1,25 пм). 
2. Определить в эВ пределы, в которых находится энергия фотонов, со-
ответствующих видимой части спектра (от 400 до 800 нм). 
3. Какую длину волны имеет квант света, энергия которого равна энер-
гии электрона, ускоренного разностью потенциалов 5 В? 
4. Сколько квантов содержится в излучении, энергия которого 2 мкДж? 
Длина волны этого излучения 600 нм. 
5. Найти массу фотона, импульс которого равен импульсу молекулы во-
дорода при температуре 20оС. Скорость молекулы считать равной средней 
квадратичной скорости. 
6. Какую длину волны имеет квант света, энергия которого равна энер-
гии электрона, скорость которого составляет 80 % от скорости света. 
7. Определить, с какой скоростью должен двигаться протон, чтобы его 
импульс был равен импульсу фотона с длиной волны 0,55 мкм. 
8. Определить температуру, при которой средняя кинетическая энергия 
молекулы двухатомного газа равна энергии фотонов, соответствующих из-
лучению 0,6 мкм. 
9. Определить, сколькими степенями свободы обладает молекула газа, 
средняя кинетическая энергия которой при температуре 8000 К равна энер-
гии кванта света длиной волны 600 нм. 
10. Алюминиевый шарик массой 10 г при освещении его светом с длиной 
волны 400 нм за 10 мин нагрелся на 1 градус. Какое количество фотонов 
поглощал шарик ежесекундно? 
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11. Поток излучения абсолютно черного тела 10 кВт. Максимум энергии 
излучения приходится на длину волны 0,8 мкм. Определить площадь излу-
чающей поверхности. 
12. Определить, как и во сколько раз изменится мощность излучения черного 
тела, если длина волны, соответствующая максимуму его спектральной 
плотности энергетической светимости, сместилась с 720 нм до 400 нм. 
13. Черное тело находится при температуре 3000 К. При остывании тела 
длина волны, соответствующая максимуму его спектральной плотности 
энергетической светимости, изменилась на 8 мкм. Определить температуру, 
до которой тело охладилось. 
14. Из смотрового окошечка печи излучается поток 4 кДж/мин. Опреде-
лить температуру печи, если площадь окошечка 8 см2.  
15. При охлаждении абсолютно черного тела длина волны, соответствующая 
максимуму его излучения, увеличилась от 0,4 до 0,7 мкм. Во сколько раз 
уменьшилась при этом полная энергетическая светимость тела? 
16. Определить температуру и энергетическую светимость абсолютно черного 
тела, если максимум энергии излучения приходится на длину волны 600 нм. 
17. При увеличении температуры абсолютно черного тела в два раза длина 
волны, на которую приходится максимум спектральной плотности энерге-
тический светимости, уменьшилась на 400 нм. Определить начальную и 
конечную температуры тела. 
18. Абсолютно черное тело изготовлено в виде полости с малым отвер-
стием радиуса 5 мм. Полость нагревают изнутри током, проходящим по 
вольфрамовой спирали. Нагреватель потребляет мощность 100 Вт, 10 % 
которой рассеивается в окружающую среду через стенки полости. Найти 
температуру, установившуюся внутри полости. 
19. Количество лучистой энергии ежесекундно посылаемой Солнцем через 
площадку 1 м2, расположенную перпендикулярно солнечным лучам на 
верхней границе земной атмосферы, называется солнечной постоянной. 
Определить величину солнечной постоянной, считая Солнце абсолютно 
черным телом с температурой поверхности 5800 К. Радиус Солнца 6,95⋅108 м, 
расстояние от Солнца до Земли 1,5⋅1011 м. 
20. Температура внутренней поверхности муфельной печи при открытом 
отверстии площадью 30 см2 равна 1300 К. Принимая, что отверстие печи 
излучает как черное тело, определить, какая часть мощности рассеивается 
стенками, если потребляемая печью мощность составляет 1,5 кВт. 
21. Красная граница фотоэффекта для некоторого металла 0,275 мкм. 
Найти: а) работу выхода электрона из этого металла; б) максимальную 
скорость электронов, вырываемых из металла светом длиной волны 180 нм; 
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в) максимальную кинетическую энергию вырываемых электронов. 
22. Красная граница фотоэффекта для цинка 310 нм. Определить макси-
мальную кинетическую энергию фотоэлектронов в электрон-вольтах, если 
на цинк падает свет с длиной волны 200 нм. 
23. Цинковую пластинку освещают ультрафиолетовым светом длиной 
волны 30 нм. Определить, на какое максимальное расстояние от пластинки 
может удалиться фотоэлектрон, если вне пластинки имеется задерживаю-
щее однородное электрическое поле напряженностью 10 В/см. 
24. Фотон с энергией 10 эВ падает на серебряную пластину и вызывает 
фотоэффект. Определить импульс, полученный пластиной, если принять, 
что направления движения фотона и фотоэлектрона лежат на одной пря-
мой перпендикулярной поверхности пластин. 
25. На фотоэлемент с катодом из лития падает свет с длиной волны 200 нм. 
Найти наименьшее значение задерживающей разности потенциалов, кото-
рую нужно приложить к фотоэлементу, чтобы прекратить фототок. 
26. На металлическую пластину направлен пучок ультрафиолетового излуче-
ния (0,25 мкм). Фототок прекращается при минимальной задерживающей раз-
ности потенциалов 0,96 В. Определить работу выхода электронов из металла. 
27. На металлическую пластину направлен монохроматический пучок 
света с частотой 7,3⋅1014Гц. Красная граница фотоэффекта для данного 
материала 560 нм. Определить максимальную скорость фотоэлектронов. 
28. Квант света длиной волны 232 нм вырывает с поверхности пластины 
электрон. Определить суммарный импульс, сообщаемый при этом пласти-
не, если электрон вылетает навстречу падающему фотону. Электрон обла-
дает энергией 2 эВ. 
29. На цинковую пластину направлен монохроматический пучок света. 
Фототок прекращается при задерживающей разности потенциалов 1,5 В. 
Определить длину волны света, падающего на пластину. 
30. Фотоны с энергией 5 эВ вырывают фотоэлектроны из металла с рабо-
той выхода 4,7 эВ. Определить максимальный импульс, передаваемый по-
верхности этого металла при вылете электрона. 
31. Давление света с длиной волны 40 нм, падающего нормально на чер-
ную поверхность, равно 2 нПа. Определить число фотонов, падающих за 
время 10 с на площадь 1 мм2 этой поверхности. 
32. Определить коэффициент отражения поверхности, если при энергетиче-
ской освещенности 120 Вт/м2 давление света на нее оказалось равным 0,5 мкПа. 
33. Давление света, производимое на зеркальную поверхность, 5 мПа. 
Определить концентрацию фотонов вблизи поверхности, если длина волны 
света, падающего на поверхность, равна 0,5 мкм. 
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34. На зеркальную поверхность под углом 600 к нормали падает пучок мо-
нохроматического света. Плотность потока энергии светового пучка 1 кВт/м2. 
Определить давление, производимое светом на зеркальную поверхность. 
35. Человеческий глаз наиболее чувствителен к зеленому свету (0,55 мкм), 
для которого порог чувствительности глаза соответствует 80 фотонам, падаю-
щим на сетчатку за 1 сек. Какой мощности света соответствует этот порог? 
36. На расстоянии 5 м от точечного монохроматического λ = 5 мкм изо-
тропного источника расположена площадка S = 8 мм2 перпендикулярно 
падающим пучкам. Определить число фотонов, ежесекундно падающих на 
площадку. Мощность излучения 100 Вт. 
37. Свет с длиной волны 600 нм нормально падает на зеркальную поверх-
ность и производит на нее давление 4 мкПа. Определить число фотонов, 
падающих за 10 с на площадь 1 мм2 этой поверхности. 
38. Определить энергетическую освещенность (облученность) зеркальной 
поверхности, если давление, производимое излучением, равно 40 мкПа. 
Излучение падает нормально к поверхности. 
39. На зеркальную поверхность площадью 6 см2 падает нормально поток излу-
чения 0,8 Вт. Определить давление и силу давления света на эту поверхность. 
40. Точечный источник монохроматического (1 нм) излучения находится 
в центре сферической зачерненной колбы радиусом 10 см. Определить 
световое давление, производимое на внутреннюю поверхность колбы, если 
мощность источника 1 кВт. 
41. Определить длину волны рентгеновского излучения, если при компто-
новском рассеянии этого излучения под углом 600 длина волны рассеянного 
света оказалась равной 57 пм. 
42. Фотон с энергией 1,025 МэВ рассеялся на первоначально покоившемся 
свободном электроне. Определить угол рассеяния фотона, если длина волны 
рассеянного фотона оказалась равной комптоновской длине волны λk = 2,43 пм. 
43. Фотон с длиной волны 5 пм испытал комптоновское рассеяние под 
углом 900 на первоначально покоившемся электроне. Определить изменение 
длины волны фотона при рассеянии и энергию электрона отдачи. 
44. Фотон с длиной волны 5 пм испытал комптоновское рассеяние под углом 
900 на первоначально покоившемся электроне. Определить изменение длины 
волны фотона при рассеянии и импульс электрона отдачи. 
45. Фотон с длиной волны 700 нм испытал комптоновское рассеяние под 
углом 900 на первоначально покоившемся электроне. Определить какую 
долю пероначальной энергии теряет при этом фотон и какую скорость 
приобретает электрон. 
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46. Фотон с энергией 0,25 МэВ рассеялся на первоначально покоившемся 
свободном электроне. Определить кинетическую энергию электрона отдачи, 
если длина волны рассеянного фотона изменилась на 20 %. 
47. Фотон с энергией 0,3 МэВ рассеялся под углом 1800 на свободном электроне. 
Определить долю энергии фотона, приходящуюся на рассеянный фотон. 
48. Фотон с энергией 100 кэВ рассеялся на первоначально покоившемся 
свободном электроне на угол 900. Определить энергию фотона после рассеяния. 
49. Фотон с энергией 0,25 МэВ рассеялся под углом 1200 на первоначально 
покоившемся свободном электроне. Определить кинетическую энергию 
электрона отдачи. 
50. Найти длину волны рентгеновского излучения, если максимальная 
кинетическая энергия комптоновских электронов 0,19 МэВ. 
 

УБ-2. Элементы квантовой физики 
 

Введение 
 

В классической механике движение материальной точки в случае 
одномерного движения описывается вторым законом Ньютона: 

2

2 x
d x

m F
dt

= . Но микрочастицы обладают волновыми свойствами, поэтому 

для описания движения частицы должно быть использовано другое урав-
нение. Это уравнение должно учитывать волновые свойства частиц, т.е. 
должно быть волновым уравнением. Для нерелятивистской частицы таким 
соотношением является уравнение Шредингера. Данный блок «Элементы 
квантовой физики» посвящен рассмотрению волновых свойств частиц и 
основным соотношениям квантовой механики – соотношению неопреде-
ленностей Гейзенберга и уравнению Шредингера. 
 

При изучении данного раздела студенты должны  
иметь представление:  

– о квантовании энергии, импульса и др.; 
– об излучении и поглощении электромагнитных волн с энергетической 
точки зрения; 
– о гармонических колебаниях. 

обладать навыками: 
– применения элементов дифференциального и интегрального исчисления. 
– решения дифференциальных уравнений второго порядка. 
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Учебная программа блока 
 
№ 
п/п 

Содержание блока 
Форма  

подготовки Литература 

1 
Волновые свойства частиц. Статистический 
смысл волн де Бройля. Соотношение неоп-
ределенностей Гейзенберга 

л 
[1] – §37.1 – 37.4 
[2] – §26.1 – 26.3 

2 Волновая функция и ее статистический смысл л 
[1] – §37.3 
[2] – §27.1 – 27.2 

3 
Уравнение Шредингера в общем виде и 
для стационарных состояний 

л 
[1] – §37.5 
[2] – §27.3 

4 
Частица в бесконечно глубокой одномерной 
потенциальной яме 

л 
[1] – §37.6 – 37.8 
[2] – §27.4 

5 Квантовый гармонический осциллятор л [1] – §37.9 
6 Туннельный эффект л [2] – §27.6 

 
Цели обучения 

 

Что должен знать Что должен уметь 

• Сущность корпускулярно-волнового дуализма 
• Соотношение неопределенностей: для ко-
ординаты и импульса, для энергии и времени 
• Физический смысл соотношений неоп-
ределенности 
• Физический смысл волновой функции 
• Основное уравнение квантовой механики 
в общем виде и для стационарных состояний 
• Решения уравнения Шредингера для час-
тицы в прямоугольной потенциальной яме 
• Вид волновой функции для частицы в 
бесконечно глубокой одномерной потен-
циальной яме 
• Вид волновой функции для линейного 
гармонического осциллятора 
• Энергию линейного гармонического 
осциллятора 

• Определять длину волны де Бройля 
различных частиц 
• Пользоваться соотношением неопреде-
ленностей Гейзенберга для оценки неопре-
деленности длины по известной неопреде-
ленности импульса либо энергии 
• Определять вероятность нахождения 
частицы в данной точке пространства и в 
элементе объема 
• Использовать ψ-функцию состояния и 
уравнение Шредингера для определения 
энергии состояния 
• Использовать волновую функцию для 
нахождения вероятностей и средних зна-
чений величин  
• Определять вероятность нахождения 
частицы в потенциальной яме 
• Находить вероятность прохождения 
частицы через потенциальный барьер про-
извольной формы 

 
2.1. Краткое содержание теоретического материала 

 
Волновые свойства частиц. Статистический смысл волн де Бройля 
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Луи де Бройль выдвинул гипотезу о том, что корпускулярно-волновой 
дуализм, т.е. двойственность свойств, характерен не только для света, но и 
для любых материальных объектов. Согласно этой гипотезе всякой дви-
жущейся частице с энергией Е и импульсом р, соответствует длина волны 
λ. Ранее было получено соотношение, связывающее длину волны и им-
пульс частицы 

h

p
λ = .                                                      (1) 

Соотношение называется формулой де Бройля. Следовательно, при 
распространении частиц в неоднородных средах они должны проявлять 
свойства, аналогичные волнам. Т.е. частицы должны вести себя так, как 
волны с длиной λ, определяемой формулой (1). Указанные волны называют 
волнами де Бройля. 

Гипотеза де Бройля была подтверждена разными экспериментаторами. 
В опытах Дэвиссона и Джермера пучок электронов при отражении от кри-
сталлической пластинки давал дифракционную картину.  

При ускорении электрона в электрическом поле разностью потенциа-
лов менее 104 В можно записать  

2

2

m
qU

υ = , 

откуда скорость, приобретаемая электроном равна 

2qU

m
υ = . 

Таким образом, длина волны де Бройля для электрона вычисляется 
по формуле: 

2

h h

m qmU
λ = =

υ
.                                            (2) 

При указанных напряжениях (менее 104 В) длины волн де Бройля ус-
коренных электронов лежат в интервале от 100 до 1 нм, и соизмеримы с 
размерами атомов и молекул вещества. Волновые свойства электронов 
должны обнаруживаться в явлениях дифракции и интерференции на веще-
стве. В качестве дифракционной решетки для электронов в опытах исполь-
зовалась кристаллическая решетка различных веществ. 

Томсон и Тартаковский получили дифракционную картину при про-
хождении электронного пучка через металлическую фольгу. В опытах 
Штерна дифракционные явления обнаруживались также у атомных и мо-
лекулярных пучков. Наличие у частиц волновых свойств вынуждает трак-



 

 

 

32 

товать физический смысл волн де Бройля как вероятностный, т.е. при оп-
ределенных условиях существует ограничение применения к частицам по-
нятий координаты и импульса в их классическом смысле: эти параметры 
могут быть определены с некоторой вероятностью. 

Однако для более крупных частиц и тел длины волн де Бройля ока-
зываются намного меньше размеров самих тел. Это практически исключает 
проявление волновых свойств у таких тел. 
 

Соотношение неопределенностей 
 

Математическим выражением дуализма свойств частиц является со-
отношение неопределенностей Гейзенберга 

xx p∆ ⋅ ∆ ≥ ℏ ,                                                 (3) 

где – ∆x и ∆px неопределенности координаты и проекции импульса частицы; 

2

h=
π

ℏ . Данное соотношение показывают, что координата x и проекция им-

пульса px частицы не могут быть определены одновременно сколь угодно 
точно, а только в соответствии с формулой (3). Соотношение неопределен-
ностей накладывает в квантовой механике существенные ограничения на 
возможности описания движения частицы по некоторой траектории. 

Соотношения, подобные (3), справедливы и для ряда других пар фи-
зических величин, например для других координат, и соответствующих 
проекции импульса.  

Квантовая теория позволяет также получить соотношение неопреде-
ленностей для энергии и времени: 

E t∆ ⋅ ∆ ≥ ℏ .                                                  (4) 
Здесь ∆t представляет собой время, в течение которого микрочастица 

обладает энергией E ± ∆E. Например, атом на самом низком энергетиче-
ском уровне может пребывать сколь угодно долго (∆t = ∞), поэтому энергия 
этого состояния является вполне определенной, т.е. согласно (4) ∆E = 0. 
Но, например, в возбужденном состоянии атом пребывает весьма недолго, 
в течение времени ∆t, тогда его энергия в этом возбужденном состоянии 

может быть определена с точностью E
t

∆ =
∆
ℏ

 и будет равна E ± ∆E. Таким 

образом, энергия излученного фотона может быть определена лишь с точ-
ностью ∆E, которая определяется временем ∆t жизни атома в возбужден-
ном состоянии. На опыте неопределенность энергии проявляется в том, 
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что частота излучения фотона имеет неопределенность 
E

h

∆∆ν = , а, следо-

вательно, спектральные линии размыты или имеют конечную ширину. 
 

Волновая функция и ее статистический смысл 
 

В квантовой физике возникает проблема отыскания такого уравнения, 
которое учитывало бы одновременно движение частиц (как уравнения дви-
жения Ньютона) и волновые свойства частиц, как вероятностные величины 
того или иного состояния движения (координат, энергии). 

Наличие у частиц волновых свойств требует ввести для описания состоя-
ния частиц волновую функцию ψ, подобную уравнению волны. В общем случае 
волновая функция должна зависеть от координат и времени ψ = ψ (x, y, z, t). 

Так, например, волновая функция свободно движущейся частицы 
представляет собой плоскую волну де Бройля (по аналогии с уравнением 
плоской монохроматической волны): 

0 0cos( ) cos
E p

t kx t x ψ = ψ ω − = ψ − 
 ℏ ℏ

.                           (5) 

В комплексной форме уравнение плоской волны имеет вид: 

( )
0( , ) i t kхх t е− ω −ψ = ψ , 0( , )

E p
i t х

х t е
 − − 
 ψ = ψ ℏ ℏ , 

где Е, р – энергия и импульс частицы; ω, k – частота и волновое число, со-
ответствующие длине волны де Бройля λ частицы; ψ0 – амплитуда волны 
де Бройля; i = 1− . 

Непосредственный физический смысл связывается не с самой ψ-
функцией, а с ее квадратом модуля |ψ|2 = ψψ*, где ψ* – комплексно сопря-
женная волновая функция. Величина 

2
dP dV= ψ                                                  (6) 

дает вероятность обнаружения частицы в элементе пространства объемом 
dV вблизи точки с координатами (х, у, z), а квадрат модуля ψ-функции 

2 dP

dV
ψ =  

имеет смысл плотности вероятности или вероятность обнаружить части-
цу в данной точке пространства. Таким образом, величина |ψ|2 определяет 
интенсивность волны де Бройля в данной точке. 

Пребывание частицы в пространстве существования ее волновой 
функции является достоверным событием и его вероятность должна быть 
равна единице. Данное утверждение в квантовой физике называется усло-
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вием нормировки волновой функции. Математически это условие определя-
ется интегралом по всему объему, где может находиться частица  

2
1

V

dVψ =∫ .                                                 (7) 

Особо следует отметить, что в квантовой механике представление о 
физических величинах совершенно иное, чем в классической физике. По-
этому, любой физической величине ставится в соответствие оператор дан-
ной величины L̂ , а задача о нахождении значений физической величины 
сводится к решению операторного уравнения вида 

L̂ Lψ = ψ , 

где ψ – собственная волновая функция оператора L̂ , L – собственное зна-
чение оператора, т.е. значение величины, наблюдаемое на опыте. 

Итак, любая квантово механическая задача сводится к отысканию 
собственных волновых функций ψ и собственных значений L операторов 
физических величин.  

Волновая функция является основной характеристикой состояния 
микрообъектов. С помощью волновой функции в квантовой механике опре-
деляются средние значения физических величин. Так, среднее значение физи-
ческой величины L , которой соответствует оператор L̂ , вычисляется сле-
дующим образом: 

2ˆ
V

L L dV= ψ∫ ,                                               (8) 

где интегрирование ведется по всему объему, а ψ-функция удовлетворяет 
условию нормировки (7). 
 

Уравнение Шредингера в общем виде и для стационарных состояний 
 

Волновая функция частицы является решением общего уравнения 
Шредингера 

2

2
i U

t m

∂ψ = − ∆ψ + ψ
∂

ℏ
ℏ ,                                        (9) 

представляющего собой основное уравнение нерелятивистской квантовой 
механики. Величина, обозначенная ∆ 

2 2 2
2

2 2 2x y z

∂ ∂ ∂∆ = ∇ = + +
∂ ∂ ∂

, 

представляет собой оператор Лапласа. Данное уравнение (9) является опыт-
ным, т.е. установлено экспериментальным путем. Правильность его подтвер-
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ждается тем, что его решения соответствуют практическим результатам. 
Уравнение (9) записывают также в операторном виде 

ˆi H
t

∂ψ = ψ
∂
ℏ , 

где 
2

ˆ ˆ ˆ ˆ
2 kH U E U
m

= − ∆ + = +ℏ
, 

представляет собой оператор полной энергии (оператор Гамильтона), рав-

ный сумме операторов кинетической 
2

ˆ
2kE
m

= − ∆ℏ  и потенциальной энергии 

Û  = U(r), которая в квантовой механике определяется классическим образом.  
Особое значение в квантовой механике имеют стационарные состоя-

ния, когда частица движется в стационарном поле, потенциал которого в 
каждой точке зависит лишь от координаты и не зависит от времени. Для 
таких состояний уравнение Шредингера имеет вид 

2
2

2
U E

m
− ∇ ψ + ψ = ψℏ

,                                       (10) 

или в операторном виде 

Ĥ Eψ = ψ .                                                 (11) 
Большинство задач квантовой механики состоит в отыскании собст-

венных волновых функций и собственных значений Е оператора полной 
энергии Ĥ. Легко проверить, что волновая функция, удовлетворяющая 
данному уравнению (11), может быть представлена как произведение двух 
частей – координатной и временной: 

( , , , ) ( , , )
iEt

x y z t Ae x y z
−

ψ = ψℏ .                                  (12) 

Плотность вероятности данной функции не зависит от времени  
|ψ|2 = |ψ(x, y, z)|2. Сама ψ (12) описывает стационарные состояния. Уравнение 
(11) получается при подстановке данной функции (12) в общее уравнение 
Шредингера (9).  

В случае одномерного движения стационарное уравнение Шредингера 
содержит производную по координате х и его записывают в следующем виде: 

( )
2

2 2

2
0

d m
E U

dx

ψ + − ψ =
ℏ

.                                      (13) 
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Частица в бесконечно глубокой одномерной потенциальной яме 
 

Одним из наиболее простых примеров, демонстрирующих применение 
стационарного уравнения Шредингера (13), является задача отыскания собст-
венных волновых функций и собственных значений энергии для частицы, нахо-
дящейся в прямоугольной потенциальной яме с бесконечно высокими стенками.  

Итак, микрочастица находится в поле, которое характеризуется сле-
дующим значением потенциальной энергии: в интервале от х = 0 до х = L 
энергия U = 0; на границах области U → ∞ (рис. 2.1). При этих условиях 
можно утверждать, что частица не выходит за пределы области (0, L). Для 
наглядности можно представить частицу, запертую в яме с бесконечно вы-
сокими стенками: внутри ямы частица движется свободно, но за пределы 
ее выйти не может. 
 

Уравнение Шредингера для одномерного движения принимает вид (13)  

( )
2

2 2

2
0

d m
E U

dx

ψ + − ψ =
ℏ

. 

Так как в данной задаче потенциальная энергия должна удовлетворять 
условиям 

0, 0

, 0,

при х L
U

при х x L

≤ ≤
= ∞ < >

, 

уравнение Шредингера для области 0 ≤ x ≤ L принимает вид 
2

2 2

2
0

d m
E

dx

ψ + ψ =
ℏ

. 

Вводя обозначение  

2
2

2m
k E=

ℏ
,                                                (14) 

получим уравнение 
2

2
2

0
d

k
dx

ψ + ψ = . 

Решением такого уравнения является сумма гармонических функций: 

( )sin cos( )A kx B kxψ = + . 

Из условия на границе ψ(0) = 0 получим, что коэффициент В = 0, а 
при ψ(L) = 0 получим, что Asin(kx) = 0, это возможно при значениях аргу-

мента kx = nπ, где n = 1, 2, 3, …. Отсюда вытекает, что 
n

k
L

π= . 

Итак, собственные волновые функции частицы в потенциальной яме 
имеют вид 
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sin
nx

A
L

πψ = ⋅ . 

Для нахождения постоянной А используют условие нормировки вол-
новой функции (7): 

2

0

1
L

dxψ =∫ ,    или     2 2

0

sin 1
L nx

A dx
l

π  = 
 

∫ .  

интегрируя, получаем 
2

A
L

= . 

Собственные нормированные волновые функции частицы в потенци-
альной яме имеют вид: 

2
sin

nx

L L

πψ = ⋅ .                                           (15) 

 

Графики волновых функций изображены на рис. 2.2. Они представляют 
собой стоячие волны де Бройля.  

Собственные волновые функции используются для нахождения плотно-
сти вероятности обнаружения частицы в различных точках, для чего определя-
ется квадрат модуля волновой функции |ψ|2. Графики плотности вероятно-
сти при различных n представлены на рис. 2.3. 

В общем случае для определения вероятности нахождения микро-
частицы в интервале (х1, х2) необходимо вычислить интеграл: 

2 2

1 1

2 22
sin

x x

x x

nx
P dx dx

L L

π= ψ =∫ ∫ .                                (16) 

На рис. 2.4 заштрихованной области соответствует вероятность обна-
ружить частицу в интервале от х1 до х2 для основного состояния (n = 1). 

Рис. 2.1 Рис. 2.2 Рис. 2.3 
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Из (14) определяем энергию микрочастицы 
2 2

2

k
E

m
= ℏ

,  
2 2

2
22

E n
mL

π= ℏ
.                                (17) 

Видно, что энергия частицы в потенциальной яме принимает не любые 
значения, а лишь определенные – дискретные. В этом случае говорят, что 
энергия квантуется. Целое число n является главным квантовым числом, 
определяющим энергию частицы в потенциальной яме. 

Импульс микрочастицы внутри ямы принимает значения  

p k n
L

π= = ℏℏ .                                             (18) 

Видно, что разность энергий между двумя соседними энергетическими 
уровнями 

( )( ) ( )
2 2 2 2

2 2
1 2 2

1 2 1
2 2

n nE E E n n n
mL mL

+
π π∆ = − = + − = +ℏ ℏ

              (19) 

растет по мере увеличения n. Однако при больших значениях главного квантового 
числа происходит относительное сближение энергетических уровней 

2

2 1 2

n

E n

E nn

∆ += ≈ .                                           (20) 

Таким образом, при больших значениях n выполняется условие 
∆E<<En, т.е. спектр энергии можно считать почти непрерывным или квази-
непрерывным и квантование энергии дает результаты, близкие к результатам 
классического рассмотрения. Аналогичные рассуждения можно провести, рас-
сматривая потенциальную яму с большой шириной. При большой ширине 
ямы расстояние между уровнями может быть мало по сравнению с энергией 
частицы. В этом случае энергетический спектр также является квазинепрерыв-
ным. В этом состоит принцип соответствия: при больших квантовых числах 
выводы и результаты квантовой механики должны соответствовать клас-
сическим результатам. В общем смысле принцип соответствия требует, чтобы 
новая теория включала в себя как частный случай классическую теорию. 
 

Квантовый гармонический осциллятор 
 

Следующий пример применения стационарного уравнения Шредин-
гера – это описание частицы, находящейся в потенциальной яме параболи-
ческой формы. Как и в классической механике, данную систему называют 
гармоническим осциллятором. Потенциальная энергия U характеризуется 
зависимостью от координаты х 
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2 2
0

2

m x
U

ω= ,                                               (21) 

где m – масса частицы, ωо – собственная циклическая частота колебаний 
осциллятора. 

Однако в квантовой механике поведение осциллятора, например, его 
энергетический спектр и вероятность обнаружения частицы в различных 
точках, вытекают из решения уравнения Шредингера. С учетом потенци-
альной энергии вида (21) уравнение Шредингера для стационарных со-
стояний имеет вид 

2 22
0

2 2

2
0

2

m xd m
E

dx

 ωψ + − ψ =  
 ℏ

. 

Вводя безразмерные величины 

m
z x

ω=
ℏ

,  
2Eλ =

ωℏ
, 

уравнение Шредингера переписывают в виде 

( )
2

2
2

0
d

z
dz

ψ + λ − ψ = .                                        (22) 

Решением данного уравнения являются функции вида (волновые 
функции стационарных состояний гармонического осциллятора): 

2

2( ) ( )
z

n n nz A H z e
−

ψ = ⋅ ⋅ , n = 0, 1, 2, 3, …                       (23) 

где An – постоянная нормировки, определяемая для каждого n отдельно; 
Hn(z) – полиномы Эрмита, являющиеся членами степенного ряда:  

0 1H = , 1 2H z= , 2
2 4 2H z= − … 

Энергетический спектр Е гармонического осциллятора является дис-
кретным и принимает значения: 

Рис. 2.4 Рис. 2.5 

2 

1 

0 
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0
1

2nE n = + ω 
 

ℏ ,  n = 0, 1, 2, 3 ….                        (24) 

На рис. 2.5 представлен энергетический спектр Е, вид волновых 
функций ψ и плотность вероятности |ψ|2 для первых трех уровней гармони-
ческого осциллятора. В отличие от классического осциллятора, энергия 
которого изменяется непрерывно, энергия квантового осциллятора прини-
мает дискретные значения. Кроме того, из формулы (24) следует, что мини-

мальная энергия осциллятора равна 0
0 2
Е

ω= ℏ , т.е не равна нулю, что было 

очевидным для классического осциллятора. Данный факт подтверждается 
многочисленными экспериментами. Так при T → 0 атомы вещества совер-
шают колебания и обладают энергией, называемой нулевой.  

Разность между соседними уровнями энергии является постоянной 
величиной ∆E = ħω0, т.е. уровни энергии равноотстоят друг от друга (рис. 

2.5). При больших уровнях энергии отношение 
2

n

E

E n

∆ ≈ , т.е. происходит 

относительное сближение уровней энергии и спектр можно считать почти 
непрерывным – квазинепрерывным – как и для классического осциллятора. 
Распределение вероятности обнаружить частицу в яме приближается к 
классическому распределению. 
 

Туннельный эффект 
 

Мы считали, что на границах потенциальной ямы волновая функция 
становится равной нулю. В действительности дело обстоит сложнее. Волна 
де Бройля на границе испытывает отражение, но и частично проходит  
в область вне потенциальной ямы. Другими словами, существует опреде-
ленная вероятность обнаружить частицу за пределами ямы. Этот результат 
существенно отличается от выводов классической физики. 

Рассмотрим частицу, обладающую энергией Е и движущуюся на по-
тенциальный барьер высотой U0 (рис. 2.6). Уравнение Шредингера при 
движении частицы в области от 0 до L внутри барьера имеет вид  

( )
2

02 2

2
0

d m
U E

dx

ψ − − ψ =
ℏ

.  

Обозначив ( )2
02

2m
U Eα = −

ℏ
, получаем 

2
2

2
0

d

dx

ψ − α ψ = .                                            (25) 
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Решением данного дифференциального уравнения является функция вида 
x xAe Be−α αψ = + .                                          (26) 

Учитывая, что волновая функция при любых значениях x, не должна 
обращаться в бесконечность, принимаем В = 0. Следовательно, волновая 
функция имеет вид 

xAe−αψ = , 

0
1

2 ( )m U E x
Ae

− −
ψ = ℏ .                                         (27) 

Тогда вероятность обнаружить частицу в точке с координатой х равна  

0
2

2 ( )2 2( )
m U E x

P x A e
− −

= ψ = ℏ .                                 (28) 

Вероятность обнаружить частицу в точке с координатой x = 0 равна 
P(0) = A2, тогда вероятность прохождения частицы через потенциальный 
барьер шириной L равна отношению 

( )

(0)

P L
D

P
= ,  

и представляет собой коэффициент прозрачности потенциального барьера. 

Итак, в случае прямоугольного потенциального барьера шириной L 
вероятность его прохождения микрочастицей равна 

0
2

2 ( )m U E L
D e

− −
= ℏ .                                          (29) 

В случае преодоления частицей потенциального барьера сложной 
формы коэффициент прозрачности определяется по формуле  

2

1

2
2 ( ( ) )

x

x

m U x E dx

D e
− −∫

=
ℏ

.                                      (30) 
где х1 и х2 – координаты начала и конца потенциального барьера, описы-
ваемого функцией U(x) (рис. 2.7). 

Рис. 2.6 Рис. 2.7 Рис. 2.8 
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Важным примером прохождения частицы через потенциальный 
барьер является распад радиоактивных ядер. При α-распаде материнское 
ядро испускает α-частицу, состоящую из двух протонов и двух нейтронов. 
На рис. 2.8 изображен график зависимости потенциальной энергии взаи-
модействия частицы U с ядром от расстояния r. Оценка высоты потенци-
ального барьера, например, для ядра полония 210Ро – наиболее применяе-
мого радиоактивного изотопа – дает значение U0 = 23 МэВ. Полоний же 
испускает α-частицы c энергией E = 5,3 МэВ. Мы видим, что энергия вы-
летающей из ядра частицы существенно меньше высоты барьера, так что 
α-распад возможен только в результате туннельного эффекта. Можно рас-
считать прозрачность кулоновского барьера по формуле (30) и потом оце-
нить период полураспада радиоактивных ядер. 
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2.2. Методические указания к лекционным занятиям 
 

№ Вопросы лекции 
Форма 
изучения 

Литература Вопросы для самоконтроля студентов 

1 

Волновые свойства час-
тиц. Гипотеза де Бройля. 
Экспериментальное под-
тверждение теории де 
Бройля. Статистический 
смысл волн де Бройля. 
Соотношение неопреде-
ленностей 

л 

[1] – §37.1 – 
37.4 
[2] – §26.1 – 
26.3 

• В каких экспериментах впервые были обнаружены волновые свойства частиц? 
• Электрон и протон движутся с одинаковой скоростью. Какой из этих частиц соответствует меньшая длина волны? 
• Каков физический смысл волны де Бройля? 
• Запишите соотношение неопределенностей для координаты и проекции импульса. Поясните с помощью приме-
ра физический смысл соотношения. 
• Запишите соотношение неопределенностей для энергии и времени. Поясните с помощью примера физический 
смысл соотношения. 
• Как с помощью соотношение неопределенностей объяснить устойчивость атомной структуры? 

2 

Волновая функция и ее 
статистический смысл и 
свойства. Принцип причин-
ности в квантовой механике 

л 
[1] – §37.3 
[2] – §27.1 – 
27.2 

• Что такое волновая функция? Каков ее физический смысл? 
• Запишите условие нормировки волновой функции. Каков смысл данного соотношения? 
• Как определяются средние величины в квантовой механике? 
• Что такое принцип соответствия? 

 
 
3 

Уравнение Шредингера 
в общем виде и для ста-
ционарных состояний 

л 
[1] – §37.5 
[2] – §27.3 

• Запишите уравнение Шредингера в общем виде. 
• Запишите уравнение Шредингера для стационарного случая. 
• Каков общий вид волновой функции для стационарных состояний? 
• Что называется оператором Гамильтона? 
• Что называется оператором кинетической энергии? 

4 
Частицы в бесконечно 
глубокой одномерной 
потенциальной яме 

л 
[1] – §37.6 – 
37.8 
[2] – §27.4 

• Какой вид имеет волновая функция частицы в потенциальной яме? 
• Какие значения энергии соответствуют частице в потенциальной яме? 
• Поясните смысл выражения «энергия квантуется». 
• Получите выражение для импульса частицы в яме. Что такое главное квантовое число? 
• Как определить вероятность нахождения частицы в заданном интервале? 

5 
Квантовый гармониче-
ский осциллятор 

л [1] – §37.9 

• Что такое квантовый гармонический осциллятор? 
• Каков вид волновой функций для квантового гармонического осциллятора в основном состоянии? 
Где вероятнее всего обнаружить частицу в основном состоянии? 
• Запишите выражение для значений энергии квантового гармонического осциллятора. Что можно 
сказать об особенностях спектра энергии? 

6 Туннельный эффект л [2] – §27.6 
• Как вычисляется вероятность прохождения частицы через прямоугольный потенциальный барьер? 
• Как вычисляется вероятность прохождения частицы через потенциальный барьер произвольной формы? 

 

 

4
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2.3. Методические указания к практическим занятиям 
 
№ 
п/п 

Тема занятия Тип задач Рекомендации по решению 
Соответствующие 
задачи из сборников 

 
 
 
 
 
 
 
1 

Волновые свойства 
частиц. Соотноше-
ние неопределенно-
стей для энергии и 
времени 

Определение волн де Бройля 
различных частиц. 
Применение соотношения 
неопределенностей к нахо-
ждению энергии, скорости, 
импульса микрочастиц 

При решении задач на определение характеристик волны де Бройля следует помнить, что 
– в уравнении де Бройля под импульсом понимается его релятивистское выражение 

0
2

21

m
p

c

υ=
υ−

; 

– что энергия теплового движения частиц идеального газа равна 3

2
E kT= , 

– энергия, приобретаемая частицей при прохождении разности потенциалов, E = qU. 
При решении задач на соотношение неопределенностей Гейзенберга необходимо 
пользоваться следующими формулами-связями: 
– связь между импульсом и энергией частицы p2 = 2mE; 

– связь между изменением импульса и изменением энергии частицы 
2

m
p E

E
∆ = ∆  

– связь между длиной волны и частотой, а также их приращениями: cλ =
ν

 и 
2

c∆λ = − ∆ν
ν

 

[5] – № 19.34 – 19.41 
[6] – № 24.11 – 24.20, 
24.3, 24.5, 24.8 – 24.10 

2 

Частица в потенци-
альной яме (беско-
нечной и параболи-
ческой формы). 
Квантовый гармони-
ческий осциллятор. 
Туннельный эффект 

Определение вероятности 
нахождения частиц в по-
тенциальной яме и вероят-
ности прохождения через 
различные типы потенци-
альных барьеров. 
Определение вероятности 
нахождения и энергии гар-
монического осциллятора 

При определении вероятности нахождения частицы в заданном интервале в потенци-
альной яме необходимо воспользоваться соотношением (16) 
При решении задач на прохождение частицы через барьер произвольной формы необ-
ходимо: 
– выяснить координаты начала и конца барьера; 
– установить зависимость потенциальной энергии от координаты U(x); 
– необходимо помнить, что величина коэффициента прозрачности барьера D < 1. 
При определении энергии осциллятора с использованием заданной волновой функ-
ции, необходимо воспользоваться уравнением Шредингера (22). 

[6] – № 24.21 – 24.30 

 

4
4 
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2.4. Примеры решения задач  
 

Пример 1. Найти длину волны де Бройля для случаев: 1) электрона, 
летящего со скоростью 0,8 с; 2) тела массой 10–3 кг, движущегося с такой 
же скоростью. 
 

Решение. Длина волны де Бройля определяется выражением 
h h

p m
λ = =

υ
, 

так как масса m зависит от скорости v  

0
2

21

m
m

c

=
υ−

, 

следовательно  
2

2
0

1
h

m v c

υλ = ⋅ − . 

Вычисляя значение длин волн де Бройля для рассматриваемых случаев, 
получаем: λ1 = 1,8⋅10–12 м, λ2 = 1,65⋅10–29 м. 
 

Ответ: 1) λ1 = 1,8⋅10–12 м; 2) λ2 = 1,65⋅10–29 м. 
 

Задача 2. Определить длину волны де Бройля молекулы гелия при 
температуре 300 К.  
 

Решение. Длина волны де Бройля для нерелятивистской частицы опре-

деляется соотношением 
0

h

m
λ =

υ
. Гелий – одноатомный газ, средняя энергия 

молекул которого при температуре Т равна 
3

2
E kT= . Скорость может быть 

определена как среднеквадратичная скорость из соотношения 
2

0 3

2 2

m
kT

υ = , 

0

3kT

m
υ = . Окончательно для длины волны де Бройля получаем 

03

h

km T
λ = . 

Учитывая, что m0 = 4⋅1,67⋅10–27 кг, получаем λ = 2,6⋅10–11 м. 
 

Ответ: λ = 2,6⋅10–11 м. 
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Задача 3. Средняя кинетическая энергия электрона в невозбужден-
ном состоянии в атоме водорода 13,6 эВ. Используя соотношение неопре-
деленностей, найти наименьшую погрешность, с которой можно вычис-
лить координату электрона в атоме. 
 

Решение. Наименьшая погрешность, с которой можно вычислить 
координату электрона в атоме, определяется соотношением неопределен-
ностей Гейзенберга 

x
p

∆ =
∆
ℏ

. 

Для определения минимальной погрешности координаты возьмем 
неопределенность импульса, равную самому импульсу, что соответствует 
максимальному ∆p. 

~ 2 ep p Em∆ = . 

Окончательно получаем 
2 e

x
Em

∆ = ℏ
. Учитывая, что me = 9,1⋅10–31 кг, 

находим неопределенность координаты электрона ∆x = 0,53⋅10–10 м. Следует 
отметить, что это значение неопределенности координаты совпадает с радиу-
сом первой орбиты для электрона в атоме водорода. 
 

Ответ: ∆x = 0,53⋅10–10 м. 
 

Пример 4. Частица находится в основном состоянии (n = 1) в по-
тенциальном ящике шириной L. Найти вероятность нахождения частицы 
в области L/3 < x < 2L/3. 
 

Решение Вероятность нахождения частицы в указанном интервале 

определяется формулой: 
2 / 3

2

/ 3

2
sin

L

L

x
P dx

L L

π= ∫ . Используя соотношение 

( )2 1
sin 1 cos2

2
α = − α , вычисляем интеграл: 

2 / 32 / 3

/ 3 / 3

1 2 1 2
1 cos sin 0,61.

2

LL

L L

x L x
P dx x

L L L L

π π   = − = − =   π   
∫  

Т.е. вероятность обнаружить частицу в указанной области равна 61 %. 
 

Ответ: Р = 61 %. 
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Пример 5. Две частицы, электрон и протон, обе с энергией 5 эВ, 
движутся в одном направлении и встречают на своем пути прямоугольный 
потенциальный барьер высотой 10 эВ и шириной 1 пм. Определить отно-
шение вероятностей прохождения частицами этого барьера. 
 

Решение. Вероятность прохождения частицы через указанный барьер 
определяется коэффициентом прозрачности 

0
2

2 ( )m U E l
D e

− −
= ℏ . 

Искомое отношение вероятностей равно 

0

0

2
2 ( )

1
2

2 ( )2

e

p

m U E l

m U E l

D e

D
e

− −

− −
=

ℏ

ℏ

. 

Массы электрона и протона соответственно равны 
me = 9,1⋅10–31 кг, mp = 1,67⋅10–27 кг. 

Вычисляя, получаем  

1

2

2,6
D

D
= . 

 
Ответ: 1 2 2,6D D = . 

 
Пример 6. Найти собственные значения оператора Â, принадлежа-

щие собственной функции ψA, если: 
2

2
ˆ d
A

dx
= − , ψA = sin3x. 

 
Решение. Подействуем оператором Â на волновую функцию ψA = sin3x: 

( )
2

2
ˆ sin3 9sin3A

d
A x x

dx
ψ = − = . 

Сравнивая с операторным уравнением 
ˆ

A AA Aψ = ψ , 
приходим к выводу, что собственное значение искомого оператора A = 9. 
 

Ответ: A = 9. 
 
2.5. Задачи для самостоятельного решения 

 
1. Вычислить наиболее вероятную дебройлевскую длину волны молекул 
азота, содержащихся в воздухе при комнатной температуре. 
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2. Определить кинетическую энергию протона и электрона, для которых 
длина волны де Бройля равна 0,06 нм. 
3. Определить энергию, которую необходимо дополнительно сообщить 
электрону, чтобы его дебройлевская длина волны уменьшилась от 0,2 мм 
до 0,1 нм. 
4. На сколько по отношению к комнатной должна измениться темпера-
тура идеального газа, чтобы дебройлевская длина волны его молекул 
уменьшилась на 20 %? 
5. Параллельный пучок моноэнергетических электронов падает нор-
мально на диафрагму в виде узкой прямоугольной щели, ширина которой 
0,06 мм. Определить скорость этих электронов, если известно, что на экра-
не, отстоящем от щели на расстоянии 40 мм, ширина центрального ди-
фракционного максимума 10 мкм. 
6. Из катодной трубки на диафрагму с узкой прямоугольной щелью нор-
мально к плоскости диафрагмы направлен поток моноэнергетических электро-
нов. Определить анодное напряжение, трубки, если известно, что на экране, 
отстоящем от щели на расстоянии 0,5 м, ширина центрального дифракционно-
го максимума 10,0 мкм. Ширину щели принять равной 0,10 мм. 
7. Протон обладает кинетической энергией 1 кэВ. Определить дополни-
тельную энергию, которую необходимо ему сообщить для того, чтобы 
длина волны де Бройля уменьшилась в три раза. 
8. Определить длины волн де Бройля α-частицы и протона, прошедших 
одинаковую ускоряющую разность потенциалов 1 кВ. 
9. Кинетическая энергия электрона равна удвоенному значению его энергии 
покоя (2m0c

2). Вычислить длину волны де Бройля для такого электрона. 
10. Какой кинетической энергией должен обладать электрон, чтобы деб-
ройлевская длина волны электрона была равна его комптоновской длине 
волны. 
11. Сравнить длины волн де Бройля электрона, прошедшего разность по-
тенциалов 1000 В, атома водорода, движущегося со скоростью равной 
средней квадратичной скорости при температуре 270С, и шарика массой 1 г, 
движущегося со скоростью 0,1 м/с. 
12. Оценить с помощью соотношения неопределенностей минимальную кине-
тическую энергию электрона, движущегося внутри сферы радиусом 0,05 нм. 
13. Используя соотношение неопределенностей, оценить наименьшие ошиб-
ки в определении скорости электрона и протона, если координаты центра масс 
этих частиц могут быть установлены с неопределенностью 1 мкм. 
14. Какова должна быть кинетическая энергия протона в моноэнергетиче-
ском пучке, используемого для исследования структуры с линейными разме-
рами 10–13 см? 
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15. Используя соотношение неопределенностей, оценить ширину одномерного 
потенциального ящика, в котором минимальная энергия электрона 10 эВ. 
16. α-частица находится в бесконечно глубоком, одномерном, прямоугольном 
потенциальном ящике. Используя соотношение неопределенностей, оценить 
ширину ящика, если известно, что минимальная энергия α-частицы 8 МэВ. 
17. Среднее время жизни атома в возбужденном состоянии составляет 10–8 с. 
При переходе атома в нормальное состояние испускается фотон, средняя дли-
на волны которого равна 600 нм. Оценить ширину, излучаемой спектральной 
линии, если не происходит ее уширения за счет других процессов. 
18. Среднее время жизни атома в возбужденном состоянии составляет 
около 10–8 с. При переходе атома в нормальное состояние испускается фо-
тон, средняя длина волны которого равна 400 нм. Оценить относительную 
ширину излучаемой спектральной линии, если не происходит уширения 
линии за счет других процессов. 
19. На фотографии, полученной с помощью камеры Вильсона, ширина 
следа электрона составляет 0,8·10–3 м. Найти неопределенность в нахожде-
нии его скорости. 
20. Средняя кинетическая энергия электрона в невозбужденном атоме водорода 
13,6 эВ. Используя соотношение неопределенностей, найти наименьшую по-
грешность, с которой можно вычислить координату электрона в атоме. 
21. Показать, что для частицы, неопределенность координаты которой ∆х 
= λ/(2π) (λ – длина волны де Бройля), неопределенность ее скорости равна 
по порядку величины самой скорости частицы. 
22. Исходя из соотношения неопределенностей, оценить размеры ядра 
атома, считая, что минимальная энергия нуклона в ядре 8 МэВ. 
23. Используя соотношение неопределенностей, оценить энергию элек-
трона, находящегося на первой боровской орбите в атоме водорода. 
24. Используя соотношение неопределенностей, показать, что в ядре не мо-
гут находиться электроны. Линейные размеры ядра принять равными 5,8 
10–15 м. Учесть, что удельная энергия связи в среднем 8 МэВ/нуклон. 
25. Атом испустил фотон с длиной волны 0,550 мкм. Продолжительность 
излучения 10 нс. Определить наибольшую погрешность, с которой может 
быть измерена длина волны излучения. 
26. Частица находится в потенциальной яме шириной L. Определить ве-
роятность нахождения частицы в интервале 0 < x < L/5 на первом энерге-
тическом уровне. 
27. Частица находится в потенциальной яме шириной L. Определить ве-
роятность нахождения частицы в интервале L/4 < x < L/3 на втором энерге-
тическом уровне. 
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28. Частица в потенциальной яме шириной L находится в возбужденном 
состоянии. Определить вероятность нахождения частицы в интервале 
L/3<x<L/2 на третьем энергетическом уровне. 
29. Вычислить отношение вероятностей нахождения электрона  
в интервалах L/4 < x < L/2 и 0 < x < L/4 на первом энергетическом уровне 
одномерной потенциальной ямы, ширина которой L.  
30. Электрон находится в одномерной прямоугольной потенциальной яме 
шириной L с бесконечно высокими стенками. Найти спектр энергии электро-
на, считая, что возможны лишь те его состояния, для которых внутри потен-
циальной ямы укладывается целое число полуволн де Бройля. 
31. Электрон находится в одномерном прямоугольном потенциальном ящике 
с бесконечно высокими стенками. В каких точках обнаружение электрона наи-
менее вероятно, если он находится в основном состоянии? Какие изменения 
произойдут, если электрон перейдет в возбужденное состояние с n = 3? 
32. Частица находится в бесконечно глубокой, прямоугольной, одномерной 
потенциальной яме шириной L. Определить вероятность обнаружения части-
цы в области с координатой L/3 ≤ x < (L/3 + ∆L), где ∆L = 0,001⋅L. 
33. Частица находится в одномерной, бесконечно глубокой, прямоугольной 
потенциальной яме шириной L во втором возбужденном состоянии. Найти ве-
роятность обнаружения частицы в центральной области шириной ∆L, если: 
a) ∆L = L/3; б) ∆L = L/100. 
34. Частица находится в одномерном прямоугольном потенциальном 
ящике с бесконечно высокими стенками в возбужденном состоянии с n = 5. 
В каких областях вероятность обнаружения частицы равна нулю? 
35. Определить, при какой ширине одномерной потенциальной ямы дис-
кретность энергии электрона становится сравнимой с энергией теплового 
движения при температуре 300 К.  
36. Электрон находится в основном состоянии в одномерной потенциальной 
яме с бесконечно высокими стенками, ширина которой 1,4⋅10–9 м. Опреде-
лить энергию, излучаемую при переходе электрона с третьего энергетическо-
го уровня на второй. Как изменяется при этом импульс электрона? 
37. Электрон находится в одномерной потенциальной яме с бесконечно 
высокими стенками, ширина которой 1 нм. Определить наименьшую раз-
ность энергетических уровней электрона. 
38. Определить ширину одномерной потенциальной ямы с бесконечно 
высокими стенками, если при переходе электрона с третьего энергетиче-
ского на второй излучается энергия 1 эВ? 
39. Рассматривая электрон в твердом теле как линейный гармонический 
осциллятор, находящийся в основном состоянии, найти во сколько раз от-
личаются плотности вероятности обнаружения электрона в точках х0 и 2х0. 
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Какие изменения произойдут, если вместо электрона был бы протон? 
40. Волновая функция одного из состояний линейного гармонического 
осциллятора имеет вид: 

2

( ) exp ,
2
x m

x Cx
 λ ωψ = − λ =  
  ℏ

. 

С помощью уравнения Шредингера найти энергии осциллятора в этом состоянии. 

41. Частица массой m движется в одномерном потенциальном поле 
2

2
kx

U =  

(гармонический осциллятор). Волновая функция частицы для основного со-
стояния имеет вид ψ(x) = Aexp(–αx2), где А – нормировочный коэффициент, α 
– положительная постоянная. С помощью уравнения Шредингера найти зна-
чения постоянной α и энергии Е частицы в этом состоянии. 
42. Найти энергию линейного гармонического осциллятора в состоянии, 
описываемом волновой функцией  

2
2( ) (1 2 ) exp ,

2
x m

x С х
 λ ωψ = − λ ⋅ − λ =  
  ℏ

. 

Указание: использовать стационарное уравнение Шредингера. 

43. Используя условие нормировки, найти значение константы С в волно-
вой функции ψn = Csin(πnx/l) частицы, находящейся в бесконечно глубо-
кой, прямоугольной потенциальной яме. 
44. Определить коэффициент пропускания прямоугольного потенциального 
барьера высотой 10 эВ и шириной 5⋅10–10 м для электрона с энергией 9 эВ. 
45. Определить коэффициент пропускания прямоугольного потенциального 
барьера высотой 5 эВ и шириной 2⋅10–10 м для протона с энергией 4 эВ. 
46. Чему равна ширина прямоугольного потенциального барьера высотой 
8 эВ коэффициент пропускания которого для электрона с энергией 7 эВ ра-
вен 1,6 %? 
47. Определить высоту прямоугольного потенциального барьера шириной 
2⋅10–10 м, если коэффициент пропускания для электрона с энергией 20 эВ 
равен 1 %. 
48. Через прямоугольный потенциальный барьер шириной L = 2⋅10–10 м прохо-
дит 30 % всех падающих на него электронов. Найти высоту барьера U0, если 
энергия электронов Е составляет 15 эВ. 
49. Во сколько раз изменится вероятность прохождения электронов через 
прямоугольный потенциальный барьер шириной L = 4⋅10–10 м и высотой U0 

= 20 эВ, если энергия электронов Е возрастает с 7 эВ до 14 эВ? 
50. Найти вероятность прохождения электроном потенциального барьера 
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шириной l = 4⋅10–10 м и высотой V0 = 45 эВ, изображенный на рис. 2.9. 
Энергия электрона Е = 20 эВ. 

51. Определить вероятность прохождения 
электрона с энергией E = 10 эВ через прямо-
угольный потенциальный барьер шириной L = 
3⋅10–10 м и высотой U0 = 15 эВ. 
52. Во сколько раз изменится коэффициент 
пропускания прямоугольного потенциального 
барьера высотой 5 эВ и шириной 2⋅10–10 м, если 
энергия электрона уменьшится с 4 эВ до 3 эВ? 

53. Найти собственные значения оператора Â, принадлежащие собствен-
ной функции ψA, если: 

2

2
ˆ d
A

dx
= − , sin 2A xψ = ; 

54. Найти собственные значения оператора Â, принадлежащие собствен-
ной функции ψA, если: 

2
2

2
ˆ d
A x

dx
= − + , ( )2exp 2A xψ = − ; 

55. Найти собственные значения оператора Â, принадлежащие собствен-
ной функции ψA, если: 

2

2

2ˆ d d
A

x dxdx
= + , 

sin
A

x

x

αψ = . 

Рис. 2.9 
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УБ-3. Элементы атомной физики 
 

Введение 
 

Гипотеза о том, что все вещества состоят из огромного числа атомов, 
высказывалась с древних времен. Атомы рассматривались как неделимые 
частицы вещества. 

В развитии атомистической теории выдающуюся роль сыграл Д. И. Мен-
делеев, разработавший Периодическую систему элементов. Периодическая за-
кономерность в свойствах атомов различных элементов свидетельствует о неко-
торой общности в их природе. Открыв Периодическую систему, Менделеев 
впервые на научной основе поставил вопрос о единой природе атомов. 

Современные представления о строении атомов получены на основании 
многочисленных экспериментальных данных. Изучая рассеяние α-частиц, 
Э.Резерфорд показал, что весь положительный заряд и почти вся масса сосредо-
точены в ядре, размеры которого имеют порядок 10–15 м. В опытах Франка и Гер-
ца было показано, что энергия атомов может изменяться дискретно, т.е. порция-
ми. Новые, квантовые представления легли в основу теории атома водорода. Тео-
рия атома водорода по Бору успешно объясняет строение спектра водородного 
атома. Удовлетворительные результаты получаются и для водородоподобных 
атомов. Однако теория Бора представляет собой лишь переходных этап на пути 
создания теории атомных и ядерных явлений. Такой теорией явилась квантовая 
механика. Применение ее к атомным системам позволило объяснить многообра-
зие атомных и ядерных явлений. 
 

При изучении данного раздела студенты должны  
иметь представление:  

– о квантовании энергии, импульса и др.; 
– об излучении и поглощении электромагнитных волн с энергетической 
точки зрения; 

обладать навыками: 
– применения элементов дифференциального и интегрального исчисления. 
– решения дифференциальных уравнений второго порядка. 

 

Учебная программа блока 
 

№ 
п/п 

Содержание блока 
Форма  

подготовки Литература 

1 
Теория атома водорода по Бору. Спектр атома 
водорода 

с 
[1] – §38.2 – 38.5 
[2] – §28.1 

2 
Атом водорода в квантово-механическом описании. 
Квантовые числа. Спин электрона. Принцип Паули 

л 
[1] – §39.1 – 39.5 
[2] – §28.2.1 – 28.2.4 
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Окончание табл. 

3 Рентгеновские спектры л [2] – §28.3.1 – 28.3.2 

4 
Многоэлектронные атомы. Классификация электронов. 
Периодический закон Д. И. Менделеева 

л 
[1] – §39.6 
[2] – §28.2.5 

5 

Молекула. Молекулярные спектры. Электронные спектры 
молекул. Колебательные спектры молекул. Вращательные 
спектры молекул. Электронно-колебательные спектры моле-
кул. Вращательно-колебательные спектры молекул. Комби-
национные спектры молекул. Сплошные и диффузионные 
спектры молекул. Молекулярная спектроскопия 

л 
[1] – §39.7 – 39.11 
[2] – §28.2.6 

6 
Типы оптических переходов. Инверсная заселенность. 
Вынужденное излучение. Лазеры. Свойства лазерного 
излучения 

л 
[1] – §39.7, 40.1 – 40.2 
[2] – §28.3.3 – 28.3.4 

 

Цели обучения 
 

Что должен знать Что должен уметь 

• Постулаты Бора 
• Значение энергии состояний элек-
трона в атоме водорода 
• Серии спектров излучения атома 
водорода 
• Вид волновой функции электрона 
в атоме водорода при заданных значе-
ниях трех квантовых чисел 
• Принцип Паули 
• Физический смысл квантовых чи-
сел: главного, орбитального, магнит-
ного и спинового 
• Свойства рентгеновского излучения 
• Типы молекулярных спектров 
• Свойства лазерного излучения 
• Принцип работы оптического 
квантового генератора (лазера) 

• Определять длины волн излучения различ-
ных серий спектра атома водорода 
• Применять постулаты Бора при решении задач 
• Использовать волновую функцию для нахо-
ждения вероятностей и средних значений вели-
чин для атома водорода 
• Определять в рамках боровской теории 
атома водорода скорость электрона, частоту, 
период обращения по орбите, энергию 
• Рассчитывать вероятность пребывания элек-
трона в 1S-состоянии 
• Определять средние значения физических 
величин для 1S-состояния атома водорода 
• Определять энергию состояния с использовани-
ем волновой функции и уравнения Шредингера 
• Определять частоты излучения рентгенов-
ского спектра 
• Определять частоты излучения при переходе 
молекул между колебательными и вращатель-
ными энергетическими уровнями 

 
3.1. Краткое содержание теоретического материала 

 
Теория атома водорода по Бору. Спектр атома водорода 

 
На основании проведенных опытов Резерфорд предложил планетарную 

модель атома, согласно которой атом представляет собой положительно за-
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ряженное ядро, вокруг которого по круговым орбитам движутся электроны. 
На основании модели Резерфорда Бором была построена количественная мо-
дель простейшего атома – водорода. Предложенная модель атома, хотя и яв-
ляется полуклассической, представляет собой наглядную модель, исполь-
зующую понятие стационарных состояний, объясняющую энергетические и 
спектральные закономерности атомной структуры. В основу развитой им мо-
дели Бор положил ряд постулатов: 

1. Атом может находиться только в особых, стационарных состояниях, 
в которых он не излучает и не поглощает энергии. Стационарным состоя-
ниям соответствуют стационарные орбиты, по которым электроны дви-
жутся с ускорением, но излучения не происходит. 

2. Излучение (поглощение) света происходит при переходе атома из 
одного стационарного состояния в другое. Энергия излучаемого либо по-
глощаемого кванта света равна разности энергий в начальном и конечном 
состоянии (En > Ek): 

n kh E Eν = − ,                                                (1) 

где h – постоянная Планка (h = 6,63·10–34 Дж·с), ν – частота световой волны. 
Кроме того, согласно правилу квантования орбит, из всех возможных 

орбит электрона являются разрешенными только те, на которых укладывается 
целое число длин волн де Бройля для электрона 2πr = nλ, n = 1, 2, 3, …: 

2
h

r n
m

π =
υ

; 
2

h
m r n nυ = =

π
ℏ . 

Таким образом, момент импульса L = mυr электрона квантуется, 
принимает только определенные значения, равные целому числу n, умно-
женному на ħ = h/2π: 

m r nυ = ℏ .                                                   (2) 
Полная энергия электрона складывается из кинетической и потенци-

альной энергий: 
2 2

2к п
m ke

E E Е
r

 υ= + = + −  
 

,                                   (3) 

где 
0

1

4
k =

πε
. 

Применяя второй закон Ньютона к движущемуся по орбите электрону  
2

ц
m

F ma
r

υ= = , 

и учитывая выражение для кулоновской силы 
2

2

ke
F

r
= , получаем 

2 2

2

ke m

rr

υ=  
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2 2

2 2

ke m

r

υ= .                                                  (3) 

Кинетическая энергия равна по модулю половине потенциальной. Таким 
образом, полная энергия электрона  

2 2 2

2

ke ke ke
E

r r r

 
= + − = −  

 
.                                      (4) 

Радиус орбиты можно получить, решив совместно систему уравне-
ний (2) и (3)  

2 2
0

2

4
n

n
r

me

πε= ℏ
.                                               (5) 

Определим радиус первой орбиты (первый боровский радиус) 
2

100
1 2

4
0,53 10r

me
−πε= = ⋅ℏ
м. 

Радиусы стационарных орбит также квантованы и выражаются через 
r1: rn = r1n

2, и равны соответственно r1, 4r1, 9r1 ….  
Заменив r в уравнении (4) выражением (5), получим 

4

2 2 2 2
0

1

32
n

me
E E

n
= = − ⋅

π ε ℏ
.                                      (6) 

Разрешенные значения энергии определяются соотношением (6), где 
n принимает значения 1, 2, 3, 4 … . Число n называется главным кванто-
вым числом. Оно определяет энергию электрона на данном уровне.  

Рис. 3.1 
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Энергетическая диаграмма изображена на рис. 3.1. Состояние с ми-
нимальной энергией, или основное состояние, соответствует n = 1, а его 
энергия Е1 = – 13,6 эВ. Поэтому выражение (6) можно записать в более 
компактной форме  

1
2n

E
E

n
= .                                                    (7) 

Частота излучения, соответствующая переходу из состояния с энергией 
Еn в состояние с Ek с учетом второго постулата, может быть найдена:  

4

3 2 3 2 2
0

1 1

2 64
n k

k n

E E me

n n

 −ν = = ⋅ −  π π ε  ℏ ℏ
.                              (8) 

Т.к. 
cν =
λ

, аналогичное соотношение для длины волны излучения имеет вид 

4

3 2 3 2 2
0

1 1 1

64 k n

me

c n n

 
= ⋅ −  λ π ε  ℏ

    или       
2 2

1 1 1

k n

R
n n

 
= ⋅ −  λ  

,             (9) 

где введена постоянная величина 
4

7
3 2 3

0

1,0974 10
64

me
R

c
= = ⋅

π ε ℏ
м–1 – постоян-

ная Ридберга. 
Переходы между различными уровнями энергии объединены в серии (рис. 3.1). 
Серия Лаймана (ультрафиолетовая область спектра) включает длины 

волн (частоты) излучения при переходе из выше лежащих уровней в основное 
состояние (см. рис. 3.1). Длины волн излучения определяется формулой  

2 2

1 1 1

1
R

n

 = ⋅ − λ  
,  

где n принимает значения 2, 3, 4 и т.д. 
Длины волн серии Бальмера (видимая область спектра) определяются 

переходами на второй уровень (рис. 3.2) 

2 2

1 1 1

2
R

n

 = ⋅ − λ  
,  

где n принимает значения 3, 4, 5 и т.д. 
Длины волн серии Пашена (инфракрасная область спектра) опреде-

ляются переходами на третий уровень (рис. 3.3) 

2 2

1 1 1

3
R

n

 = ⋅ − λ  
,  

где n принимает значения 4, 5, 6 и т.д. 
Результаты теории Бора совпали с экспериментальными данными. 

Однако применение теории Бора к более сложным атомным системам не-
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возможно. Проблема состоит в том, что для описания явлений атомных 
масштабов законы классический физики неприменимы. Возникла необхо-
димость построения новой теории – квантовой физики. 
 

Атом водорода в квантово-механическом описании. Квантовые числа 
 

Атом водорода с его самой простой структурой представляет собой 
очень хороший объект для применения уравнения Шредингера. С точки 
зрения квантовой механики электрон находится в потенциальной яме ку-
лоновского поля ядра. Поскольку в атоме водорода потенциальная энергия 
электрона равна  

2

04

e
U

r
= −

πε
, 

то электрон находится в атоме в потенциальной яме гиперболической формы. 
В результате это приводит к существованию дискретных значений энергии 
En, каждой из которых соответствует система волновых функций ψ.  

Уравнение Шредингера в этом случае принимает вид 
2

2
2

0

2
0

4

m e
E

r

 
∇ ψ + + ψ =  πε ℏ

.                                (10) 

Поскольку поле является центрально симметричным, удобно воспользо-
ваться сферической системой координат: r, θ, ϕ. Подставив в (10) выражение для 
оператора Лапласа в сферических координатах, получим уравнение  

2 2
2

2 2 2 2 2 2
0

1 1 1 2
sin 0

4sin sin

m e
r E

r r rr r r

 ∂ ∂ψ ∂ ∂ψ ∂ ψ   + θ + + + ψ =      ∂ ∂ ∂θ ∂θ πεθ θ ∂ϕ     ℏ
. (11) 

Будем решать уравнение (11), основываясь на методе разделения пере-
менных. Искомую волновую функцию представим в виде произведения ради-
альной части R(r), зависящей только от расстояния до ядра и угловую Y (θ, ϕ), 
зависящую от углов: 

( , , ) ( ) ( , )r R r Yψ θ ϕ = ⋅ θ ϕ .                                     (12) 

Подставив (11) в (12), умножив все на r2/R и переставив члены, получим 

( )
2 2 2 2

2 2 2 2
0

1 1 1 1 2
sin

sin 4sin

Y Y r m e
rR E R

Y R r rr

     ∂ ∂ ∂ ∂    θ + = − + +         θ ∂θ ∂θ πεθ ∂ϕ ∂        ℏ
 

Данное уравнение распадается на два уравнения, включающие по-
стоянное число l(l + 1): 

( )
2 2 2

2 2
0

1 2
( 1)

4

r d m e
rR E R l l

R r rdr

    + + = +     πε    ℏ
;                  (13) 
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2

2 2

1 1 1
sin ( 1)

sin sin

Y Y
l l

Y

 ∂ ∂ ∂  θ + = − +  θ ∂θ ∂θ θ ∂ϕ   
.                   (14) 

Теперь разделим переменные в уравнении (14), содержащем θ и ϕ, под-
ставив в него функцию вида Y(θ, φ) = Θ(θ)Ф(φ) и, умножив на sin2θ/ФΘ.  

2 2
2

2

sin 1
sin ( 1)sin

Ф
l l

Ф

θ ∂ ∂Θ ∂ θ + + θ = − Θ ∂θ ∂θ ∂ϕ 
.                     (15) 

Обозначив константу разделения 2
lm−  в (15), получим два уравнения 

2

2

1
sin ( 1) 0

sin sin
lmd d

l l
d d

 Θ θ + + − =    θ θ θ   
.                        (16) 

2
2

2
0l

d Ф
m Ф

d
+ =

ϕ
.                                            (17) 

Таким образом, для определения собственных волновых функций и 
собственных значений энергии частицы мы получили три уравнения (13), 
(16) и (17), причем последнее из них содержит только один параметр ml, а 
(16) и (17) по два.  

Решение начинается с уравнения (16), из которого находятся значения ml. 
Параметр ml может принимать значения ml = 0, ± 1, ± 2,… ± l. Соотношение 
(17) является уравнением на собственные волновые функции и собственные 
значения оператора проекции момента импульса. Величина проекции момента 
импульса определяется магнитным квантовым числом ml: 

z lL m= ℏ , 

проекция момента импульса принимает дискретные значения, т.е. кванту-
ется. Волновая функция Ф, являющаяся решением уравнения (17) опреде-
ляется выражением 

( ) limФ Ае ϕϕ = , 

значение реальной части волновой функции для различных ml представлено 
в табл. 3.1. 

Уравнение (13) можно переписать следующим образом  

( )
2 2

2 2 2
0

1 2 ( 1)
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d m e l l
rR E

r rdr r

  ++ + − =  πε ℏ
 

или  
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( )
2 2 2

2 2 2
0

1 2 ( 1)
0

4 2

d m e l l
rR E

r rdr mr

 ++ + − =  πε 

ℏ

ℏ
.                     (18) 

Как видим, в уравнении (18) в скобках у потенциальной энергии поя-
вилась добавка. Можно показать, что добавке соответствует энергия вра-
щательного движения 

2 2

2 2

( 1)

2 2

L l l

mr mr

+= ℏ ,  

где момент импульса частицы равен 

( 1)L l l= +ℏ .                                             (19) 

Квантовое число l может принимать значения l = 0, 1, 2 … n-1. Каж-
дому значению l соответствует 2ml + 1 значений ml. Квантовое число l по-
лучило название орбитального квантового числа, и оно определяет вели-
чину момента импульса электрона (19). 

Решение уравнения (18) для радиальной части волновой функции R(r) 
дает дискретный набор значений энергии 

4

2 2 2 2
0

1

32
n

me
E

n
= − ⋅

π ε ℏ
.                                        (20) 

Результат нахождения энергии в рамках квантовой механики (20) 
совпадает с классическим расчетом в теории Бора. Выражения для ради-
альной части волновой функции R(r) представлены в табл. 3.2. 

Состояния с l = 0 называют s-состояниями. В s-состоянии (l = 0, ml = 0) 
волновая функция сферически симметрична (т.е. не зависит от углов θ и ϕ): 
ψ = R(r) (табл. 3.1 и 3.2). Момент импульса электрона равен нулю. 

Состояния с l = 1 называют p-состояниями. В p-состоянии ml может 
уже принимать три значения: – 1, 0, 1. Волновая функция в этом состоянии 
является комбинацией трех функций, а значит, зависит от трех координат.  

Состояния с l = 2 называют d-состояниями, а с l = 3 – f-состояниями.  
Таблица 3.1 

Функции Θ(θ) и Ф(φ) для s-, p-, d-состояний (с точностью до нормировочного множителя) 
Состояние l ml Θ(θ) Ф(φ) 

s 0 0 1 1 
0 cosθ 1 
1 соsϕ p 1 

– 1 
sinθ 

sinϕ 
0 3cos2θ-1 1 
1 соsϕ 

– 1 
sinθcosθ 

sinϕ 
2 соs2ϕ 

d 2 

– 2 
sin2θ 

sin2ϕ 
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Таблица 3.2 
Функции R(r) для s-, p-, d-состояний (с точностью до нормировочного множителя) 

 

Состояние n l R(ρ), ρ = r/a 

1s 1 0 e−ρ  

2s 2 0 ( ) 22 e
ρ−

− ρ  

2p 2 1 2e
ρ−

ρ  

3s 3 0 ( )2 321 18 2 e
ρ−

− ρ + ρ  

3p 3 1 ( ) 36 e
ρ−

− ρ ρ  

3d 3 2 2 3e
ρ−

ρ  
 

Итак, волновая функция определяется набором трех квантовых чисел 
n, l, ml и зависит от переменных r, θ, ϕ. Eе обозначают , , ( , , )

ln l m rψ θ ϕ . Так, 

волновая функция в основном 1s-состоянии определяется соотношением 

100 ( )
r

aR r Ae
−

ψ = = , 

где а = 0,53⋅10–10 м – первый боровский радиус, 
3

1
A

a
=

π
 – коэффициент, 

который определяется с помощью условия нормировки: 
2

2 2

0

4 1
r

aA e r dr
∞ −

π =∫ . 

Волновая функция s-состояния является чисто радиальной, а значит 
сферически симметричной и не зависит от углов. 

Волновые функции используются для определения вероятности нахо-
ждения электрона. Вероятность обнаружить электрон в элементе объема 
dV шарового слоя в основном (n = 1) s-состоянии равна 

2 2
2 2 2

33

1 4
( ) 4

r r

a adP R r dV e r dr r e dr
aa

− − 
 = = π =
 π 

.              (21) 

Радиальная плотность вероятности 
2

2
3

4
r

adP
r e

dr a

−
ρ = =                                           (22) 
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определяет вероятность обнаружить электрон на заданном расстоянии 
r, от ядра.  

График зависимости ρ(r) для 1s-состояния приведен на рис. 3.2. Макси-
муму функции ρ(r) соответствует расстояние, совпадающее с радиусом первой 
боровской орбиты. Графики ρ(r) для 2s и 3s-состояний имеют уже несколько 
максимумов, вероятность встретить электрон дальше от ядра возрастает. 

Для определения вероятности обнаружения электрона в шаровом 
слое от r1 до r2, например, в 1s-состоянии, необходимо вычислить интеграл  

2 2

1 1

2

2 2

3

1
( ) 4

rr r
a

r r

P R r dV e r dr
a

− 
 = = π
 π 

∫ ∫ .                        (23) 

Искомой вероятности соответствует площадь криволинейной трапе-
ции (рис. 3.3). 
 

Спин электрона. Принцип Паули 
 

Опытами О. Штерна и В. Герлаха в 1921 г. было установлено, что наблю-
дается пространственное квантование атомов с одним валентным электроном, 
находящимся в s-состоянии. В таком состоянии у атомов отсутствует момент 
импульса. Пространственное квантование, обнаруженное в таких опытах, отно-
силось к собственному моменту импульса электрона – спину и подтвердило на-
личие двух возможных ориентаций спина в магнитном поле. 

Абсолютное значение спинового момента импульса электрона нахо-
дится по формуле 

( 1)sL s s= + ℏ ,                                             (24) 

s – спиновое квантовое число электрона, равное 1/2. Поэтому численное 
значение спина электрона равно 

3

2sL = ℏ . 

Рис. 3.2 Рис. 3.3 
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Пространственное квантование спина означает, что проекция вектора 
спина на направление внешнего поля находится по формуле  

sz sL m= ℏ ,                                                 (25) 

ms – магнитное спиновое квантовое число, которое принимает значения 
1

2
± . 

Полная характеристика квантового состояния электрона в атоме во-
дорода требует задания четырех квантовых чисел: главного квантового 
числа n; орбитального l; магнитного ml; спинового ms. 

При этом каждому значению энергии будет соответствовать не-
сколько состояний с различными l, ml, ms. Состояния с одинаковой энерги-
ей называются вырожденными, а число различных состояний, соответст-
вующих какому-либо значению энергии, называют кратностью вырожде-
ния. Доказывается, что кратность вырождения энергетического уровня с 
главным квантовым числом n равна 2n2.  

Принцип Паули: в любом атоме не может быть двух электронов, на-
ходящихся в двух одинаковых стационарных состояниях, определяемых 
набором четырех квантовых чисел – главного n, орбитального l, магнитно-
го ml и спинового ms. 

Принципу Паули подчиняются и другие частицы, имеющие полуцелый 
спин (в единицах ħ) – фермионы. Итак, в любой системе фермионов не может 
быть двух частиц, находящихся в одинаковых квантовых состояниях. 

 
Рентгеновские спектры 

 
Рентгеновские лучи возникают при столкновениях быстрых электронов 

с атомами вещества. Они обладают всеми свойствами, которые характеризу-
ют световые лучи, однако, оптические свойства рентгеновских лучей выра-
жены слабо и труднонаблюдаемы (например, коэффициент преломления лу-
чей в средах отличается от единицы только в шестом знаке) [1]. 

Рентгеновские лучи представляют собой электромагнитное излучение с 
очень короткими длинами волн от 0,06 до 120 Å. Со стороны длинных волн рент-
геновские лучи перекрываются ультрафиолетовыми лучами, а коротковолновое 
рентгеновское излучение сливается с γ-лучами радиоактивных веществ. 

Рентгеновские лучи получаются в настоящее время при помощи рентге-
новских трубок, представляющих собой баллон с разреженным воздухом, 
внутрь которого введены два металлических электрода: катод, являющийся ис-
точником электронов в трубке, и анод (или антикатод), являющийся местом 
возбуждения рентгеновских лучей при бомбардировке его электронами [8]. 
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Для ускорения электронов между анодом и катодом создается напря-
жение порядка десятков и сотен киловольт. 

В зависимости от способа эмиссии электронов из катода рентгенов-
ские трубки разделяются на газонаполненные, или ионные, и вакуумные, 
или накальные (электронные). 

Более употребительны вакуумные рентгеновские трубки. Источником 
свободных электронов в них является вольфрамовая нить, накаливаемая то-
ком от вспомогательного источника и служащая катодом трубки. Давление 
воздуха в этих трубках не превышает 10–6 – 10–7 мм рт. ст. Освобожденные 
из катода электроны ускоряются электрическим полем и, двигаясь к аноду, 
достигают скоростей порядка сотен тысяч километров в секунду, в зависи-
мости от величины напряжения между анодом и катодом. Достигнув анода, 
электроны резко затормаживаются при ударе о его поверхность. При этом 
происходит превращение части кинетической энергии электронов в энергию 
электромагнитного излучения; однако большая часть энергии электронов 
превращается в энергию молекулярно-теплового движения частиц анода, 
что вызывает его сильное нагревание. Коэффициент полезного действия 
рентгеновских трубок невелик и зависит от анодного напряжения и вещест-
ва анода (0,15 % при 20 кВ и 7,5 % при 1000 кВ). Интенсивность рентгенов-
ского излучения определяется эмпирической формулой 

2I kiU Z= , 
где i – сила тока в трубке; U – напряжение; Z – порядковый номер атома 
вещества антикатода (анода); К – коэффициент пропорциональности. 

Рентгеновское излучение, возникающее в результате торможения 
электронов, называется «тормозным». 

Возникновение тормозного излучения можно объяснить следующим 
образом. Движущиеся электроны, как и всякий электрический ток, обра-
зуют вокруг себя магнитное поле. Резкое изменение скорости электронов 
при ударе об антикатод равносильно ослаблению и исчезновению магнит-
ного поля, в результате чего и возникают электромагнитные волны. 

Тормозное рентгеновское излучение имеет сплошной спектр и потому 
часто называется «белым излучением» (по аналогии со сплошным спек-
тром белого света). Это объясняется тем, что одни электроны тормозятся 
быстрее, другие медленнее, что и приводит к возникновению электромаг-
нитного излучения с различными длинами волн. 

По квантовой теории сплошной спектр тормозного излучения объяс-
няется следующим образом: пусть кинетическая энергия электрона перед 

его соударением с анодом равна 
2
0

2

mυ
; если часть этой энергии превраща-
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ется при соударении в тепло А, то энергия фотона рентгеновского излуче-
ния будет равна 

2
0

2

m
h A

υν = − .                                              (26) 

Так как при случайных соударениях величина А имеет различное 
значение, то энергия фотона hν  может быть различной. Следовательно, в 
рентгеновском излучении могут присутствовать фотоны с различными 
частотами и спектр его будет непрерывным. На рис. 3.4 даны кривые рас-
пределения энергии в спектрах излучения рентгеновской трубки, получен-
ные опытным путем, при двух значениях напряжения (U2 > U1). 

Из рис. 3.4 видно, что при повышении напряжения интенсивность 
рентгеновского излучения возрастает. Далее видно, что для каждого напряжения 
спектр рентгеновских лучей резко обрывается со стороны коротких волн. 

Существование резкой коротковолновой границы в рентгеновском 
спектре можно объяснить следующим образом: при ударе электрона об 
анод в предельном случае он может отдать всю свою энергию на излучение. 
Тогда из формулы (26) следует, что  

2

max
min2

m hc
h

υ = υ =
λ

. 

Это равенство и определяет коротковолновую границу рентгеновского 

спектра. Так как 
2

2

m
eU

υ = , где U – приложенная разность потенциалов и е – 

заряд электрона, то 

min

hc
eU =

λ
;  min

hc

eU
λ = . 

Следовательно, минимальная длина волны тормозного излучения 
обратно пропорциональна напряжению трубки. 

Рис. 3.4  Рис. 3.5 
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При больших напряжениях в рентгеновской трубке наряду с рентге-
новским излучением, имеющим сплошной спектр, возникает рентгенов-
ское излучение, имеющее линейчатый спектр. Это излучение называется 
характеристическим. Последний налагается на сплошной спектр, как это 
показано на рис. 3.5. 

Механизм возбуждения характеристического излучения иной, чем тор-
мозного излучения. Это излучение возникает в том случае, когда в результате 
удара электронов атомы вещества анода приходят в возбужденное состояние  
с большой энергией. При возвращении атомов в нормальное энергетическое 
состояние происходит излучение фотонов характеристического излучения  
с энергией, равной разности энергии атома в возбужденном и нормальном со-
стояниях. Так как атомы различных веществ имеют различные энергетические 
уровни в зависимости от их строения, то и спектры характеристического излу-
чения зависят от строения атомов вещества анода. 

Характеристическое рентгеновское излучение также получается при 
бомбардировке вещества α-частицами, протонами или его облучением доста-
точно короткими рентгеновскими лучами. 

Если при электронной бомбардировке возбуждается как сплошное, 
так и характеристическое излучение, то при ударах α-частиц или протонов 
возникают только характеристические лучи. При возбуждении рентгенов-
ских лучей путем облучения вещества другими рентгеновскими лучами 
излучение состоит частью из рассеянных первичных лучей, частью из харак-
теристического излучения данного вещества. 

При рассеянии рентгеновских лучей наблюдаются и первичные фотоны. 
Это объясняется тем, что часть фотонов испытывает соударение с сильно свя-
занными электронами, лежащими во внутренних электронных оболочках атома. 
При этом фотон взаимодействует уже с атомом в целом, т.к. масса атома велика, 
то по закону упругого соударения фотон почти не передает атому энергии и, 
следовательно, длина волны фотона при рассеивании не изменяется. 

Характеристические рентгеновские спектры различных элементов 
имеют однотипную структуру и состоят из нескольких серий, обозначае-
мых буквами K, L, M, N и O. Каждая серия насчитывает небольшое число 
линий, обозначаемых в порядке возрастания частоты индексами α, β, γ, …. 
(Кα, Кβ, Кγ ….; Lα, Lβ, Lγ …. и т. д.). Спектры разных элементов имеют 
сходный характер. При увеличении атомного номера Z весь рентгеновский 
спектр лишь смещается в коротковолновую часть, не меняя своей структуры. 
Это объясняется тем, что рентгеновские спектры возникают при переходах 
электронов во внутренних электронных оболочках атомов, которые имеют 
сходное строение. 
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Схема возникновения рентгеновских спектров дана на рис. 3.6. Воз-
буждение атома состоит в удалении одного из внутренних электронов. Если, 
например, вырывается один из двух электронов К-слоя, то освободившееся 
место может быть занято электроном из какого-либо внешнего слоя (L, M, N 
и т. д.). При этом возникает К-серия. Аналогично возникают и другие серии. 
Серия К обязательно сопровождается остальными сериями, т.к. при испус-
кании ее линий освобождаются уровни в слоях L, M и т.д., которые будут  
в свою очередь заполняться электронами из более высоких слоев. 

Рис. 3.6. Схема возникновения различных серий рентгеновского спектра 
 
В 1913 г. английский физик Мозли установил закон, связывающий частоты 

линий рентгеновского спектра с атомным номером Z испускающего их элемента. 
Согласно этому закону частоты линии Кα можно представить формулой 

2
2 2

1 1
( 1)

1 2
K R Z

α
 ω = − − 
 

; 

линии Кβ – формулой 

2
2 2

1 1
( 1)

1 3
K R Z

β
 ω = − − 
 

; 

линии Lα – формулой 

2
2 2

1 1
( 7,5)

2 3
L R Z

α
 ω = − − 
 

 

и т.д., где R – постоянная Ридберга. 
Все эти формулы имеют вид 

2
2 2
1 2

1 1
( )R Z

n n

 
ω = − σ − 

 
.                                    (27) 

Закон Мозли обычно выражают формулой 

( )C Zω = − σ                                               (28) 
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(С и σ – константы, имеющие свое значение для каждой линии) и формули-
руют следующим образом: корень квадратный из частоты является линей-
ной функцией атомного номера Z. 

Закон Мозли позволяет по измеренной длине волны рентгеновских 
линий точно установить атомный номер данного элемента; он сыграл боль-
шую роль при размещении элементов в периодической системе. 

Мозли дал простое теоретическое объяснение найденного им закона. 
По Мозли линии с частотами, определяемыми формулой (27), совпадают с 
линиями, испускаемыми при переходе электрона, находящегося в поле за-
ряда (Z – σ)·e с уровня с номером n2 на уровень с номером n1. Смысл кон-
станты σ легко понять: электроны, совершающие переходы при испуска-
нии рентгеновских лучей, находятся под воздействием ядра, притяжение 
которого несколько ослаблено действием остальных окружающих его 
электронов. Это экранирующее действие и находит свое выражение в не-
обходимости вычесть из Z некоторую величину σ. 

Необходимо отметить, что формула (27) основана на допущении, что 
постоянная экранирования σ для обоих уровней имеет одинаковое значение. 
На самом же деле экранирование, например, для К-уровня будет слабее, 
чем для L-уровня, потому что электрон, находящийся в L-оболочке, экрани-
руют оба электрона К-оболочки и, кроме того, частичное участие в экрани-
ровании принимают остальные электроны L-оболочки, в то время как для 
электрона К-оболочки экранирование осуществляется только одним К-
электроном. Более строго формулу (27) следует писать в виде 

2 2
1 2

2 2
1 2

( ) ( )Z Z
R

n n

 − σ − σω = − 
 

.                                 (29) 

Очень важно отметить, что для возбуждения, например, серии К необ-
ходимо предварительно затратить энергию на удаление электрона за пре-
делы атома из слоя К. Освободившееся в слое К место может быть запол-
нено электроном из любого слоя, т.е. может сопровождаться излучением 
любой линии серии К. Обычно в излучении принимают участие множество 
атомов: некоторые из них излучают одну линию, другие – другую, следо-
вательно, появляется сразу вся К-серия. Наряду с этим возникают и другие 
серии L, M и т.д. 

Таким образом, в рентгеновских спектрах (в отличии от оптических 
спектров) серия или возникает вся сразу, или не возникает вовсе (если 
приносимая порция энергии недостаточна для удаления электрона из ка-
кой-либо оболочки за пределы атома). 

Рентгеновское излучение обладает как волновыми, так и корпуску-
лярными свойствами. Причем корпускулярные свойства такие как фотоэф-
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фект и эффект Комптона проявляются особенно резко, т.к. энергия фотонов 
растет обратно пропорционально длине волны; длины же волн рентгенов-
ских лучей очень малы. 

Кроме испускания рентгеновского излучения, в тяжелых атомах на-
блюдается эффект Оже. Энергия, освобождающаяся при спонтанном элек-
тронном переходе из L-, M- или N-оболочки атома в состояние на более 
глубокую оболочку, оказывается больше энергии ионизации для внешних 
(валентных) электронов. За счет энергии перехода может происходить не 
испускание фотона рентгеновских лучей, а удаление внешнего электрона 
из атома, не сопровождающееся излучением (безрадиационные, или безыз-
лучательные переходы) [1]. 
 

Многоэлектронные атомы 
 

Квантовая механика дает удовлетворительное описание свойств про-
стейшего атома – атома водорода. Значительно сложнее обстоит дело для 
атомов, содержащих большое количество электронов. Потенциальная 
энергия каждого такого электрона складывается из энергии притяжения 

его к ядру 
2

1 4 o i

Ze
U

r
= −

πε
 (Ze – заряд ядра) и энергии отталкивания от других 

электронов) 
2

4ik
o ik

e
U

r
=

πε
 (r ik – расстояние между i-м и k-м электронами). 

Наличие в потенциальной энергии членов Uik не позволяет получить точного 
решения уравнения Шредингера. Поэтому прибегают к приближенным мето-
дам решения этого уравнения. Один из этих методов, получивший название 
метод самосогласованного поля, состоит в том, что движение электрона пред-
полагают в некотором результирующем поле, образованного ядром и осталь-
ными (Z-1) электронами. Это поле называют самосогласованным. 

Движение электрона в самосогласованном поле можно рассматривать  
в первом приближении, как движение в водородоподобном атоме, состоящем 
из ядра с зарядом + Ze и сферически симметричной оболочки, образованной 
(Z-1), электронами. Поэтому в описании свойств такого электрона сохраняется 
много общего с описанием свойств электрона в атоме водорода. 
 

Классификация электронов 
 

Приближенное решение уравнения Шредингера для многоэлектрон-
ного атома позволяет определить энергетические уровни, на которых могут 
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размещаться электроны атома. Распределение их по составляющим опреде-
ляется принципом Паули, установленного на основе обобщения огромного 
экспериментального материала. Принцип Паули утверждает, что в каждом 
состоянии, характеризующемся 4 квантовыми числами – n, l, ml, mS может 
находиться только один электрон. 

По мере увеличения положительного заряда ядра при переходе от одного 
химического элемента к другому увеличивается число электронов, образующих 
оболочку атома. Каждый вновь присоединяемый электрон стремиться занять 
состояние с наименьшей энергией. Однако, если это состояние уже занято, то 
оно не допустимо по Паули для других электронов и им приходиться разме-
щаться в других состояниях. В табл. 3.3 представлено распределение электро-
нов в соответствии с принципом Паули и в предположении, что меньшим зна-
чениям квантовых чисел соответствуют меньшие значения энергии. Электроны 
с одним и тем же квантовым числом n образуют электронный слой. Этим слоям 
присвоены следующие названия: n = 1 называется K слоем, с n = 2 – L слоем, c 
n = 3 – M слоем, c n = 4 – N слоем, с n = 5 – O слоем и т.д. В каждом слое может 
разместиться 2n2 электронов. Внутри каждого слоя электроны делятся на под-
группы, различающиеся орбитальным квантовым числом l: подгруппа S, 
имеющая l = 0, подгруппа p, имеющая l = 1, подгруппа d, имеющая l = 2, и т.д. 
В каждой подгруппе может разместиться 2(2l + 1) электронов. 

Распределение электронов по состояниям записывается с помощью 
цифр и символов s, p, d, f, g. Цифра слева указывает порядковый номер 
электронного слоя и равна главному квантовому числу n; цифра справа 
указывает число электронов в подгруппе. Например, распределение по со-
стояниям первых 10 электронов табл. 1 записывается следующим образом: 
1S22S22P6. Это означает, что 2 электрона размещены в подгруппе S первого 
слоя, 2 электрона в подгруппе S второго слоя [Д2]. 

Табл. 3.4 представляет собой периодическую таблицу химических эле-
ментов, построенную на основе принципа Паули. Число электронов в каждом 
слое должно соответствовать числу элементов в периоде. Так первый период 
должен содержать 2 элемента, второй – 8, третий – 18, четвертый – 32, и т.д. 
Каждый период оканчивается элементом, у которого полностью укомплекто-
ван соответствующий электронный слой. Электронная оболочка такого атома 
обладает сферической симметрией и весьма устойчива. Поэтому такой атом не 
должен проявлять склонность отдавать или приобретать дополнительные 
электроны и в химическом отношении должен быть инертным. 

Началом каждого периода служит элемент, у которого начинается 
комплектование нового электронного слоя. Так как сферически симмет-
ричные электронные облака укомплектованных внутренних оболочек атома 
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предельно компенсируют заряд ядра, то связь вновь присоединенного 
электрона с ядром будет относительно слабой. Поэтому в начале каждого 
периода должен стоять типичный металл. 

Таблица 3.3 

Число электронов в подгруппе 
n Наименование 

слоя s p d f g 

Число элек-
тронов в слое 

1 K 2     2 
2 L 2 6    8 
3 M 2 6 10   18 
4 N 2 6 10 14  32 
5 O 2 6 10 14 18 50 

        
        

 

Таблица 3.4 

K L M N Периоды Атомный 
номер Элементы 

s s p s p d s p d 
1  H 1         I 
2  He 2         
3  Li 2 1        
4  Be 2 2        
5  B 2 2 1       
6  C 2 2 2       
7  N 2 2 3       
8  O 2 2 4       
9  F 2 2 5       

II 

10  Ne 2 2 6       
11  Na 2 2 6 1      
12  Mg 2 2 6 2      
13  Al 2 2 6 2 1     
14  Si 2 2 6 2 2     
15  P 2 2 6 2 3     
16  S 2 2 6 2 4     
17  Cl 2 2 6 2 5     

III 

18  Ar 2 2 6 2 6     
19  K 2 2 6 2 6  1   
20  Ca 2 2 6 2 6  2   
21  Sc 2 2 6 2 6 1 2   
22  Ti 2 2 6 2 6 2 2   
23  V 2 2 6 2 6 3 2   
24  Cr 2 2 6 2 6 4 1   
25  Mn 2 2 6 2 6 5 2   
26  Fe 2 2 6 2 6 6 2   
27  Co 2 2 6 2 6 7 2   
28  Ni 2 2 6 2 6 8 2   
29  Cu 2 2 6 2 6 10 1   
30  Zn 2 2 6 2 6 10 2   
31  Ga 2 2 6 2 6 10 2 1  
32  Ge 2 2 6 2 6 10 2 2  
33  As 2 2 6 2 6 10 2 3  
34  Se 2 2 6 2 6 10 2 4  
35  Br 2 2 6 2 6 10 2 5  

IV 

36  Kr 2 2 6 2 6 10 2 6  
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Периодический закон Менделеева 
 

Сравним теоретическую табл. 3.4 с реальной периодической табли-
цей Д. И. Менделеева. 

Первый период таблицы Менделеева содержит 2 элемента: водород и 
гелий. У водорода начинается и у гелия заканчивается комплектование 
первого электронного слоя, способного вместить лишь 2 электрона. Как и 
следовало ожидать, гелий является инертным газом. 

Второй период таблицы Менделеева содержит 8 элементов, что также 
находится в соответствии с табл. 3.4. Третий электрон лития начинает 
комплектования второго слоя, вследствие чего литий является щелочным 
металлом. На 10-м элементе – неоне – заканчивается комплектование слоя, 
и неон оказывается инертным газом. 

С 11-го электрона натрия идет заполнение 3-го электронного слоя. 
Согласно табл. 1 этот слой должен содержать 18 электронов. Поэтому 3-й 
период таблицы Менделеева должен был бы содержать 18 элементов. В дейст-
вительности же он содержит лишь 8 элементов, заканчивается инертным 
газом аргоном. Здесь обнаруживается первое отступление таблицы Менде-
леева от периодической таблицы (табл. 3.4). Оно обусловлено лишь тем, 
что сферическая симметрия электронного облака достигается не только тогда, 
когда электронный слой укомплектовался полностью, но и в случае, когда 
заполняются первые две подгруппы – s и p, способные вместить 8 электро-
нов. Комплектование этих подгрупп в 3-м слое как раз и заканчивается у 
18-го элемента – аргона. Поэтому аргон оказывается инертным газом, завер-
шающим 3-й период таблицы Менделеева. При этом подгруппа 3d этого 
слоя остается незаполненной. 

Согласно теоретической табл. 3.4 19-й электрон калия должен был 
бы начать комплектование как раз подгруппы 3d. В действительности он 
идет в подгруппу s 4-ого слоя. Объясняется это тем, что сделанное при построе-
нии табл. 1 допущение, что большим квантовым числам соответствуют 
большие энергии, для сложных атомов оправдывается не всегда. В частности, 
состояние 4s оказывается энергетически более низким, чем состояние 3d. 
Поэтому в подгруппу 4s идет не только 19-й электрон калия, но и 20-й 
электрон кальция. Зато с 21-го электрона скандия начинается комплекто-
вание незаполненной подгруппы 3d, способной вместить 10 электронов. 
Подгруппы 4s и 3d энергетически настолько близки, что в ряде элементов 
наблюдается переход электронов из одной подгруппы в другую. Этим объяс-
няется переменная валентность и другие свойства таких важных в практи-
ческом отношении металлов, как хром, марганец, железо, кобальт и никель. 
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Электронная структура атомов первых 36 элементов таблицы Менделеева 
приведена в табл. 2. 

Начиная с 29-го элемента – меди – вновь начинается комплектование 
4-го слоя. Первые 2 подгруппы (s и p) этого слоя заполняются у 36-го элемента – 
криптона, который, как и следовало ожидать, является инертным газом. 

Подобные отступления от теоретической табл. 3.4 наблюдаются и 
далее. Они обусловлены тем, что в сложных многоэлектронных атомах 
расположение энергетических уровней не совсем следует тому порядку, 
который свойственен свободному атому водорода. 

Таким образом, квантовая механика позволила понять природу одного 
из основных законов естествознания – периодический закон Д. И. Менде-
леева. Она показала, что периодичность свойств химических элементов обу-
словлена повторяемостью строения внешних электронных слоев атомов при 
непрерывном росте их порядкового номера в таблице Д. И. Менделеева. 
 

Молекула. Молекулярные спектры 
 

Молекулой называется наименьшая частица данного вещества, обла-
дающая его основными химическими свойствами и состоящая из одинако-
вых или различных атомов, соединенных в одно целое химическими свя-
зями (химическими силами). Химические силы имеют в своей основе раз-
личные взаимодействия внешних электронов атомов. 

Большой класс молекул образуют ионные молекулы, состоящие из 
ионов химических элементов, входящих в молекулу. Общая сумма поло-
жительных и отрицательных зарядов ионов в молекуле равна нулю, вслед-
ствие чего ионные молекулы электрически нейтральны. Силы, обеспечи-
вающие устойчивость молекулы, имеют электрическую природу. 

Примерами типичных ионных молекул могут служить молекулы ще-
лочно-галоидных солей, образованные ионами атомов элементов I и VII 

групп периодической системы: NaCl (Na+ Cl− ), RbBr, CsI и т.п. Поскольку 
ионные молекулы могут быть образованы лишь из ионов атомов различ-
ных химических элементов, связь ионов в таких молекулах называется 
также гетерополярной (от греческого слова «гетеро» – «разный»). 

Атомными молекулами называются молекулы, в которых основное 
состояние соответствует нормальным состояниям атомов. Силы, обеспечи-
вающие устойчивость атомных молекул, являются обменными и имеют 
специфический квантовый характер. Они действуют между внешними 
электронами атомов в молекуле. 

Атомные молекулы в ряде случаев образованы одинаковыми атомами. 
Поэтому связь атомов в таких молекулах называется гомеополярной (от 
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греческого слова «гомео» – «одинаковый»), или ковалентной. Гомеопо-
лярными являются молекулы Н2, N2, O2, молекулы гидридов, например, 
LiH, PdH и т.д., боридов металлов и т.д., образованные из атомов элементов 
первых трех групп периодической системы [1]. 
 

Электронные спектры молекул 
 

В соответствии с возможными типами движений в молекуле волновая 
функция молекулы может быть приближенно представлена в виде произведения 
трех волновых функций, отвечающих электронным движениям, колебаниям и 
вращениям молекул при условии взаимной независимости этих движений: 

э к вψ = ψ ⋅ ψ ⋅ ψ . 

При подстановке ψ в соответствующее уравнение Шредингера оно 
может распадаться на три уравнения, решение каждого из которых дает 
энергетический спектр соответствующего движения: электронного – Еэ, 
колебательного – Ек, вращательного – Ев. Полная энергия молекулы при-
ближенно равна: 

э к вЕ Е Е Е= + + . 

По порядку величины Еэ>> Ек>> Ев. На рис. 3.7 схематично пред-
ставлена энергетическая диаграмма электронных, колебательных и враща-
тельных уровней. 

Рис. 3.7 
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Электронные термы (уровни) молекул не отличаются по своему про-
исхождению от электронных термов изолированных атомов. Число элек-
тронных термов значительно превышает число этих термов в атомах. Лю-
бой атом в молекуле находится в электрическом поле остальных ее атомов; 
электронные уровни молекул образованы из электронных уровней ее ато-
мов, расщепленных на многочисленные подуровни в результате эффекта 
Штарка во внутримолекулярном поле. Эффектом Штарка называется рас-
щепление спектральных линий под действием на излучающее вещество 
внешнего электрического поля. 

Энергетические электронные уровни молекулы определяются ее элек-
тронной конфигурацией, т.е. совокупностью квантовых чисел, соответст-
вующих состояниям всех электронов молекулы. В основу систематики этих 
уровней и спектров молекул кладется векторная модель молекулы, являю-
щаяся обобщением векторной модели атома. В этой модели использовано 
пространственное квантование орбитального и спинового моментов электрона 

в атоме, с последующим сложением векторов орбитального L
�

 и спинового S
�

 
моментов двумя способами, зависящими от взаимодействия орбитальных и 
спиновых моментов электронов в атоме (сильная и слабая связи). 
 

Колебательные спектры молекул 
 

При изменении равновесных положений атомов в молекуле могут воз-
никать их колебания около положения равновесия (внутримолекулярные ко-
лебания). В квантовой теории внутримолекулярные колебания рассматрива-
ются как причина возникновения колебательных спектров молекул. Колеб-
лющиеся атомы в молекуле рассматриваются во многих случаях как ангар-
монические осцилляторы. 

В простейшем случае двухатомной молекулы ее потенциальную 
энергию записывают с помощью потенциала Леннарда – Джонса: 

6 12
( )

a b
U r

r r
= − , 

где а и b – постоянные, или потенциала Морзе: 

( )2
( ) 1U D e−αρρ = − , 

где e

e

r r

r

−ρ = , α – постоянная; re – равновесное расстояние между атомами, 

соответствующее минимуму U(r); ρ – относительное смещение атомов из 
их равновесных положений. Величина D имеет смысл энергии диссоциа-
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ции молекулы на атомы, D = U(∞) – U(0). Уравнение Шредингера для коле-
баний молекулы: 

( )
2

2 2

8
( ) 0e

к
Id

E U
d h

πψ + − ρ ψ =
ρ

, 

где Ie – момент инерции молекулы в равновесном состоянии; Ек – колеба-
тельная энергия молекулы. 

При малых колебаниях молекулы U(p)≈Dα2ρ2 и уравнение Шредин-
гера сводится к уравнению для гармонического осциллятора. Колебатель-
ный энергетический спектр 

1

2
E hυ

 = ν υ + 
 

, 

где 
2

2 e

D

I

αν =
π

; ν – частота собственных колебаний осциллятора; υ = 0, 1, 

2… называется колебательным квантовым числом, для которого имеет место 
правило отбора 

1∆υ = ± . 
Величина 

0
1

2
E h= ν  

называется нулевой колебательной энергией. Колебательные энергетиче-
ские уровни рассматриваемых молекул находятся на одинаковом расстоя-
нии друг от друга. 

В случае ангармонических колебаний двухатомной молекулы ее энер-
гетический колебательный спектр 

2
1 1

2 2
E h hυ

   = ν υ + − χν υ +   
   

, 

где 1
4

h

D

νχ = <<  называется постоянной ангармоничности. 

Колебательный энергетический спектр по-
казан на рис. 3.8. Расстояние между энергетиче-
скими уровнями 

2( 1)E h h∆ = ν − υ + χ ν  

убывает с ростом υ. В этом случае правило отбора 
для υ не существует. Интенсивность линий спектра 
быстро убывает с ростом ∆υ. Энергетические уровни 
сходятся к границе ∆Е = 0, для которой 

Рис. 3.8 
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макс
1

1
2

υ = −
χ

 и  макс 4

h
Е D

ν= =
χ

, 

т.е. максимальная колебательная энергия молекулы равна ее энергии дис-
социации D. 
 

Вращательные спектры молекул 
 

Возможны два основных вида вращения молекул: вращение молекулы 
как целого вокруг некоторого направления или точки и вращение одних 
частей молекулы относительно других – внутреннее вращение. 

Характер вращения молекулы как целого определяется пространствен-
ным расположением атомов в молекуле, т.е. формой молекулы, которая может 
быть охарактеризована подобно твердому телу тремя главными моментами 
инерции, отвечающими трем главным осям молекулы: 

2
i k k

k

I m r=∑ , i = 1, 2, 3, 

где mk – масса k-ого атома в молекуле, а rk – его расстояние от соответствую-
щей главной оси. Главные оси симметричных молекул совпадают с их осями 
симметрии, а плоскость симметрии всегда перпендикулярна к одной из глав-
ных осей. Если все Ii молекулы равны друг другу, то она называется сфериче-
ским волчком; если равны друг другу два из Ii, то молекула называется сим-
метричным волчком; если все три I i различны, то молекула называется асим-
метричным волчком. К первому типу относятся молекулы P4, CH4, CCl4 и 
т.п., ко второму типу – NH3, PCl3, BCl3 и т.п., к третьему – H2O и т.п. 

Момент инерции двухатомной молекулы относительно оси, проходящей 
через ее центр инерции перпендикулярно прямой, соединяющей ядра атомов 

2I d= µ , 

где 1 2

1 2

m m

m m

⋅µ =
+

 – приведенная масса молекулы, m1 и m2 – массы каждого из 

атомов в молекуле (в двухатомной молекуле); d – межъядерное расстояние. 
Энергия вращательного движения двухатомной молекулы 

( )1JE BJ J= + , 

где J – вращательное квантовое число (J = 0, 1, 2, 3 …); 
2

22
B

d
=

µ
ℏ

 – враща-

тельная постоянная. 
В общем случае распределение интенсивности между отдельными 

линиями во вращательном спектре связано с распределением молекул по 
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вращательным состояниям, характеризуемым числами J. Если это распре-
деление является больцмановским, то 

( )

( )

( 1)

( 1)

0

2 1

2 1

hBJ J

kT

J hBJ J

kT

J

J e
N N

J e

+−

+∞ −

=

+
=

+∑

, 

где NJ – число молекул, находящихся на j-ом вращательном уровне; N – 
общее число молекул. 
 

Электронно-колебательные спектры молекул 
 

Электронно-колебательные спектры молекул связаны с электронными 
переходами в атомах молекулы, колеблющихся около своих равновесных 
положений. Наложение колебательного спектра на электронный проявляется 
в том, что каждой линии электронного перехода соответствует ряд колеба-
тельных линий, образующих полосу. 

Частоты электронно-колебательного спектра двухатомной молекулы 
выражаются формулой Деландра: 

2 2
1 1 1 1

2 2 2 2эк э
       ′ ′ ′ ′ν = ν + ν υ + − ν χ υ + − ν υ + + νχ υ +       
       

, 

где штрих относится к верхнему уровню перехода, а величины ν и χ были 
даны ранее. 

Частоты спектра, соответствующие υ  = const (фиксированному ниж-
нему уровню перехода) образуют поперечную серию Деландра; они харак-
терны для спектров поглощения молекул. Частоты, соответствующие υ' = 
const (фиксированному верхнему уровню перехода), образуют продольную 
серию Деландра, характерную для спектров испускания молекул. Иногда в 
спектрах выделяются диагональные серии Деландра с υ' = υ'. В каждой се-
рии существует нулевая полоса, обусловленная переходами υ = 0 ↔ υ' = 0 и 
смещенная относительно соответствующей линии электронного спектра на 

величину 0E

h
, где Е0 – нулевая колебательная энергия молекулы. 

В связи с тем, что моменты инерции молекул и связанные с ними час-
тоты молекулярных колебаний и значения константы ангармоничности зави-
сят от масс атомов, входящих в молекулу, в электронно-колебательных спек-
трах проявляется изотопический эффект. Для нулевой полосы электронно-
колебательного спектра изотопическое смещение линий равно 
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2 2 2
0

1 1 1 1
( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

2 2 2 2
y y   ′ ′ ′ ′ ′∆ν = − ν υ + − ν υ + − − ν χ υ + − νχ χ +      

, 

где y
′µ=

µ
, µ – приведенные массы молекул двух изотопных составов: 

1 2

1 2

m m

m m

⋅µ =
+

, m1 и m2 – массы каждого из атомов в молекуле (в двухатомной молекуле). 

 

Вращательно-колебательные спектры молекул 
 

Вращательно колебательные спектры молекул образуются при коле-
бательных переходах в атомах молекулы, вращающейся как целое. Частоты 
вращательного спектра по порядку величины в сотни и тысячи раз меньше 
частот колебательного спектра. Вращение молекулы, не нарушая ее коле-
бательного спектра, приводит к «размытию» его линий в полосы, в резуль-
тате чего спектр приобретает характерную линейчато-полосатую структуру. 
Поскольку Еэ>>Ев, то на спектр, соответствующий электронным перехо-
дам, вращение молекулы практически не влияет. 

Вращательно-колебательный спектр молекулы при неизменной ее 
электронной энергии возникает при наложении колебательного спектра на 
вращательный: 

в в к к
вк в к

Е Е Е Е

h h

′ ′− −ν = ν + ν = + , 

где штрихами обозначены верхние энергетические состояния в каждом из 
переходов. 
 

Комбинационные спектры молекул 
 

Явление комбинационного рассеяния состоит в том, что в спектре 
света, рассеянного каким-либо жидким или твердым телом, наряду с час-
тотами излучения источника света наблюдаются также смещенные частоты. 
Линии спектра, которым соответствуют νc = ν0 – ν, называются стоксовыми, 
линии с να = ν0 + ν – антистоксовыми, где ν0 – первоначальная частота света. 
Линии νс, να образуют комбинационный спектр молекул. 

Простейшее объяснение возникновения комбинационного рассеяния 
сводится к следующим двум схемам взаимодействия кванта с рассеиваю-
щей молекулой: 

)2()1(0 EhEh c +→+ νν ; 0 (2) (1)h E h Eαν + → ν + , 

где Е(1) и Е(2) – энергии колебательных состояний молекулы, причем Е(1) < Е(2).  
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В первом случае за счет энергии фотона hν0 молекула переходит  
в более высокое колебательное энергетическое состояние и возникает рас-
сеянный фотон с меньшей частотой νс. 

Во втором случае взаимодействие кванта с возбужденной молекулой 
приводит к появлению рассеянного фотона с большей частотой να, равной: 

0
(2) (1)Е Е

hα
−ν = ν + , 

и переходу молекулы в более низкое колебательное состояние. 
 

Сплошные и диффузионные спектры молекул 
 

Сплошные (истинно непрерывные) спектры молекул характеризуются 
тем, что их нельзя разделить на отдельные линии при какой сколь угодно 
высокой разрешающей способности спектрального прибора. Сплошные 
спектры молекул связаны с переходом молекулы из дискретного состояния 
с Е < 0 в непрерывное состояние с E > 0. Этому переходу соответствует как 
ионизация молекулы, так и ее диссоциация на ионы или нейтральные атомы. 
Диссоциация молекулы может быть вызвана увеличением колебательной 
энергии молекулы до таких пределов, при которых колебательным переходам 
в молекуле будут соответствовать квантовые числа υ ≥ υмакс. В результате таких 
переходом молекула, перейдя в неустойчивое возбужденное состояние, уже 
не возвращается в исходное состояние, а диссоциирует. Диссоциация моле-
кулы может быть также вызвана соударением ее с достаточно быстрой части-
цей (например, нейтроном), а также поглощением молекулой кванта излу-
чения, обладающего достаточной энергией (фотодиссоциация). 

Возникновение сплошного спектра может быть также вызвано нагрева-
нием вещества. В результате нагревания молекулы приобретают большие 
скорости движения. Возникающее при этом доплеровское смещение час-
тот спектральных линий приводит к перекрыванию линий и даже слиянию 
отдельных линий в полосы. Другой причиной превращения дискретного 
спектра молекулы в непрерывный является ударное уширение линий, про-
являющееся преимущественно во вращательных спектрах и вызванное суще-
ственным уменьшением времени жизни молекулы в возбужденном состоя-
нии и соответственным увеличением ширины линии. В результате ударного 
уширения вращательные линии в полосе могут перекрыться настолько, что 
исчезнет и вращательная структура, а при еще более высоких давлениях и 
температурах вещества ударное уширение может привести и к перекрыва-
нию отдельных полос. 
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Диффузные спектры молекул харак-
теризуются размытостью полос, вызванной 
сильным уширением вращательных линий 
даже при обычных давлениях и температу-
рах. Соответствующие этому уширению 
времена жизни молекулы в возбужденном 
состоянии на один-два порядка меньше 
периода вращения молекулы, в результате 
чего исчезает квантованность вращения и 
связанная с ней дискретная вращательная 
структура полос спектра. Это явление вызы-
вается так называемой предиссоциацией мо-
лекулы. Отличие ее от диссоциации состоит в том, что последняя происходит 
непосредственно из дискретного устойчивого в неустойчивое состояние мо-
лекулы, характеризуемое частью потенциальной кривой (рис. 3.9), соответст-
вующей отталкиванию атомов в молекуле, тогда как предиссоциация возни-
кает из возбужденного состояния молекулы. 
 

Молекулярная спектроскопия 
 

Изучение электронных спектров молекул дает сведения того же ха-
рактера, что и изучение атомных спектров. Дополнительными являются 
сведения об электронных уровнях в молекуле, о распределении плотности 
электронов в молекулах и природе химических связей. Особый интерес для 
исследования структуры молекул представляет изучение колебательных и 
вращательных спектров молекул. 

Колебательные и вращательные спектры молекул дают сведения о про-
странственном расположении атомов в молекулах, о возможных их равновес-
ных конфигурациях, о распределении молекул по этим конфигурациям. Знание 
формы молекул позволяет понять природу валентных связей в них и тем самым 
выяснить реакционные способности молекул. Вращательные спектры обычно 
находятся в инфракрасной области и обнаружение и исследование их требуют 
специальной техники инфракрасной спектроскопии. 

Благодаря простоте методов спектроскопия комбинационного рас-
сеяния обладает рядом преимуществ перед инфракрасной спектроскопией. 
Из комбинационных спектров находятся частоты собственных колебаний 
молекул (по колебательным спектрам), моменты инерции и форма молекул 
(по вращательным спектрам), а также те структурные изменения, которые 
претерпевают молекулы при изменениях агрегатного состояния вещества. 

Рис. 3.9 
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Типы оптических переходов. Инверсная заселенность 
 
Возможны три типа оптических переходов: спонтанные (1), вынуж-

денные с поглощением (2) и вынужденные с излучением (3) (рис. 3.10). 

Падающий на вещество свет постоянной частоты, совпадающий с часто-

той перехода k nE E

h

−ν = , будет вызывать два процесса: вынужденное погло-

щение (2) и вынужденное излучение (3). Первый процесс приводит к поглоще-
нию света и ослаблению падающего пучка, а второй – к увеличению интен-
сивности падающего светового пучка. Интенсивность света, прошедшего через 
среду, в которой реализуются два процесса, определяется законом Бугера: 

( )
0

xI I e β+α= , 

где β – коэффициент усиления среды (β > 0), α – коэффициент поглощения 
среды (α < 0), x – толщина слоя вещества. Таким образом, чтобы интенсив-
ность прошедшего через среду света была больше интенсивности падающего, 
нужно чтобы β + α > 0, т.е. усиление преобладало над поглощением. В этом 
случае совокупность атомов среды должна иметь инверсную населенность, а 
именно в состоянии с большей энергией Ek должно находиться большее число 
атомов, чем с меньшей энергией En. Доказано, что инверсная заселенность не 
может быть достигнута, например, температурным возбуждением в двух-
уровневой системе. Выход для создания инверсной заселенности был найден 
с использованием трех- и более уровней энергий системы. 

 

Вынужденное излучение. Лазеры 
 
Устройства, принцип действия которых основан на использовании 

вынужденного излучения, называются лазерами. Структурная схема лазера, 
представленная на рис. 3.11 включает три основных элемента: лазерную 
активную среду, систему накачки и оптический резонатор. 

Рис. 3.10 
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Лазерная активная среда – среда, в которой создается инверсная заселен-
ность и которая способна усиливать излучение на частоте лазерного перехода. 

Процессы, приводящие к возникновению инверсной заселенности  
в активной среде, называются накачкой, а физическая система, обеспечи-
вающая эти процессы, – система накачки. 

Оптический резонатор – это система отражающих, преломляющих, 
фокусирующих, дисперсионных и других оптических элементов, в про-
странстве между которыми могут возбуждаться различные типы электро-
магнитных колебаний. 

Практическое осуществление лазера стало возможным после того, 
как были найдены способы осуществления инверсной заселенности уров-
ней в некоторых веществах.  

В первом лазере рабочим телом был цилиндр из рубина. Торцы руби-
нового стержня были тщательно отполированы и параллельны друг другу. 
Один из торцов рубинового стержня делают зеркальным, а другой полу-
прозрачный. Рубин представляет собой окись алюминия (Al2O3), в котором 
некоторые атомы алюминия замещены атомами хрома. В рубиновом лазере 
для накачки используется мощная специальная лампа. Атомы возбуждаются за 
счет поглощения света. При поглощении света ионы хрома переходят в воз-
бужденное состояние (3, рис. 3.12). На уровне 3 система «живет» в течение 
10–8 с, после чего самопроизвольно переходит в состояние 2 без излучения 
света (энергия при этом передается кристаллической решетке). Таким образом, 
создается «перенаселенность» возбужденного уровня по сравнению с невоз-
бужденным уровнем 1. Время жизни в состоянии 2 составляет около 10–3 с. 
Переход из состояния 2 в состояние 1 под действием внешней электромаг-
нитной волны сопровождается вынужденным излучением. Это и использу-
ется в рубиновом лазере.  

В результате переходов 2 → 1 начинается излучение волн всевоз-
можных направлений. Те из них, которые идут под углом к оси кристалла, 

Рис. 3.12 Рис. 3.11 
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выходят из него и не играют никакой роли. Но волна, отражаемая от его 
торцов, вызывает индуцированное излучение возбужденных ионов хрома, 
входящих в состав рубина, и быстро усиливается. В силу чего через торец 
выходит мощный кратковременный импульс красного света. Волна является 
когерентной, так как энергия излучается за очень короткое время. Рубино-
вый лазер работает в импульсном режиме. 

Традиционно принято классифицировать лазеры по следующим признакам: 
Агрегатному состоянию (газовые, жидкостные, твердотельные, полу-

проводниковые); 
Методу накачки (химические, газодинамические, газорязрядные, 

инжекционные, оптические); 
Временному режиму генерации (непрерывные, импульсные, импульсно-

периодические); 
Частотному режиму генерации (одночастотные, одно- и многомодовые); 
Уровню генерируемой мощности (энергии) излучения; 
Эксплуатационным параметрам. 
 
Свойства лазерного излучения 
 
Свойства лазерного излучения отличаются от свойств оптического 

излучения, испускаемого тепловыми и люминесцентными источниками. 
Эти отличия касаются в основном таких характеристик излучения, как моно-
хроматичность, когерентность, направленность и яркость. 

Лазерное излучение характеризуется высокой степенью монохрома-

тичности, т.е. отношение 
0

∆ν
ν

 может быть достаточно мало. Для лазеров 

эта величина составляет ~ 10–12, в то время как для обычных источников 
излучения может быть достигнута степень монохроматичности ~10–6. 

Полностью когерентными, как известно, являются плоские монохрома-
тические линейно поляризованные электромагнитные волны. Лазерное излу-
чение обладает характеристиками, близкими к характеристикам таких волн. 
Когерентность обычных источников излучения невысока, поскольку отдель-
ные атомы излучают фотоны самопроизвольно, независимо друг от друга. 
В активной среде лазера в результате многократного прохождения различ-
ных цугов волн, происходит их корреляция (согласование) по фазе, частоте 
и направлению распространения. 

Направленность определяет расходимость светового пучка в про-
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странстве и характеризуется плоским или телесным углом, в пределах ко-
торого распространяется большая часть энергии излучения. Так, для мало-
мощных лазеров (10 мВт) угол расходимости равен ~ 10–3 рад, а телесный 
угол ~ 10–6 ср.  

Наряду с яркостью для описания лазерного излучения пользуются 
общепринятыми характеристиками: мощность, энергия, поток излучения и 
сила света. Например, лазеры характеризуются высокой спектральной 
мощностью излучения. В узком интервале спектра кратковременно (10–11 с) 
у некоторых типов лазеров достигается мощность 1014 Вт/см2. 

Лазеры используются для испарения материалов в вакууме, для 
сварки. С помощью луча лазера производят хирургические операции, луч 
лазера используют в дальномерах и т.д. 
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3.2. Методические указания к лекционным занятиям 
 

№ Вопросы лекции 
Форма  
изучения 

Литература Вопросы для самоконтроля студентов 

1 
Теория атома водорода  
по Бору 

c 
[1] – §38.2 – 38.5 
[2] – §28.1 

• Сформулируйте постулаты Бора. 
• Объясните физический смысл правила квантования орбит. 
• Как зависит энергия основных состояний от главного квантового числа? 
• От чего зависит радиус орбиты электрона? 
• Какие серии излучения вы знаете? 

 
 
 
 
2 

Уравнение Шредингера 
для атома водорода. 
Энергия. Спин. Кванто-
вые числа. Спектр атома. 
Принцип Паули 

л 
[1] – §39.1 – 39.5 
[2] – §28.2.1 – 28.2.4 

• Что такое орбитальное квантовое число и что оно определяет? 
• Что такое магнитное квантовое число? что оно определяет? 
• Что можно определить, зная выражения для радиальной и угловой части волновой 
функции. 
• Как, например, определить среднее значение силы взаимодействия электрона с ядром в 
атоме водорода? Запишите исходное выражение. 
• Что такое спин электрона. Каким образом удалось его обнаружить? 
• Что такое спиновое квантовое число? 
• Что такое кратность вырождения? Чему она равна для данного уровня с номером n? 
• Сформулируйте принцип Паули. Какие частицы называются фермионами? бозонами? Приведите 
примеры 

3 Рентгеновские спектры л [2] – §28.3.1 – 28.3.2 

• Что называют белым рентгеновским излучением? 
• Как по квантовой теории объясняется сплошной спектр тормозного излучения? 
• Какой вид имеют характеристические спектры? 
• Закон Мозли? 
• Константа экранирования? 
• Серия характеристического спектра? 
• В чем отличие рентгеновских спектров от оптических? 

4 

Многоэлектронные ато-
мы. Периодический закон 
Д. И. Менделеева. 
Переход к многоэлек-
тронным атомам 

л 
[1] – §39.6 
[2] – §28.2.5 

• Какое поле называется самосогласованным? 
• В чем суть метода самосогласованного поля? 
• Принцип Паули? 
• Какие электроны образуют электронный слой? 
• Чем электроны в подгруппах отличаются друг от друга? 
• Каким образом записывают распределение электронов по состояниям? 
• В чем причина отступления таблицы Менделеева от периодической таблицы? 
• В чем суть периодичности свойств химических элементов? 
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Окончание табл. 

5 Молекула. Молекулярные 
спектры л [1] – §39.7 – 39.11 

[2] – §28.2.6 

• Почему ионные молекулы электрически нейтральны? 
• Как называются силы, обеспечивающие устойчивость атомных молекул? Природа этих сил? 
• Чем определяются энергетические электронные уровни молекулы? 
• В чем причина возникновения колебательных спектров молекул? 
• С чем связаны электронно-колебательные спектры молекул? 
• Когда возникает вращательно-колебательный спектр молекулы? 
• С чем связан сплошной спектр молекулы? 
• Какие сведения можно получить при помощи молекулярной спектроскопии? 

6 Оптические квантовые 
генераторы с 

[1] – §39.7, 40.1 – 
40.2 
[2] – §28.3.3 – 28.3.4 

• Что такое лазер? 
• Что такое инверсная заселенность? 
• Объясните на примере трехуровневой системы принцип вынужденного излучения. 
• Назовите свойства лазерного излучения. 
• Каковы основные типы лазеров? 

 

3.3. Методические указания к практическим занятиям 
 

№ 
п/п Тема занятия Тип задач Рекомендации по решению Соответствующие 

задачи из сборников 
 
 
1 Теория Бора для атома 

водорода 

Нахождение кинематических, динами-
ческих и энергетических характери-
стик электрона в рамках теории атома 
водорода по Бору. Спектр излучения 
атома водорода 

При рассмотрении определении состояния электрона в атоме водорода 
в рамках теории Бора необходимо воспользоваться постулатами Бора, 
правилом квантования орбит, 2 законом Ньютона, выражениями для 
энергии электрона. 
При определении частот излучения атома водорода воспользоваться 
выражениями для спектральных серий излучения 

[5] – № 20.1, 20.4, 20.5, 
20.7 – 20.9, 20.18 – 20.20 
[6] – № 24.31 – 24.35 

2 
Уравнение Шредин-
гера для атома водо-
рода. Квантовые числа 

Определение вероятности нахож-
дения электрона в атоме водорода 
с точки зрения квантовой физики. 
Определение средних значений 
величин 

При нахождении вероятности нахождения электрона и средних значе-
ний физических величин необходимо вычислять интеграл вида 

n xx e dx−α
∫ . 

При определении максимального значения радиальной плотности ве-
роятности (для электрона в атоме водорода в s-состояниях) необходи-
мо воспользоваться условием: ( )2 2( ) 4 0R r r

′
⋅ π =  

[6] – № 24.36 – 24.45 

3 

Рентгеновские спектры. 
Спектры молекул. Вра-
щательная и колебатель-
ная энергия молекулы 

Определение частот излучения, энер-
гии диссоциации, постоянной ангар-
моничности 

При определении частот рентгеновского спектра воспользоваться формулой 
Мозли. 
При определении частот излучения при переходе молекулы между коле-
бательными или вращательными уровнями воспользоваться выражения-
ми для соответствующих энергий 

[5] – № 20.32 – 20.36 
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3.4. Примеры решения задач  
 

Пример 1. Определить энергию в электрон-вольтах и длину волны 
фотона, соответствующего самой длинноволновой линии серии Лаймана. 
 

Решение. Наименьшая длина волны серии Лаймана определяется 
переходом электрона со второго уровня n = 2 в основное состояние и может 
быть найдена по формуле: 

2 2 2 2

1 1 1 1 1 3

41 1 2
R R R

n

   = ⋅ − = − =   λ    
. 

Откуда 
4

3R
λ = . Вычисляя длину волны с учетом того, что R = 

1,0974·107 м–1, получаем λ = 0,12 мкм. Определяем энергию фотона  
hc

E h= ν =
λ

.  

Вычисления дают значение энергии E  = 16,41⋅10–19 Дж = 10,24 эВ. 
 

Ответ: E  = 10,24 эВ. 
 

Пример 2. Электрон находится в 2р-состоянии (l = 1) в атоме водо-
рода. Определить максимум плотности вероятности для радиальной 
части волновой функции. 
 

Решение. В искомом состоянии радиальная часть волновой функции 
электрона описывается уравнением (см. табл. 3.2): 

2
210 ( )

r

ar
R r A e

a

−
ψ = = , 

где А – постоянная нормировки. Вероятность нахождения в элементе 
объема dV равна 

2
2 4

2 22
2

4
( ) 4

r r

a ar A r
dP R r dV A e r dr e dr

a a

− −  π
 = = π =
 
 

. 

Следовательно, радиальная плотность вероятности описывается функцией  
2 4

2

4
( )

r

adP A r
r e

dr a

−πρ = = . 

Для определения максимума функции ρ(r) приравняем к нулю ее 
производную  
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( )
2 4

2

4
( ) 0

r

aA r
r e

a

−
′

 π′  ρ = =
 
 

;  
4

34 0
r r

a ar
r e e

a

− −
− = . 

Решая полученное уравнение, находим расстояние, соответствующее 
наибольшей вероятности r = 4a. Данное расстояние в четыре раза превы-
шает первый боровский радиус. 

Ответ: максимум плотности вероятности при r = 4a. 
 

Задача 3. Граничная длина волны Kα-серии характеристического 
рентгеновского излучения для некоторого элемента равна 0,0205 нм. 
Определить этот элемент. 
 

Решение: Из формулы Мозли  

( )2
2 2

1 1 1
r Z a

i n

 = − − λ  
,  

где λ – длина волны характеристического излучения, равная 
cλ =
ν

 (с – 

скорость света, ν – частота, соответствующая длине волны λ); R – постоян-
ная Ридберга; Z – порядковый номер элемента, из которого изготовлен 
электрод; а – постоянная экранирования; i – номер энергетического уровня, 
на который переходит электрон; n – номер энергетического уровня, с кото-
рого перешел электрон (для kα-серии i = 1; n = 2; a = 1;), находим Z 

3
1

4
Z

R
= +

λ
;  

10 7

4
1 78

3 0,0205 10 1,097 10
Z −= + =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
. 

 
Ответ: Z = 78 (платина) 

 
Задача 4. Найти постоянную экранирования для α – серии рентгенов-

ских лучей, если известно, что при переходе электрона в атоме вольфрама  
с M-слоя на L-слой испускается рентгеновские лучи с длиной волны 1,43·10–10 м. 
 

Решение: переход электрона с M-слоя на L-слой соответствует значениям 
i = 2 и n = 3; порядковый номер вольфрама в таблице Менделеева Z = 74. Из 
формулы Мозли найдём постоянную экранирования 

2 2

1 4.45
74 67 7

1 1
a Z Z

RR
i n

= − = − = − =
λ λ − 

 

. 

Ответ: a = 7. 
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Задача 5. Собственная циклическая частота колебаний молекулы 
HCl равна ω = 5,63⋅1014 с–1, коэффициент ангармоничности χ = 0,0201. 
Определить: 1) энергию перехода молекулы с первого на второй колеба-
тельный энергетический уровень; 2) максимальное квантовое число υmax; 
3) максимальную энергию колебаний; 4) энергию диссоциации. 
 

Решение.  
1) Энергия перехода между двумя соседними уровнями определим как 
разность колебательной энергии 

1E E Eυ+ υ∆ = − . 

Колебательная энергия двухатомной молекулы определяется выражением 
2

1 1

2 2
Eυ

   = ω υ + − ωχ υ +   
   

ℏ ℏ . 

Таким образом, разность энергий двух уровней равна 

( )( )
2 2

3 3 1 1
1 2 1

2 2 2 2
E        ∆ = ω υ + − ωχ υ + − ω υ + + ωχ υ + = ω − χ υ +       

       
ℏ ℏ ℏ ℏ ℏ , 

Вычисляем энергию перехода: ∆E = 1,1⋅1014 Дж = 0,68 эВ. 
 
2) Максимальное квантовое число найдем, приравняв разность соседних 
уровней к нулю  

( )( )1 2 1 0E∆ = ω − χ υ + =ℏ , откуда max
1

1
2

υ = −
χ

. 

Подставив значение коэффициента ангармоничности, находим υmax = 23. 
 
3) Максимальную колебательную энергию найдем, если в выражение для 
энергии подставить максимальное квантовое число υmax 

2

max max max
1 1 1

2 2 4 4 4
E

 χ ω   = ω υ + − ωχ υ + = ω + ≈     χ χ     

ℏ
ℏ ℏ ℏ , т.к. 

1

4 4

χ <<
χ

. 

Вычисляем максимальную колебательную энергию Emax = 4,61 эВ. 
 
4) Энергия диссоциации определяется переходом с нулевого уровня энер-
гии на самый возбужденный, соответствующий υmax 

( ) ( )max 0 max1 2 1 2
4 2 4

D E E E
ω ω ω= − = − = − χ = − χ
χ χ
ℏ ℏ ℏ

. 

Вычисления дают значение энергии диссоциации D = 4,43 эВ. 
 

Ответ: ∆E = 0,68 эВ; υmax  23; Emax = 4,61 эВ; D = 4,43 эВ. 



 

 

 

91 

Задача 6. Для молекулы HF определить: 1) момент инерции, если рас-
стояние между ядрами d = 91,7·10–12 м; 2) вращательную постоянную; 3) энер-
гию, необходимую для возбуждения молекулы на первый вращательный уровень. 
 

Решение. Воспользуемся формулой приведенной массы молекулы и 
определим момент инерции 

1 2

1 2

m m

m m

⋅µ =
+

;  2 21 2

1 2

m m
I d d

m m

⋅= µ =
+

, 

где m1 и m2 – массы атомов водорода и фтора соответственно.  
Поставляя значения массы и межъядерного расстояния, найдем момент 

инерции I = 1,33·10–47 кг м2. 
Вращательная постоянная определяется формулой:  

2

22
B

d
=

µ
ℏ

. 

Вычисляя B, получаем В = 4,37·10–22 Дж. 
Так как энергия вращательного движения двухатомной молекулы 

выражается соотношением EJ = BJ(J + 1), то разность энергий двух сосед-
них вращательных уровней  

( )( ) ( ) ( )1, 1 1 2 1 2 1J J J JE E E B J J BJ J B J+ +∆ = − = + + − + = +  

где J – вращательное квантовое число, равное нулю. Поэтому энергия, не-
обходимая для возбуждения молекулы на первый вращательный уровень 
равна ∆E1,0 = 2B = 8,74·10–22 Дж. 

Ответ: I = 1,33·10–47 кг м2; В = 4,37·10–22 Дж; ∆E1,0 = 8,74·10–22 Дж. 
 

3.5. Задачи для самостоятельного решения 
 
1. Невозбужденный атом водорода поглощает квант излучения с дли-
ной волны 102,6 нм. Вычислить, пользуясь теорией Бора, радиус электрон-
ной орбиты возбужденного атома водорода. 
2. Вычислить по теории Бора радиус второй стационарной орбиты и 
скорость электрона на этой орбите для атома водорода. 
3. Вычислить по теории Бора период вращения электрона в атоме во-
дорода, находящегося в возбужденном состоянии, определяемом главным 
квантовым числом 2. 
4. Определить изменение энергии электрона в атоме водорода при из-
лучении атомом фотона с частотой 6,28 1014 Гц. 
5. Во сколько раз изменится период вращения электрона в атоме водо-
рода, если при переходе в невозбужденное состояние атом излучил фотон 
с длиной волны 97,5 нм? 
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6. На сколько изменилась кинетическая энергия электрона в атоме водо-
рода при излучении атомом фотона с длиной волны 435 нм? 
7. В каких пределах должна лежать длина волн монохроматического света, 
чтобы при возбуждении атомов водорода квантами этого света радиус орбиты 
электрона увеличился в 16 раз? 
8. В однозарядном ионе лития электрон перешел с четвертого энерге-
тического уровня на второй. Определить длину волны излучения, испу-
щенного ионом лития. 
9. Электрон в атоме водорода находится на третьем энергетическом уровне. 
Определить кинетическую, потенциальную и полную энергию электрона. 
Ответ выразить в электрон-вольтах. 
10. Фотон выбивает из атома водорода, находящегося в основном состоя-
нии, электрон с кинетической энергией 10 эВ. Определить энергию фотона. 
11. Определить частоту света, излучаемого двукратно ионизированным 
атомом лития при переходе электрона на уровень с главным квантовым 
числом 2, если радиус орбиты электрона изменился в 9 раз. 
12. С какой частотой вращается электрон вокруг ядра в атоме водорода, 
если его орбита имеет радиус 3 10–10 м?  
13. Во сколько раз линейная скорость электрона на первой орбите в атоме 
водорода больше скорости пассажирского самолета, летящего со скоро-
стью 850 км/ч? 
14. На какое минимальное расстояние приблизится протон с кинетической 
энергией 60 кэВ к покоящемуся ядру атома золота при лобовом соударении? 
15. Зная радиус первой боровской орбиты в атоме водорода, определите 
линейную и угловую скорости движения электрона по этой орбите. 
16. Вычислите численные значения кинетической, потенциальной и полной 
энергии электрона на первой боровской орбите. 
17. Во сколько раз отличается период обращения электрона по первой и 
второй Боровским орбитам в атоме водорода. 
18. В однозарядном ионе лития электрон перешел с четвертого энерге-
тического уровня на первый. Определить длину волны излучения, испу-
щенного ионом лития. 
19. Вычислить по теории Бора период вращения электрона в атоме во-
дорода, находящегося в возбужденном состоянии, определяемом главным 
квантовым числом 3. 
20. Вычислите численное значение кинетической и полной энергии 
электрона на второй боровской орбите. 
21. Вычислить для атома водорода длины волн первых трех линий серии 
Лаймана. Каково соотношение между энергиями квантов света данных линий? 
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22. Вычислить для атома водорода длины волн первых трех линий серии 
Бальмера. 
23. Во сколько раз отличается энергия кванта света первой линии серии 
Лаймана от второй линии серии Бальмера?  
24. Вычислить для атома водорода длины волн первых трех линий серии Пашена. 
25. Найти период обращения электрона на первой боровской орбите в атоме 
водорода и его угловую скорость. 
26. Вычислить для атома водорода длины волн первых трех линий серии 
Лаймана. 
27. Вычислить для атома водорода частоты и энергии волн первых трех 
линий серии Бальмера. 
28. Вычислить для атома водорода длины волн первых трех линий серии 
Лаймана. 
29. Найти радиусы первых трех электронных орбит атома водорода и ско-
рости электрона на этих орбитах. 
30. Волновая функция, описывающая основное состояние электрона  
в атоме водорода, имеет вид ψ = Ae–r/a, где а – первый боровский радиус. 
Найти постоянную нормировки А. 
31. Электрон атома водорода находится в основном состоянии. Найти 
наиболее вероятное расстояние электрона от ядра. 
32. Электрон атома водорода находится в 2s-состоянии. Найти наиболее 
вероятные расстояния электрона от ядра. 
33. Волновая функция, описывающая основное состояние электрона в атоме 

водорода, имеет вид /

3

1 r ae
a

−ψ =
π

, где а – первый боровский радиус. 

Вычислить вероятность того, что электрон находится внутри области, ограни-
ченной сферой радиусом, равным первому боровскому радиусу. 
34. Волновая функция, описывающая основное состояние электрона в атоме 

водорода, имеет вид /

3

1 r ae
a

−ψ =
π

, где а – первый боровский радиус. 

Вычислить вероятность того, что электрон находится вне области, ограни-
ченной сферой радиусом, равным первому боровскому радиусу. 
35. Волновая функция, описывающая основное состояние электрона в атоме 

водорода, имеет вид /

3

1 r ae
a

−ψ =
π

, где а – первый боровский радиус. 

Вычислить вероятность того, что электрон находится внутри области от a/2 
до 2а, где a – первый боровский радиус. 
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36. Найти среднее расстояние <r>, на котором будет обнаружен элек-
трон от ядра атома водорода, находящегося в основном состоянии. 
37. Волновая функция, описывающая основное состояние электрона в атоме 

водорода, имеет вид /

3

1 r ae
a

−ψ =
π

, где а – первый боровский радиус. 

Найти средний электростатический потенциал, создаваемый электроном в центре 
атома водорода. 
38. Найти среднее значение потенциальной энергии электрона атома водо-
рода, находящегося в основном состоянии. 
39. Волновая функция, описывающая основное состояние электрона в атоме 

водорода, имеет вид /

3

1 r ae
a

−ψ =
π

, где а – первый боровский радиус. 

Найти среднюю силу взаимодействия электрона с ядром в атоме водорода. 
40. Найти среднее значение кинетической энергии электрона атома водо-
рода, находящегося в основном состоянии. 
41. Радиальная волновая функция одного из состояний электрона в атоме 

водорода имеет вид 210( ) exp
r r

R r C
a a

 = − 
 

, где С – нормировочная посто-

янная; а – первый боровский радиус. Используя уравнение Шредингера, 
найти энергию электрона в этом состоянии. 
42. С помощью уравнения Шредингера найти энергию электрона в ато-

ме водорода с волновой функцией 200( ) 2 exp
2

r r
R r C

a a
   = − −   
   

, где С – 

нормировочная постоянная; а – первый боровский радиус. 
43. Состояние частицы в сферически-симметричном потенциальном поле 
описывается радиальной волновой функцией R(r) = Cexp(–αr), где С – 
нормировочная постоянная; α – некоторая постоянная. Используя уравне-
ние Шредингера найти значение энергии частицы и параметра α. 
44. Радиальная волновая функция одного из состояний атома водорода 

имеет вид 210( ) exp
2

r r
R r C

a a
 = − 
 

. Используя условие нормировки, найти 

значение постоянной С. 
45. Граничное значение длины волны K-серии характеристического рентгенов-
ского излучения некоторого элемента равно 0,174 нм. Определить этот элемент. 
46. Найти граничную длину волны K-серии рентгеновского излучения от 
платинового антикатода. 
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47. При каком наименьшем напряжении на рентгеновской трубке с жем-
чужным антикатодом появляются линии Kα-серии? 
48. Какую наименьшую разность потенциалов необходимо приложить  
к рентгеновской трубке с вольфрамовым антикатодом, чтобы в спектре излу-
чения вольфрама были все линии K-серии? 
49. Граничная длина волны K-серии характеристического рентгеновского 
излучения некоторого элемента равна 0,1284 нм. Определить этот элемент. 
50. Определить минимальную длину волны тормозного рентгеновского 
излучения, если к рентгеновской трубке приложены напряжения 30 кВ; 75 кВ. 
51. Наименьшая длина волны тормозного рентгеновского излучения, полу-
ченного от трубки, работающей под напряжением 15 кВ, равна 0,825 нм. 
Вычислить по этим данным постоянную Планка. 
52. При переходе электрона в атоме меди с M-слоя на L-слой испуска-
ются лучи с длиной волны 1,2·10–10 м. Вычислить постоянную экранирова-
ния в формуле Мозли. 
53. Наибольшая длина волны K-серии характеристического рентгенов-
ского излучения равно 1,94·10–10 м. Из какого материала сделан антикатод? 
54. К рентгеновской трубке, применяемой в медицине для диагностики, при-
ложено напряжение 45000 В. Найти границу сплошного рентгеновского спектра. 
55. Гармонический осциллятор находится в основном состоянии (n = 0). 
Какова вероятность обнаружения частицы в области (– А < х < А), где А – 
амплитуда классических колебаний? 
56. Определить среднюю потенциальную энергию U(х) гармонического 
осциллятора, находящегося в основном состоянии, выразив ее через нуле-
вую энергию Ео. 
57. Собственная циклическая частота ω колебаний молекулы водорода 
равна 8,08·1014 с–1. Найти амплитуду А классических колебаний молекулы. 
58. Зная собственную циклическую частоту ω колебаний молекулы СО 
(ω = 4,08·1014 с–1), найти коэффициент β квазиупругой силы. 
59. Определить энергию Е возбуждения молекулы НС1 с нулевого колеба-
тельного энергетического уровня на первый, если известны собственная цик-
лическая частота ω = 5,63·1014 с–1 и коэффициент ангармоничности χ = 0,0201. 
60. Определить число колебательных энергетических уровней, которое 
имеет молекула HBr, если коэффициент ангармоничности χ = 0,0208. 
61. Во сколько раз отличаются максимальная и минимальная (отличная от нуля) 
разности двух соседних энергетических уровней для молекулы Н2 (χ = 0,0277)? 
62. Определить максимальную колебательную энергию Е молекулы О2, 
для которой известны собственная циклическая частота ω = 2,98·1014 с–1 и 
коэффициент ангармоничности χ = 0,0946. 
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63. Определить энергию диссоциации D (в электрон-вольтах) молекулы 
СО, если ее собственная частота ω = 4,08·1014 с–1 и коэффициент ангармо-
ничности χ = 0,0583. Изобразить на потенциальной кривой схему колеба-
тельных энергетических уровней и отметить на ней энергию диссоциации. 
64. Найти коэффициент ангармоничности у молекулы N2, если ее энергия 
диссоциации D = 9,80 эВ и собственная циклическая частота ω = 4,45·1014 с–1. 
На потенциальной кривой изобразить схему энергетических уровней моле-
кулы и отметить на ней энергию диссоциации. 
65. Молекула NO переходит из низшего возбужденного состояния в ос-
новное. Определить длину волны λ испущенного при этом фотона, если 
собственная циклическая частота ω = 3,59·1014 с–1 и коэффициент ангармо-
ничности χ = 0,0873. На потенциальной кривой изобразить схему колеба-
тельных энергетических уровней молекулы и отметить на ней соответст-
вующий энергетический переход. 
66. Найти момент импульса L двухатомной молекулы, соответствующий 
низшему возбужденному состоянию. 
67. Определить изменение ∆L момента импульса двухатомной молекулы 
при переходе ее с первого вращательного уровня на второй. 
68. Определить угловую скорость ω вращения молекулы S2, находящейся на 
первом возбужденном вращательном уровне. Межъядерное расстояние d = 189 пм. 
69. Вычислить вращательную постоянную В для молекулы СО, если 
межъядерное расстояние d = 113 пм. Ответ выразить в мэВ.  
70. Найти момент импульса L молекулы кислорода, вращательная энер-
гия Е которой равна 2,16 мэВ. 
71. Найти момент инерции J и межъядерное расстояние d молекулы СО, 
если интервалы ∆E между соседними линиями чисто вращательного спек-
тра испускания молекул СО равны 0,48 мэВ. 
72. Определить для молекулы НС1 вращательные квантовые числа двух 
соседних уровней, разность энергий ∆EJ+1,J которых равна 7,86 мэВ. Межъ-
ядерное расстояние d = 127 пм. 
73. Для молекулы N2 найти: 1) момент инерции J, если межъядерное 
расстояние d = 110 пм; 2) вращательную постоянную В; 3) изменение |∆E| 
энергии при переходе молекулы с третьего вращательного энергетического 
уровня на второй. Относительная атомная масса АN = 14. 
74. Для молекулы О2 найти: 1) приведенную массу, и; 2) межъядерное 
расстояние d, если вращательная постоянная В = 0,178 мэВ; 3) угловую 
скорость вращения, если молекула находится на первом вращательном 
энергетическом уровне. Относительная атомная масса AO = 16. 
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75. Для молекулы NO найти: 1) момент инерции J молекулы, если межъ-
ядерное расстояние d = 115 пм; 2) вращательную постоянную В молекулы; 
3) температуру Т, при которой средняя кинетическая энергия поступатель-
ного движения молекулы равна энергии, необходимой для ее возбуждения 
на первый вращательный энергетический уровень. Относительные атом-
ные массы азота и кислорода равны соответственно 14 и 16. 
76. Установить числовое соотношение между энергией Е излучения и 
спектроскопическим волновым числом νɶ . 
77. Найти расстояние d между ядрами молекулы СН, если интервалы 
между соседними линиями чисто вращательного спектра испускания дан-
ной молекулы равны 29 см–1. 
78. Определить, на сколько изменится импульс молекул азота при ис-
пускании спектральной линии с длиной волны λ = 1250 мкм, которая при-
надлежит чисто вращательному спектру. 
79. Длины волн λ1 и λ2 двух соседних спектральных линий в чисто вра-
щательном спектре молекулы HCl соответственно равны 117 и 156 мкм. 
Вычислить вращательную постоянную (см–1) для молекулы НСl. 
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УЧЕБНЫЙ МОДУЛЬ 8. ЭЛЕМЕНТЫ КВАНТОВОЙ СТАТИСТИКИ.  
ФИЗИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 

 
Любое тело (газ, жидкость, твердое тело) представляет собой систему 

или коллектив, состоящий из огромного числа микрочастиц. В таких сис-
темах проявляются специфические, так называемые статистические, зако-
номерности, являющиеся предметом, изучения статистической физики или 
физической статистики. 

Физическая статистика, изучающая свойства невырожденных кол-
лективов (молекулярный газ, электроны и дырки в собственных и слаболе-
гированных полупроводниках), называется классической статистикой 
(статистика Максвелла – Больцмана). 

Физическая статистика, изучающая свойства вырожденных коллек-
тивов, называется квантовой статистикой. Различают две квантовые ста-
тистики. Квантовую статистику фермионов (электроны, протоны) называют 
статистикой Ферми – Дирака. Квантовую статистику бозонов (фотоны, 
фононы) называют статистикой Бозе – Эйнштейна. 

Физика твердого тела является в настоящее время одним из важнейших 
разделов науки, имеющим весьма широкое практическое применение. Она 
лежит в основе материаловедения, производства полупроводников, пьезо-
электриков, сегнетоэлектриков, магнитных материалов, оптических кристал-
лов. Предметом физики твердого тела является изучение состава твердых тел, 
их атомно-электронной структуры, установление зависимости между различ-
ными физическими свойствами, составом и структурой твердого тела. 

 

Учебно-методическая структура модуля 
 

Модуль 8. Элементы квантовой статистики. Физика твердого тела 
УБ-1. Квантовые статистики Ферми – 

Дирака и Бозе – Эйнштейна 
УБ-2. Зонная теория твердого тела.  

Контактные явления 
• критерий вырожденности 
• фазовое пространство 
• плотность состояний 
• функция распределения 
• фермионы и бозоны 
• электроны в металле 
• энергия Ферми 
• фононы 
• температура Дебая 
• теплоемкость кристалла 

• виды связей в твердых телах 
• валентная зона и зона проводимости 
• металлы, полупроводники, диэлектрики 
• эффективная масса частицы 
• статистика электронов и дырок в полу-
проводнике контакт металл-металл 
• дефекты в твердых телах 
• контакт металл-полупроводник 
• p-n-переход и его вольтамперная характе-
ристика 
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Методическая программа модуля 
 

№ 
п/п 

Тема занятия Тип занятия 
Вид  

занятия 
Часы 

1 

Статистический и термодинамиче-
ский подход в физике твердого тела. 
Критерий вырожденности в стати-
стической физике 

формирование новых 
знаний 

лекция 1 

2 
Фазовое пространство. Элементарная 
ячейка в фазовом пространстве. 
Плотность числа состояний 

формирование новых 
знаний 

лекция 1 

3 

Квантовая статистика Ферми – Дирака. 
Распределение электронов проводи-
мости в металле по энергиям при аб-
солютном нуле температуры. Энергия 
Ферми. Влияние температуры на рас-
пределение электронов 

формирование новых 
знаний 

лекция и 
практиче-
ское занятие 

1/1 

4 
Квантовая статистика Бозе – Эйнштейна. 
Теория теплоемкости Эйнштейна 

формирование новых 
знаний 

лекция и 
практиче-
ское занятие 

1/1 

5 

Нормальные колебания решетки. Аку-
стические и оптические фононы. Закон 
дисперсии для фононов. Теплоемкость 
кристаллической решетки и ее зависи-
мость от температуры (теория Дебая) 

формирование новых 
знаний 

лекция и 
практиче-
ское занятие 

1/1 

6 
Силы связи и внутренняя структура 
твердых тел 

формирование новых 
знаний 

лекция 1 

7 
Основы зонной теории твердого тела. 
Деление тел на изоляторы, провод-
ники и полупроводники 

формирование новых 
знаний 

лекция 1 

8 

Статистика носителей заряда в полупро-
водниках. Собственная и примесная прово-
димость полупроводников. Подвижность 
носителей заряда. Эффект Холла в полу-
проводниках. Дефекты в твердых телах 

формирование новых 
знаний 

лекция и 
практиче-
ское занятие 

2/1 

9 

Понятие о контактных явлениях. Контакт 
металл-металл, металл-полупроводник. 
Контакт электронного и дырочного полу-
проводников (p-n-переход) и его вольтам-
перная характеристика 

формирование новых 
знаний 

лекция 2 

 

УБ-1. Квантовые статистики Ферми – Дирака и Бозе – Эйнштейна 
 

Введение 
 

Данный учебный блок посвящен рассмотрению статистического 
описания таких коллективов частиц как электроны в металлах и полупро-



 

 

 

100 

водниках, поведения атомов кристаллической решетки твердого тела. Основ-
ными задачами, решаемыми в данном разделе, являются определение кон-
центрации свободных и связанных носителей заряда и оценка термодина-
мических параметров систем взаимосвязанных частиц. 
 

При изучении данного раздела студенты должны  
иметь представление:  

– о характере и типах связи в твердых телах; 
– о строении твердых тел; 
– об основных положениях квантовой механики, необходимых для пони-
мания физических процессов в твердых телах; 
– о квантовых статистиках Ферми – Дирака и Бозе – Эйнштейна, о класси-
ческой статистике Больцмана; 
– о классической электронной теории, понятии потенциала, работы выхода, 
энергии заряженной частицы. 

обладать навыками: 
– применения элементов дифференциального и интегрального исчисления; 
– применения элементов математической статистики. 
 

Учебная программа блока 
 

№ 
п/п 

Содержание блока 
Форма  

подготовки Литература 

1 
Статистический и термодинамический подход в физике 
твердого тела. Критерий вырожденности в статистиче-
ской физике 

л [1] – §41.4 

2 
Фазовое пространство. Элементарная ячейка в фазо-
вом пространстве. Плотность числа состояний 

л 
[1] – §41.1 
[3] – §3.1 

3 

Квантовая статистика Ферми – Дирака. Распределе-
ние электронов проводимости в металле по энергиям 
при абсолютном нуле температуры. Энергия Ферми. 
Влияние температуры на распределение электронов 

л 
[1] – §41.2, 41.4 – 41.5 
[2] – §31.3 
[3] – §3.3, 3.7 – 3.8 

4 
Квантовая статистика Бозе – Эйнштейна. Теория тепло-
емкости Эйнштейна 

л [1] – §41.3, 41.7 

5 

Нормальные колебания решетки. Акустические и опти-
ческие фононы. Закон дисперсии для фононов. Тепло-
емкость кристаллической решетки и ее зависимость от 
температуры (теория Дебая) 

л 
[1] – §41.8 
[2] – §30.6 – 30.7 
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Цели обучения 
 

Что должен знать Что должен уметь 
• Суть термодинамического и статистиче-
ского подхода в описании коллектива частиц 
• Понятие химического потенциала  
• Основные квантовые статистики (Ферми – 
Дирака и Бозе – Эйнштейна) 
• Основные классические статистики (Больц-
мана и Максвелла) 
• Примеры применения статистик к раз-
личным коллективам частиц 
• Понятие вырожденности и невырож-
денности коллектива частиц 
• Критерий вырожденности. Темпера-
тура вырождения 
• Понятие функции распределения, веро-
ятности состояния и плотности состояний 
• Энергия Ферми. Статистика носителей 
заряда в проводниках 
• Модель фотонного газа.  
• Зависимость теплоемкости от темпера-
туры при низких и высоких температурах. 
Температура Дебая 

• Рассчитывать вероятность состояния 
и среднее число частиц исходя из основных 
физических статистик Ферми – Дирака, 
Бозе – Эйнштейна и Больцмана 
• Определять число носителей заряда в 
проводниках в заданном интервале энер-
гий при Т = 0 К 
• Определять энергию Ферми и сред-
нюю энергию электронов для проводни-
ков при Т = 0 К 
• Определять температуру вырождения 
для заданного коллектива частиц 
• Определять теплоемкость решетки 
при низких и высоких температурах в 
рамках теории Дебая и Эйнштейна 
• Определять дебаевскую температуру 
и частоту 

 

1.1. Краткое содержание теоретического материала 
 

Статистический и термодинамический подход в физике твердого тела  
 

Любое твердое тело представляет собой систему или коллектив, состоя-
щий из огромного числа микрочастиц. В таких системах проявляются специ-
фические, так называемые статистические, закономерности, являющиеся 
предметом изучения статистической физики или физической статистики. 

Существует два способа описания состояния коллектива, состоящего 
из большого числа микрочастиц, – термодинамический и статистический.  

При термодинамическом подходе к описанию свойств коллектива, 
состоящего из огромного числа частиц, его рассматривают как макроско-
пическую систему, нисколько не интересуясь теми частицами, из которых 
он состоит. Такую систему называют термодинамической системой. Тер-
модинамическая система может быть изолированной и неизолированной. 
Изолированная система не имеет никакого взаимодействия с окружающей 
средой, неизолированная может обмениваться с окружающей средой теп-
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лотой и работой. Состояние системы, в котором она может находиться 
сколь угодно долго, называется равновесным. Оно однозначно определяется 
заданием совокупности независимых физических параметров – параметров 
состояния. Основными из них являются объем системы V, давление р и 
температура Т. Однако часто этих параметров бывает недостаточно для 
полной характеристики состояния системы. Так, для системы, состоящей 
из многих веществ, необходимо задать еще концентрацию этих веществ, 
для системы, находящейся в электрическом или магнитном поле, необхо-
димо задать напряженности этих полей и т. д. 

Всякое изменение в термодинамической системе, связанное с изме-
нением хотя бы одного параметра состояния, называют термодинамиче-
ским процессом. Совокупность всех видов энергии, заключенной в изоли-
рованной системе, называют внутренней энергией системы. Она складыва-
ется из кинетической энергии частиц, образующих систему, потенциаль-
ной энергии взаимодействия частиц и внутренней энергии самих частиц. 

Однако энергия системы может изменяться не только в результате 
сообщения количества теплоты TdS и совершения работы pdV, но и при 
изменении числа частиц dN в ней. Поэтому в общем виде закон сохранения 
энергии необходимо записать следующим образом 

dE TdS pdV dN= − + µ , 

где параметр µ называется химическим потенциалом, dS – изменение энтро-
пии. Для изолированной системы dE = µdN. Отсюда 

dE

dN
µ = . 

Таким образом, химический потенциал выражает изменение энергии 
изолированной системы постоянного объема, вызванное изменением в ней 
числа частиц на единицу. 

Рассмотрим условие равновесия системы, полное число частиц которой 
остается неизменным, но частицы могут переходить из одного тела системы 
в другое. Примером такой системы являются два электронных проводника, 
например два металла, приведенные в контакт и поддерживаемые при постоян-
ной температуре. Обозначим химический потенциал электронного газа в первом 
металле µ1 во втором µ2. Пусть из первого металла во второй перетекает dN 
электронов. Это вызовет уменьшение энергии первого металла на dE1 = µ1dN 
и увеличение энергии второго металла на dE2 = µ2dN. Для того чтобы метал-
лы находились в равновесии, необходимо, чтобы 

1 2dE dE=  или, 1 2dN dNµ = µ . 

Отсюда находим условие равновесия: 

1 2µ = µ . 
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Это условие справедливо не только для рассмотренного случая кон-
такта двух электронных проводников, но и для контакта любых фаз: твер-
дой и жидкой, жидкой и газообразной и т.д. Во всех случаях условием рав-
новесия является равенство химических потенциалов.  

Состояние каждой частицы коллектива описывается заданием трех 
ее координат (х, у, z) и трех составляющих импульса (px, py, pz). Составляя 
уравнения движения для частиц и решая их, можно, казалось бы, получить 
полные сведения о поведении системы и предсказать ее состояние в любой 
момент времени. Однако подобного рода расчеты не только чрезвычайно 
сложны, но и бесполезны. Сложность задачи видна из того, что для описания 
поведения молекул газа, заключенных в 1 м3 при нормальных условиях, 
пришлось бы решать примерно 1026-связанных между собой уравнений дви-
жения с учетом начальных условий, что практически сделать невозможно. 
Однако, если бы такое решение и было проведено, оно оказалось бы бес-
плодным, так как свойства системы, пришедшей в равновесие, не только не за-
висят от начальных значений координат и составляющих импульса, но и во-
обще остаются неизменными с течением времени, несмотря на то что ко-
ординаты и импульсы частиц непрерывно изменяются. Отсюда следует, что 
коллектив, как целое, является системой, качественно отличной от отдельных 
частиц, и его поведение подчиняется иным закономерностям по сравнению с 
поведением отдельных частиц. Такими закономерностями являются стати-
стические закономерности.  

Основной особенностью статистических закономерностей является 
их вероятностный характер. 

По характеру поведения в коллективе все микрочастицы можно раз-
делить на две группы: фермионы и бозоны. 

К фермионам относятся электроны, протоны, нейтроны и другие 
частицы с полуцелым спином: ħ/2, 3ħ/2, … 

К бозонам относятся фотоны, фононы и другие частицы, обладающие 
целочисленным спином: 0, ħ, 2ħ, .... 

В коллективе фермионы проявляют ярко выраженное стремление к 
«уединению». Если данное квантовое состояние уже занято фермионом, то 
никакой другой фермион данного типа не может находиться в этом со-
стоянии. В этом заключается известный принцип В. Паули, которому под-
чиняются фермионы.  

Бозоны, напротив, обладают стремлением к «объединению». Они 
могут неограниченно заселять одно и то же состояние, причем делают это 
тем «охотнее», чем их больше уже в этом состоянии. 
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Критерий вырожденности в статистической физике 
 

Рассмотрим вопрос о возможном влиянии специфики частиц (их 
«фермионности» или, «бозонности») на свойства коллектива, как целого. 
Для проявления специфики необходимо, чтобы микрочастицы «встреча-
лись» друг с другом достаточно часто. Здесь под «встречей» понимается 
попадание двух частиц в одно и то же состояние или, по крайней мере, в 
достаточно близкие состояния [Д2]. 

Предположим, что на N одинаковых частиц приходится Г различных 
состояний, в которых может находиться отдельная микрочастица. Мерой, 

частоты «встреч» может служить отношение 
Г
N

. Микрочастицы будут 

встречаться редко, если выполняется следующее условие: 

1
Г
N << .                                                     (1) 

В этом случае число различных вакантных состояний много больше 
числа микрочастиц: Г << N. В таких условиях специфика фермионов и бо-
зонов проявиться, очевидно, не может, поскольку в распоряжении каждой 
микрочастицы имеется множество различных свободных состояний и во-
прос о заселении одного и того же состояния несколькими частицами 
практически не возникает. Поэтому свойства коллектива, как целого, не 
будут зависеть от специфики микрочастиц, из которых он состоит. Подоб-
ные коллективы называются невырожденными, а условие (1) называют ус-
ловием невырожденности. 

Если же число состояний Г оказывается одного порядка с числом 

частиц N, т. е, если, выполняется: условие 1
Г
N ≈ , то вопрос о том, как засе-

лять состояния, поодиночке или коллективно, становится весьма актуаль-
ным. В этом случае специфика микрочастицы проявляется в полной мере, 
оказывая значительное влияние на свойства коллектива, как целого. Такие 
коллективы называются вырожденными. 

Физическая статистика, изучающая свойства невырожденных кол-
лективов, называется классической статистикой. Ее связывают с именами 
Максвелла и Больцмана (статистика Максвелла – Больцмана). 

Физическая статистика, изучающая свойства вырожденных коллек-
тивов, называется квантовой статистикой. Влияние специфики частиц на 
свойства вырожденного коллектива обусловливает существенное различие 
между вырожденным коллективом фермионов и вырожденным коллекти-
вом бозонов. В связи с этим различают две квантовые статистики. 
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Квантовую статистику фермионов связывают с именами Э. Ферми 
(отсюда, кстати говоря, и происходит термин «фермион») и А. Дирака. Ее 
называют статистикой Ферми – Дирака.  

Квантовую статистику бозонов связывают с именами Бозе (отсюда тер-
мин «бозон») и А. Эйнштейна. Ее называют статистикой Бозе – Эйнштейна. 

Из предыдущего следует, что в квантовых статистиках фигурируют 
только квантовые объекты, тогда как в классической статистике могут фигу-
рировать и классические, и квантово-механические объекты. Если уменьшать 
число частиц в коллективе или увеличивать число возможных состояний 
микрочастицы, то вырожденный коллектив превращается, в конце концов, 
в невырожденный. В этом случае независимо от своей фермионной или бо-
зонной природы коллектив будет описываться классической статистикой 
Максвелла – Больцмана.  

Необходимо, прежде всего, выяснить границы применения классиче-
ского подхода (статистика Максвелла – Больцмана) и квантового подхода 
(статистики Ферми – Дирака и Бозе – Эйнштейна).  

Как уже говорилось, в вырожденном газе имеет место взаимное 
влияние частиц газа даже при отсутствии их силового взаимодействия. 

В квантовой физике состояние частицы определяется в фазовом шести-
мерном пространстве координат и импульсов. Согласно соотношению неопре-
деленностей Гейзенберга для координат и проекций импульсов можно записать: 

xx p h∆ ∆ >> ;  yy p h∆ ∆ >> ;  zz p h∆ ∆ >> . 

Перемножая, получаем: 
3

x y zx y z p p p h∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ >> ;  3 3V p h∆ ∆ >> . 

Согласно последнему соотношению за элементарную ячейку шести-

мерного фазового пространства принимается объем равный 3h∆ϑ = . Т.е. 
на одно состояние в фазовом пространстве координат и импульсов прихо-
дится объем h3. Если N – число частиц в объеме Vо, то объем, занимаемый 
одной частицей, равен: 

1oV
V

N n
∆ = = , 

где n – концентрация частиц.  
Погрешность в определении импульса ∆p ≥ p, поэтому 

3 31
p h

n
⋅ >> . 

Преобразуя, получаем 
3

1
h

n
p

  << 
 

. 



 

 

 

106 

Поскольку длина волны де Бройля для частицы равна 
h h

p m
λ = =

υ
, 

приходим к соотношению: 
3 1nλ << .                                                    (2) 

Таким образом, согласно (2), для невырожденного состояния среднее число 
частиц газа в объеме λ3 должно быть мало по сравнению с единицей. Учитывая, 

что 
h

m
λ =

υ
, а скорость зависит от температуры 

3kТ

m
υ = , получаем 

3
3

3

h
n

m
<< υ ;   

3
3

2

3

3h kT
n

mm

 <<  
 

 

Откуда получаем: 
22
3

3

h
T n

km
>> . 

Температура ТB  
22
3

3B
h

T n
km

=                                                  (3) 

называется температурой вырождения. При выполнении условия T >> TB газ 
является невырожденным. Таким образом, классический поход применим при 
температурах T >> TB. В этом случае коллектив частиц является невырожден-
ным, и для его описания пользуются статистикой Максвелла – Больцмана. 

Если же Т < ТB, то система частиц является вырожденной и пользу-
ются квантовыми статистиками Ферми – Дирака и Бозе – Эйнштейна. 

В табл. 1 приведены примеры вычисления температуры вырождения для 
различных коллективов частиц. К квантовым коллективам частиц следует 
отнести электроны в металле (отсюда термин электронный ферми-газ) и фотон-
ный газ, а к классическим коллективам – обычные молекулярные газы, элек-
троны и дырки в собственных и слаболегированных полупроводниках.  

Таблица 1 
Примеры вырожденных и невырожденных газов 

Коллектив 
Концентрация  
частиц газа, м–3 TB, K Тип коллектива и физическая статистика 

Электронный газ  
в металле 

1028 – 1029 104 – 105 Вырожденный газ.  
Квантовая статистика Ферми – Дирака 

Электронный газ  
в полупроводнике 

1020 – 1025 От 0,2 до 500 
От невырожденного до вырожденного.  
Выбор статистики зависит от условий 

Молекулярный газ  
(на примере Н2) 

1025 0,5 
Невырожденный газ.  
Статистика Максвелла – Больцмана. 

Фононный газ 1028 – 1029 20 – 300 
От невырожденного до вырожденного.  
Выбор статистики зависит от условий 

Фотонный газ  ∞ Вырожденный газ. Статистика Бозе – Эйнштейна 
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Фазовое пространство. Элементарная ячейка в фазовом простран-
стве. Плотность числа состояний 
 

Поставим вопрос, каким образом распределение частиц по тем или 
иным состояниям связано с состоянием коллектива, как целого? Для того 
чтобы задать состояние коллектива, например газа частиц, надо указать его 
термодинамические параметры. Чтобы задать состояние частиц, надо указать 
значение их координат и составляющих импульсов или энергию, которая оп-
ределяется их координатами и импульсами. Связь между этими двумя типа-
ми величин осуществляет статистическая функция распределения  

( ) ( ) ( )N E dE f E g E dE= , 

выражающая число частиц с энергией от E до E + dE в системе, состояние 
которой описывается термодинамическими 
параметрами µ и Т. Статистическая функ-
ция распределения представляется в виде 
произведения плотности числа состояний 
g(E), интервала энергий dE и вероятности 
f(E) заполнения этих состояний частицами. 
Функцию f(E) называют функцией рас-
пределения. 

Число состояний частиц, приходя-
щихся на интервал энергии dE, пропор-
ционально интервалу 

dEEgEdN )()( = ,                                            (4) 

где g(E) – функция плотности числа состояний с энергией E. 
Число состояний dN в элементе фазового пространства объемом 

4πp2Vdp координат-импульсов (рис. 1.1) равно  

3

24

h

Vdpp
dN

π= . 

С учетом соотношений 
m

p
E

2

2

= , и dp
m

p
dE = , выражаем число со-

стояний через энергию. С учетом этого: 

dEEm
h

V
V

mE

dE
mE

h
V

p

dEm
mE

h
dN 2

3

3

2

33
)2(

2

2

8
2

4 πππ =⋅=⋅⋅= . 

Сравнивая с (3), получаем 

EmV
h

Eg 2

3

3
)2(

2
)(

π= . 

Рис. 1.1 
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С учетом того, что в одном состоянии может быть два электрона с про-
тивоположными спинами (вырождение по спину) нужно умножить g(E) на 2:  

EmV
h

Eg 2

3

3
)2(

4
)(

π= .                                       (5) 

Таким образом, плотность числа состояний растет пропорционально 
корню из энергии: g(E) ~ √E. График функции (5) представлен на рис. 1.2. 

 
Квантовая статистика Ферми – Дирака. Распределение электронов 

проводимости в металле по энергиям при абсолютном нуле температуры. 
Энергия Ферми. Влияние температуры на распределение электронов 

 
Рассмотрим поведение электронов в проводнике. Электроны относятся 

к частицам с полуцелым спином, т.е. являются фермионами. Они подчиня-
ются статистике Ферми – Дирака, которая дает вероятность состояния с энер-
гией E. Согласно соответствующим расчетам, например, на основе общего 

подхода статистической физики – большого распределения Гиббса, вероят-
ность того, что частица-фермион при температуре Т и значении химического 
потенциала µ находится в состоянии с энергией E, равна 

1

1
)(

+

=
−

kT

E

e

Ef µ .                                             (6) 

Данное соотношение называется распределением (статистикой) 
Ферми – Дирака.  

На рис. 1.3 приведена зависимость функции распределения (6) от 
энергии при разных температурах. При Т = 0 (рис. 1.3, кривая 1), если E < 
µ, то f(E) = 1 и все состояния являются заполненными. Если же E > µ, то 
f(E) = 0 и все состояния являются пустыми. Значения химического потен-
циала µ при Τ = 0 называют энергией Ферми EF. Таким образом, при Т = 0 

Рис. 1.2 Рис. 1.3 
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все состояния с энергиями, меньшими EF заняты электронами, а любое со-
стояние с большей энергией является пустым. 

Найдем энергию Ферми при Т = 0. Мы знаем, что все состояния  
с энергией E ≤ Ep заняты электронами. Общее число частиц – N. 

Число частиц, приходящихся на интервал энергии dE при Т = 0 К 

dEEm
h

V
dEEgdN 2

3

3
)2(

4
)( ⋅== π

. 

Интегрируя по всему диапазону энергии, получаем полное число частиц  

( ) ( ) ( )∫ ∫ ===
F FE E

FEm
h

V
dEEm

h

V
dEEgN

0 0

2

3

2

3

3
2

3

3
2

3

8
2

4
)(

ππ
. 

Отсюда находим энергию Ферми: 

3

2
2

8

3

2
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Расчеты ЕF по формуле (7) дают значения, которые лежат в интервале 
от 3 до 7 эВ для различных проводников. Энергия Ферми, будучи кинети-
ческой энергией поступательного движения свободных электронов, не явля-
ется энергией их теплового движения. Она имеет чисто квантовую природу. 
Энергии Ферми соответствует так называемая температура Ферми, которая 
показывает, при какой температуре обычный невырожденный газ с массой 
молекул, равной массе электрона, имел бы энергию теплового движения 
kT, равную энергии Ферми  

к

Е
T F

F = , 

где k – постоянная Больцмана. 
Число частиц, приходящихся на интервал энергии dE, при темпера-

туре Т, отличной от нуля, равно 
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Функция распределения частиц по энергиям равна [Д2] 
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График ее приведен на рис. 1.4. 
Рассмотрим зависимость химического потенциала от температуры. 

Интегрируя полную функцию распределения по энергии (8), получим пол-
ное число свободных электронов в металле 
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Приближенное вычисление интеграла для области температур, в ко-
торой электронный газ является вырожденным, приводит к следующей за-
висимости µ от Т  
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Однако, вплоть до температуры 
плавления металла, kT остается меньше 
ЕF, и уменьшение µ с повышением темпе-
ратуры оказывается настолько малым, что 
во многих случаях этим можно пренеб-
речь и считать µ ≈ EF. 

Средняя энергия электронов вычис-
ляется следующим образом 

∫

∫

∫

∫
∞ −−

∞ −−

∞

∞

⋅






 +








 +

===

0

2

11

0

2

31

0

0

1

1

)()(

)()(

dEEe

dEEe

dEEgEf

dEEgEEf

N

E
E

kT

E

kT

E

полн

µ

µ

. 

Приближенное вычисление этих интегралов приводит к следующему 
результату для средней энергии 
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С повышением Т электроны подвергаются тепловому возбуждению и 
переходят на более высокие уровни (возбуждаются электроны из узкой по-
лосы) (см. рис. 1.3, кривая 2). Уровни ниже ЕF расположены на расстоянии  

N

E

N

E
E FF 2

2
==∆ . 

Пусть при повышении температуры увеличат свою энергию электро-
ны с энергиями EF ± kT. В этой полосе число уровней  

FE

kTN

E

kT
N =

∆
=∆ 2

. 

На этих ∆N уровнях располагается 2∆N электронов. Число возбуж-

даемых электронов узкой полосы: N
E

kT
N

F

2'= . При комнатной темпера-

Рис. 1.4 
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туре 
'

1 2%
N

N
≈ − . Получим следующее приближенное соотношение для 

электронной теплоемкости 

F
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kT
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2
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3
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Из соотношения видно, что теплоемкость вырожденного электрон-
ного газа в металле примерно во столько раз меньше теплоемкости невы-
рожденного одноатомного газа, во сколько раз kT меньше EF. 

Таким образом, во всем диапазоне температур, при которых электрон-
ный газ в металле является вырожденным, его распределение мало отличается 
от распределения при абсолютном нуле. Тепловому возбуждению подвер-
гается лишь незначительная доля электронов, располагающихся у уровня 
Ферми. При комнатной температуре эта доля составляет меньше 1 % от 
общего числа электронов проводимости. Так как при температурах, при 
которых возможно существование конденсированного состояния металла, 
электронный газ в нем является всегда вырожденным, то рассмотренные 
закономерности распределения электронов в металлах остаются справед-
ливыми практически во всех случаях. 

При выполнении критерия невырожденности любой газ, в том числе 
и электронный в металле, становиться невырожденным. Для таких состояний 
вероятность мала, следовательно, E – µ >> kT и функция Ферми – Дирака 
переходит в функцию Больцмана 

kT
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В металлах, где концентрация свободных электронов очень высока 
(1028 см–3), электронный газ всегда находится в вырожденном состоянии и 
описывается распределением Ферми – Дирака. 

С невырожденным электронным газом приходится иметь дело в собст-
венных (беспримесных) и в слаболегированных полупроводниках, являю-
щихся основой всей современной полупроводниковой радиоэлектроники. 
Концентрация свободных электронов в таких полупроводниках значительно 
ниже, чем в металлах, и колеблется в зависимости от содержания активных 
примесей от 1016 – 1019 до 1023 – 1024 м–3. При таких концентрациях выполня-
ется условие (2) и электронный газ оказывается невырожденным. 

 
Квантовая статистика Бозе – Эйнштейна 
 

Функция распределения бозонов по состояниям была впервые полу-
чена индийским физиком Бозе и Эйнштейном и имеет следующий вид: 
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1
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kT

EЭБ

e
Ef µ .                                            (9) 

Она называется функцией распределения Бозе – Эйнштейна. Функция (9) 
определяет среднее число частиц-бозонов в состоянии с энергией Е. В отли-
чие от фермионов, подчиняющихся принципу Паули, бозоны могут зани-
мать как свободные состояния, так и состояния, которые уже заняты дру-
гими бозонами, причем тем «охотнее», чем с большей плотностью эти со-
стояния заполнены. 

 
Теория теплоемкости Эйнштейна 
 
Так же как и фотоны, кванты колебания кристаллической решетки 

твердого тела (фононы) являются бозонами. 
Вопрос о тепловых свойствах твердого тела есть вопрос о поведении 

квантового газа фононов. 
В первоначальной квантовой теории теплоемкости твердых тел (теория 

теплоемкости Эйнштейна) кристалл рассматривался как система N атомов, 
каждый из которых является квантовым гармоническим осциллятором. 
Колебания всех атомов происходят независимо друг от друга с одинаковой 
частотой ω. Средняя энергия W , приходящаяся на одну степень свободы 

атома – квантового гармонического осциллятора, равна: 
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, 

где для фононов E = ħω, а µ = 0. 
Внутренняя энергия U моля твердого тела выразится следующим 

образом (без учета нулевой энергии): 
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откуда находится молярная теплоемкость твердого тела  
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Если ввести характеристическую температуру 
ω

T
kθ = ℏ  (температуру 

Эйнштейна), то 
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Этот результат (10) качественно описывает зависимость теплоемкости 
твердых тел от температуры. При высоких температурах (ħω<<kT) в соот-
ветствии с законом о равномерном распределении энергии по степеням 
свободы CM = 3R. При низких температурах (ħω>>kT) 
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T
C R e

T

θ
θ =  
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При T → 0 теплоемкость CM → 0, что качественно согласуется с опытом.  
Однако количественно поведение теплоемкости твердых тел вблизи 

абсолютного нуля простейшая квантовая теория не описывает. Предполо-
жение о том, что все атомы твердого тела совершают тепловые колебания 
независимо друг от друга с одинаковой частотой, чрезмерно упрощает 
подлинную картину колебаний частиц в кристаллической решетке. Между 
атомами (или другими частицами) твердого тела имеются настолько силь-
ные взаимодействия, что все N частиц тела образуют связанную систему, 
обладающую 3N степенями свободы, причем колебания всех атомов могут 
происходить с различными частотами. Весьма сложная задача о распреде-
лении частот колебаний атомов в твердом теле явилась в свое время осно-
вой уточненной теории теплоемкости твердых тел (теория Дебая). Твердое 
тело обладает широким спектром частот колебаний. Имеются колебания  
с достаточно низкими и более высокими частотами. Низким частотам соот-
ветствуют упругие колебания кристалла звукового (или ультразвукового) диа-
пазона. Связь между частицами в кристаллической решетке приводит к тому, 
что в кристалле распространяются упругие звуковые волны. 

 

Нормальные колебания решетки. Акустические и оптические 
фононы. Закон дисперсии для фононов 

 
Атомы твердых тел совершают тепловые колебания около положений 

равновесия. Вследствие их сильного взаимодействия между собой характер 
этих колебаний оказывается весьма сложным и точное его описание пред-
ставляет огромные трудности. Поэтому прибегают к приближенным мето-
дам и различного рода упрощениям в решении этой задачи.  

Вместо того чтобы описывать индивидуальные колебания частиц, 
рассматривают их коллективное движение в кристалле, как в пространст-
венно упорядоченной системе. Такое упрощение основывается на том, что 
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вследствие действия мощных сил связи колебание, возникшее у одной час-
тицы, немедленно передается соседним частицам и в кристалле возбужда-
ется коллективное движение в форме упругой волны, охватывающей все 
частицы кристалла. Такое коллективное движение называется нормальным 
колебанием решетки. Число нормальных колебаний, которое может воз-
никнуть в решетке, равно числу степеней свободы частиц кристалла, т. е. 
3N (N – число частиц, образующих кристалл) [Д2].  

На рис. 1.5, а показана одномерная модель твердого тела – линейная 
цепочка атомов, отстоящих на расстоянии а друг от друга и способных коле-
баться в направлении, перпендикулярном длине цепочки. Такую цепочку 
можно трактовать как струну. Если концы цепочки закреплены, то основное 
колебание, отвечающее самой низкой частоте ωmin соответствует возникновению 
стоячей волны с узлами на концах (рис. 1.5, б). Следующему колебанию отвечает 
стоячая волна с узлами не только на концах, но и на середине цепочки. 
Третьему колебанию, или, как говорят, третьей гармонике, соответствует 
стоячая волна с двумя узлами, делящая цепочку на три равных части, и т.д. 

Очевидно, что самая короткая длина волны равна удвоенному рас-
стоянию между атомами (рис. 1.5, в): 

min 2aλ = . 

Ей отвечает максимальная частота 

max
min

2
a

υ πυω = π =
λ

. 

где υ – скорость распространения волн (звука) в цепочке. Для характери-
стики волновых процессов пользуются понятием волнового числа  

Рис. 1.5 Рис. 1.6 
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2 2
k

π πν ω= = =
λ υ υ

. 

Откуда следует, что ω = υk, где υ – фазовая скорость сама является 
функцией волнового вектора  

( )
0

sin 2

2

ka

ka
υ = υ  

где υ0 – скорость распространения колебаний в упругой непрерывной 
струне, для которой а = 0.  

Таким образом, частота колебаний является функцией волнового числа  
( )k kω = υ ⋅ . 

Подобного рода кривые, выражающие зависимость частоты колебаний 
от волнового числа, называются дисперсионными кривыми (рис. 1.5, г). 
При малых k частота растет линейно ω = υ0٠k. Затем достигает максимума. 
Колебания однородной цепочки атомов называются акустическими, так 
как включают в себя весь спектр звуковых колебаний цепочки. Они играют 
основную роль в определении тепловых свойств кристалла – теплоемко-
сти, теплопроводности, термического расширения и т.д. 

Рассмотрим цепочку, состоящую из двух сортов атомов массами М и m, 
правильно чередующихся друг за другом (рис. 1.6, а). В такой цепочке 
возможно появление двух типов нормальных колебаний. Колебания (рис. 
1.6, б) ничем ни отличаются от акустических колебаний. 

Если же колебания цепочки можно рассматривать как колебания 
друг относительно друга двух подрешеток (рис. 1.6, в), вставленных друг в 
друга, то подобные колебания называют оптическими, так как они играют 
основную роль в процессах взаимодействия света с кристаллом. 

На рис. 1.6, д показаны дисперсионные кривые для акустических 1 и 
оптических 2 нормальных колебаний цепочки, состоящей из двух сортов 
атомов. В то время как для акустических колебаний частота растет с рос-

том волнового вектора и достигает максимального значения при 
2

k
a

π= , 

для оптических колебаний ωmax имеет место при k = 0; с ростом k частота 

этих колебаний уменьшается и становится минимальной при 
2

k
a

π= . 

Оптические колебания возникают не только в цепочке, состоящей из 
разнородных атомов, но и в том случае, когда цепочка состоит из двух более 
простых цепочек, составленных из одинаковых атомов и вставленных друг 
в друга, как показано на рис. 1.6, г. В элементарной ячейке такой цепочки 
содержится два атома. Оптические колебания возникают в результате коле-
баний одной подрешетки относительно другой. 
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Одним из основных вопросов теории колебаний решетки является 
вопрос о распределении нормальных колебаний по частотам [Д2]. Число ко-
лебаний (фононов) пропорционально частотному интервалу и плотности за-
полнения спектрального участка частотами g(ω) 

( )dN g d= ω ω . 

Чтобы знать g(ω), нужно знать ω(k). Возьмем для простоты ω = υk (в 
окрестности минимума, при небольших значениях k). Тогда число фононов 
в объеме фазового пространства 4πp2Vdp равно: 

2 2 3

3 3 3

4 4

8

p Vdp k dkV
dN

h

π π= =
π

ℏ

ℏ
. 

Тогда с учетом того, что p k
ω= =
υ
ℏ

ℏ  

2 3 2

3 3 3 2 3

4

8 2

d V d V
dN

πω ω ω ω= =
υ π π υ

ℏ

ℏ
. 

Поскольку возможны три типа колебаний (два поперечных и одно 
продольное), выражение нужно умножить на 3. В результате получим 

2 3 2

3 3 3 2 3

4 3

8 2

d V d V
dN

πω ω ω ω= =
υ π π υ

ℏ

ℏ
. 

Итак, функция распределения нормальных колебаний по частотам имеет вид 
2

2 3

3
( )

2

V
g

ωω =
π υ

. 

Поскольку число нормальных колебаний, которое может возникнуть 
в решетке, должно быть 3N, то g(ω) должна удовлетворять условию: 

max

( ) 3 ;
o

g d N
ω

ω ω =∫   
max 32

max
2 3 2 3

0

3
3

2 2

VV
d N

ω ωω ω = =
π υ π υ∫ . 

Отсюда находим 
1
32

max 6
N

V
 ω = υ π 
 

. 

Эта максимальная частота ωmax носит название характеристической 
дебаевской частоты ωD, а температура соответствующей энергии фотона 
с ωD – характеристической температурой Дебая.  

D DkTω =ℏ ;  D
DT

k

ω= ℏ . 

Вычисление температуры Дебая TD дает для некоторых кристаллов 
следующие результаты. 
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При температуре Дебая в твердом теле возбуждается весь спектр 
нормальных колебаний, включая и колебания с максимальной частотой ωD. 
Поэтому дальнейшее повышение Т не может вызвать появление новых ко-
лебаний. Увеличивается лишь степень возбуждения колебаний. 
 

Теплоемкость кристаллической решетки и ее зависимость от тем-
пературы (теория Дебая) 
 

Внутренняя энергия кристаллической решетки (с точностью до нулевой 
энергии), состоящей только из одного сорта атомов, может быть найдена 
суммированием энергии нормальных колебаний с различными частотами 
в объеме твердого тела: 

0

( ) ( )
D

Б ЭU f E g d
ω

−= ω⋅ ⋅ ω ω∫ ℏ ; 

2 3

2 3 2 3
0 0

1 3 3

2 2
1 1

D D

kT kT

V V d
U d

e e

ω ω

ω ω
ω ω ω= ω⋅ ⋅ ω =
π υ π υ

− −
∫ ∫ℏ ℏ

ℏ
ℏ , 

где υ – скорость распространения волн деформации (звука). Вычислить интеграл 
не удается, поэтому займемся его анализом для низких и высоких температур. 

В область низких температур T << TD. При вычислении интеграла вво-

дится переменная x
kT

ω= ℏ , и верхний предел заменяется на бесконечность 

4 3

2 3
0

3

2 1x

V kT x dx
U

e

∞
 =  π υ − 

∫
ℏ

ℏ
. 

Получаем: 
4 4

2 3

3

2 15

V kT
U

π = ⋅ π υ  

ℏ

ℏ
. 

Поскольку 3 3 26D
N

V
ω = υ π , подставим вместо 

3
3

26
DV

N

ωυ =
π

, получаем: 

( )
( )

4
4

3

9

15
D

N
U kT

π=
ωℏ

. 

Внутренняя энергия растет пропорционально Т4, а теплоемкость 

кристалл Si Ge C (алмаз) 

TD, К 658 366 1920 
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4 3 4

3

9 4

( ) 15D

dU Nk T
C

dT

⋅ π= =
ω ⋅ℏ

. 

пропорциональна Т3. Поскольку D
DT

k

ω= ℏ , то 

3
412

5 D

T
C Nk

T

 
= π  

 
.                                         (11) 

Эта закономерность носит называние закон Дебая. Зависимость (11) хорошо 
оправдывается в области температур ниже ТD/50. Молярная теплоемкость равна 

3
412

5M
D

T
C R

T

 
= π  

 
.                                         (12) 

Опытные исследования теплоемкостей различных кристаллических тел 
при низких температурах показали, что закон (11) оправдывается не для всех 
кристаллов, а только для таких, для которых атомы в кристаллической решетке 
связаны со своими соседями примерно одинаково прочно во всех трех направ-
лениях. Для слоистых кристаллов типа графита, в которых силы связи между 
соседними атомами внутри слоя значительно больше сил связи, между бли-
жайшими атомами из двух соседних слоев, теплоемкость при температурах, 
близких к абсолютному нулю, оказывается пропорциональной квадрату абсо-
лютной температуры. Обнаружены и такие кристаллы, для которых теплоем-
кость вблизи абсолютного нуля пропорциональна первой степени температуры. 
Такие кристаллы имеют нитевидное или цепочечное строение. Силы связи 
внутри нити много больше, чем между соседними нитями. 

Теория Дебая приводит к выводам, которые хорошо совпадают с экспе-
риментальными данными в широком интервале температур, но и она не свобод-
на от недостатков. Трудно, например, согласиться с тем, что энергия кристалла 
отождествляется с энергией стоячих волн. В стоячей волне узлы и пучности за-
кономерно распределены в пространстве, поэтому исключается возможность 
тепловых флуктуаций, совершенно неизбежных при тепловом движении. 

Дебаевская модель твердого тела является упрощенным представлением 
твердого тела в виде изотропной упругой среды, способной совершать коле-
бания в конечном интервале частот от нуля до ωD. Поэтому выводы этой тео-
рии (например, зависимость теплоемкости от температуры) хорошо совпадают 
с экспериментальными данными только для кристаллов с простыми решетками 
(химические элементы и некоторые простые соединения типа галоидных солей 
или окислов). К телам сложной структуры теория Дебая неприменима, так 
как энергетический спектр колебаний таких тел оказывается чрезвычайно 
сложным. В молекулярных кристаллах, например, кроме поступательно-коле-
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бательного движения молекулы как целого, приходится учитывать ее крутиль-
ные колебания и колебания атомов или групп атомов внутри молекулы. 

Теплоемкость твердого тела определяется колебаниями узлов кристал-
лической решетки, а характер этих колебаний зависит от структуры решетки. 
Если при изменении температуры в твердом теле происходят структурные 
изменения, то их безошибочно можно обнаружить по нарушению монотонности 
графика температурной зависимости теплоемкости. Изучение температурного 
хода теплоемкости позволяет обнаружить фазовые переходы второго рода, 
которые не сопровождаются ни тепловым эффектом, ни изменением объема, 
но теплоемкость близ точки перехода изменяется скачком. 

В области высоких температур верхний предел равен D
Dx

kT

ω= ℏ  и 

внутренняя энергия определяется: 
4 3

2 3
0

3

2 1

Dx

x

V kT x dx
U

e

 =  π υ − 
∫

ℏ

ℏ
. 

Поскольку 1D
Dx

kT

ω= <<ℏ
, 1xe x≈ + , интеграл упрощается 

3
4 2 4

3 3
0

9 9 1
( ) ( ) 3

3( ) ( )

Dx
D

D D

N N
U kT x dx kT NkT

kT

ω = ⋅ = ⋅ ⋅ = ω ω  
∫

ℏ

ℏ ℏ
. 

Таким образом, внутренняя энергия кристалла при высоких темпера-
турах пропорциональна Т  

3U NkT= . 
Теплоемкость же является постоянной величиной: C = 3Nk. 
Молярная теплоемкость всех химически простых кристаллических 

тел при достаточно высоких температурах (T > TD) одинакова и равна: 
CM = 3NAk = 3R. Эта закономерность известна как закон Дюлонга и Пти. 

Зависимость молярной теплоемкости от температуры для решетки и 
электронного газа приведена на 
рис. 1.7. Вклад электронов в 
теплоемкость металлов стано-
вится заметным при очень низ-
ких температурах, где теплоем-
кость кристаллической решетки, 
пропорциональная T3, становится 
даже меньше электронной теп-
лоемкости Се, пропорциональ-
ной Т (рис. 1.7, б). 

Рис. 1.7 
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1.2. Методические указания к лекционным занятиям 
 

№ Вопросы лекции 
Форма 
изучения 

Литература Вопросы для самоконтроля студентов 

1 
Критерий вырожденности в ста-
тистической физике 

л [1] – §41.4 

• Что такое вырожденный и невырожденный коллектив микрочастиц? 
• Какие квантовые распределения вы знаете? 
• Какие классические распределения вы знаете? 
• При каких условиях квантовые распределения переходят в классические? 
• Что такое температура вырождения? 

2 
Фазовое пространство. Элементар-
ная ячейка. Плотность состояний 

л 
[1] – §41.1 
[3] – §3.1 

• Что такое фазовое пространство? чему равен объем элементарной ячей-
ки в фазовом пространстве? 
• Что такое функция плотности состояний? Запишите выражение, проил-
люстрируйте графиком 

 
 
 
3 

Понятие о квантовой статистике 
Ферми – Дирака. Распределение 
электронов проводимости в ме-
талле по энергиям при абсолют-
ном нуле температуры. Энергия 
Ферми. Влияние температуры на 
распределение электронов 

л 

[1] – §41.2, 41.4 – 
41.5 
[2] – §31.3 
[3] – §3.3, 3.7 – 3.8 

• Что такое энергия Ферми и как она определяется при Т = 0 К? 
• Какой статистике подчиняются электроны в металле? электроны в по-
лупроводнике? От чего это зависит? 
• Как зависит функция распределения Ферми – Дирака от энергии и от темпе-
ратуры? 
• Почему при больших энергиях функция распределения Ферми – Дирака 
может быть заменена функцией Больцмана? 

4 
Понятие о квантовой статистике 
Бозе – Эйнштейна. Элементы 
теории теплоемкости Эйнштейна 

л [1] – §41.3, 41.7 

• Что представляет собой функция распределения Бозе – Эйнштейна? 
• В чем суть теории теплоемкости Эйнштейна? 
• Каков характер зависимости теплоемкости кристалла при низких тем-
пературах? При высоких температурах? 
• С чем связана основная часть теплоемкости кристалла? 
• Каков вклад электронной теплоемкости в теплоемкость кристалла при 
высоких и низких температурах? 

5 

Фононный газ. Нормальные колеба-
ния решетки. Акустические и опти-
ческие фононы. Закон дисперсии для 
фононов. Теплоемкость кристалли-
ческой решетки и ее зависимость от 
температуры (теория Дебая) 

л 
[1] – §41.8 
[2] – §30.6 – 30.7 

• Чем определяется максимально возможная частота нормальных колеба-
ний решетки кристалла, энергия каждого нормального колебания? 
• Что такое акустические колебания? Оптические колебания? 
• Что такое температура Дебая? 
• Как вычисляется внутренняя энергия кристаллической решетки в рамках модели Дебая? 
• В чем суть теории теплоемкости Дебая? 

 

1
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1.3. Методические указания к практическим занятиям 
 

№ 
п/п 

Тема занятия Тип задач Рекомендации по решению 

1 
Критерий вырожденности. 
Квантовый электронный газ  
в металле 

Задачи на определение температуры 
вырождения. 
Определение энергии Ферми. 
Определение доли электронов в задан-
ном интервале энергий при абсолют-
ном нуле 

Помнить, что температура вырождения связана с основ-
ными параметрами «газа»: концентрацией и массой частиц 

 
 
 
 
2 

Квантовые распределения Ферми – 
Дирака и Бозе – Эйнштейна 

Определение вероятности состояния 
для фермионов. 
Нахождение среднего числа бозонов 
частиц в данном состоянии. Вычис-
ление энергии Ферми при нуле тем-
пературы. Определение числа элек-
тронов в металле в заданном интер-
вале энергий 

Для определения вероятности состояния фермиона вос-
пользоваться распределением Ферми – Дирака. 
Для определения среднего числа бозонов в данном состоя-
нии воспользоваться распределением Бозе – Эйнштейна 

3 
Теплоемкость кристалла в теории 
Эйнштейна и Дебая 

Определение молярной теплоемкости 
и температуры Дебая, Эйнштейна. 
Нахождение дебаевской частоты 

Воспользоваться выражениями для молярной теплоем-
кости в теории Дебая и Эйнштейна 

 

 

1
2

1
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1.4. Примеры решения задач 
 

Задача 1. Найти вероятность того, что свободный электрон в металле 
при Т = 293 К будет находится в состоянии, характеризуемом: а) энергией, 
равной энергии Ферми ЕF, б) энергией, отличающейся от ЕF, на + 0,1 эВ. 
 

Решение. Вероятность того, что при температуре Т в состоянии, харак-
теризующемся энергией Е, будет находиться электрон, определяется функ-
цией распределения Ферми – Дирака: 

1
( )

1
FE E

kT

f E

e
−=

+

.                                            (1) 

Если E = EF то в формуле (1) показатель степени равен нулю и f(E) = 0,5. 
Если состояние электрона характеризуется энергией Е, отличающейся 

от EF на величину + 0,1 эВ, то это значит, что электрон находится на уров-
не, расположенном выше, чем уровень Ферми. 

Вероятность того, что этот уровень будет занят электроном, опреде-
лим по формуле (1), полагая, что Е – EF = 0,1 эВ и kТ = 0,025 эВ: 

0,1
0,025

1
( )

1

f E

e

=

+

 = 0,018. 

При Е – EF = – 0,1 эВ  

0,1
0,025

1
( )

1

f E

e
−

=

+

 = 0,98… 

Ответ: f(EF) = 0,5; f(0,1) = 0,018; f(– 0,1) = 0,98. 
 

Задача 2. Определить среднюю энергию электрона в металле при 
абсолютном нуле температуры. 
 

Решение. Полная энергия электронов в единице объема металла равна 

( ) ( ) ( )
33 3 5
22 2 2полн 3 3

0 0

4 4 2
( ) 2 2

5

F FE E

F
V

E E g E dE m E dE m E
h h

π π= ⋅ = =∫ ∫ . 

С учетом того, что концентрация электронов связана с уровнем Ферми 
соотношением 

( ) ( )
3 3
2 2

3

8
2

3
F

V
n m E

h

π= . 

Полная энергия равна  
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полн
3

5 FE nE=  

Средняя энергия электрона равна 

полн 3

5 F
E

E E
n

= = ,  5,6E =  эВ. 

Ответ: 5,6E =  эВ. 
 

Задача 3. Вычислить максимальную энергию EF (энергию Ферми), 
которую могут иметь свободные электроны в металле (медь) при темпе-
ратуре Т = 0 К. Принять, что на каждый атом меди приходится по од-
ному валентному электрону. 
 

Решение. Максимальная энергия EF, которую могут иметь электроны 
в металле при Т = 0 К, связана с концентрацией свободных электронов 
соотношением 

2
2

33

2 8F
h n

E
m
 =  π 

.                                              (1) 

Концентрация свободных электронов по условию задачи равна кон-
центрации атомов, которая может быть найдена по формуле 

AN
n

M

ρ= ,                                                    (2) 

где ρ – плотность меди; NА постоянная Авогадро; М – молярная масса. 
Подставляя выражение (2) в формулу (1), получаем 

2
2

33

2 8
A

F
h N

E
m M

ρ =  π 
 

Произведя вычисления, получим: EF = 1,2·10–18 Дж = 7,4 эВ. 
 

Ответ: EF = 7,4 эВ. 
 

Задача 4. Кристаллический алюминий массой 10 г нагревается от 10 
до 20 К. Пользуясь теорией Дебая, определить количество теплоты, необходи-
мое для нагревания. Характеристическая температура Дебая для алюминия 
равна 418 К. Считать, что условие T << TD выполняется. М = 27⋅ 10–3 кг/моль. 
 

Решение. Количество теплоты, необходимое для нагревания алюми-
ния от температуры Т1 до Т2, будем вычислять по формуле 
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2

1

T

T

Q m cdT= ∫ ,                                                 (1) 

где m – масса алюминия; с – его удельная теплоемкость, которая связана с 
молярной теплоемкостью соотношением с = Сm/М. Учитывая это, формулу 
(1) запишем в виде 

2

1

T

m
T

m
Q C dT

M
= ∫ .                                              (2) 

По теории Дебая, если условие T << TD выполнено, молярная тепло-
емкость определяется предельным законом  

3412

5m
D

T
C R

T

 π=  
 

,                                          (3) 

где R = 8,31 Дж/(моль⋅К) – молярная газовая постоянная; TD – характери-
стическая температура Дебая; Т – термодинамическая температура. Под-
ставляя (3) в (2) и выполняя интегрирование, получаем 

( )2

1

34 4
4 4

2 13

12 3

5 5

T

DT D

m T m R
Q R dT T T

M T M T

 π π= = − 
 
∫ . 

Подставляя числовые значения, находим Q = 0,36 Дж.  
 

Ответ: Q = 0,36 Дж.  
 

Задача 5. Используя квантовую теорию теплоемкости Эйнштейна, 
вычислить удельную теплоемкость при постоянном объеме алюминия при 
температуре Т = 200 К. Характеристическую температуру Эйнштейна 
Tθ принять для алюминия равной 300 К. 
 

Решение. Удельная теплоемкость с вещества может быть выражена 
через молярную теплоемкость СМ соотношением 

Mc C M= , 

где М – молярная масса. Молярная теплоемкость при постоянном объеме 
по теории Эйнштейна выражается формулой 

2

2
3

1

T

T

M
T

T

T e
C R

T
e

θ

θ

θ =  
   

 −
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Выражение для удельной теплоемкости принимает вид 

2

2

3

1

T

T

T

T

TR e
c

M T
e

θ

θ

θ =  
   

 −
 
 

. 

Произведя вычисления, получим: с = 770 Дж/(кг·К). 
 

Ответ: с = 770 Дж/(кг·К). 
 
1.5. Задачи для самостоятельного решения 

 

1. Вычислить скорость дрейфа υ электрона меди при наложении элек-
трического поля напряженностью 100 В/м. Подсчитать отношение скоро-
сти дрейфа к скорости Ферми, если уровень Ферми для меди равен 7 эВ. 
2. Определить долю свободных электронов в металле при Т = 0 К, энер-
гии которых заключены в интервале от 1/2Емакс до Емакс. 
3. Найти долю свободных электронов в металле при температуре 0 К, 
кинетическая энергия которых больше половины максимальной.  
4. Вычислить концентрацию свободных электронов в меди. 
5. Найти максимальную скорость электронов в металле при 0 К. 
6. Экспериментальное значение границы Ферми для лития при 0 К равно 
3,5 эВ. Какое значение эффективной массы электрона следует подставить в 
формулу, чтобы получить согласие между теоретическим и эксперимен-
тальным значениями границы Ферми. 
7. Найти число свободных электронов, приходящихся на один атом на-
трия при Т = 0оС, если уровень Ферми ЕF = 3,07 эВ и плотность натрии 
равна 0,97 г/см3. 
8. До какой температуры надо было бы нагреть классический электрон-
ный газ, чтобы средняя энергия его электронов оказалась равной средней 
энергии свободных электронов в меди при T = 0оС? Считать, что на каж-
дый атом меди приходится один свободный электрон. 
9. Воспользовавшись формулой распределения электронов по энергиям 

3
2

3

4
( ) (2 )

V
dN E m EdE

h

π= , 

найти при Т = 0 К: а) распределение свободных электронов по скоростям 
dN(υ); б) отношение средней скорости свободных электронов к их макси-
мальной скорости.  
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10. Вычислить давление электронного газа в металлическом натрии при Т = 
0оС, если концентрация свободных электронов в нем n = 2,5·1022 см3. Вос-
пользоваться уравнением для давления идеального газа. 
11. Металлы литий и цинк приводят в соприкосновение друг с другом при 
температуре Т = 0 К. На сколько изменится концентрация электронов проводи-
мости в цинке? Какой из этих металлов будет иметь более высокий потенциал? 
12. Каково значение энергии Ферми ЕF у электронов проводимости двух-
валентной меди? Выразить энергию Ферми в джоулях и электрон-вольтах. 
13. В медном проводнике с площадью поперечного сечения 0,2 см2 идет 
ток 1 А. Какова средняя скорость дрейфа электронов? 
14. Чему равна подвижность электронов натрия при комнатной темпера-
туре, если электропроводность его 0,23⋅108 1/(Ом⋅м), концентрация носи-
телей заряда 2,5⋅1023 м–3? 
15. Оценить скорость распространения акустических колебаний в алюми-
нии, дебаевская температура которого TD = 396 К. 
16. Оценить скорость звука в кристалле, дебаевcкая температура которого 
T = 300 K и межатомное расстояние a = 0,25 нм.  
17. Оценить максимальные значения энергии и импульса фонона (звуко-
вого кванта) в алюминии, дебаевcкая температура которого TD = 374 K. 
18. Используя теорию Дебая, вычислить удельную теплоемкость железа 
при температуре 12 К. Принять характеристическую температуру Дебая 
для железа 467 К, Считать, что условие T << TD выполняется. 
19. Теплоемкость серебра при 10 K равна 199 Дж/(кмоль·К). Определить 
характеристическую температуру Дебая. 
20. Определить приближенно скорость звука в алмазе, зная, что Дебаевская 
температура алмаза равна 1860 К и постоянная решетки d = 1,54 Å. 
21. Пользуясь теорией Дебая, найти молярную теплоемкость цинка при 
температуре 14 К. Характеристическая температура Дебая для цинка 308 К. 
Считать, что условие T << TD выполняется. 
22. Слиток золота массой 500 г нагревают от 5 до 15 К. Определить, поль-
зуясь теорией Дебая, количество теплоты, необходимое для нагревания. 
Характеристическая температура Дебая для золота 165 К. Считать, что 
условие T << TD выполняется. 
23. Медный образец массой m = 100 г находится при температуре T1 = 10 К. 
Определить теплоту Q, необходимую для нагревания образца до темпера-
туры Т2 = 20 К. Можно принять характеристическую температуру TD для 
меди равной 300 К, а условие T << TD считать выполненным. 
24. Используя квантовую теорию теплоемкости Эйнштейна, определить 
коэффициент упругости β связи атомов в кристалле алюминия. Принять 
для алюминия TE = 300 К. 
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25. Зная, что для алмаза TD = 2000 К, вычислить его удельную теплоем-
кость при температуре Т = 30 К. 
26. Молярная теплоемкость СM серебра при температуре Т = 20 К оказалась 
равной 1,65 Дж/(моль⋅К). Вычислить по значению теплоемкости характери-
стическую температуру TD. Условие Т << TD считать выполненным. 
27. Вычислить по теории Дебая теплоемкость цинка массой m = 100 г при 
температуре Т = 10 К. Принять для цинка характеристическую температуру 
Дебая TD = 300 К и условие Т << TD считать выполненным. 
 

УБ-2. Зонная теория твердого тела. Контактные явления 
 

Введение 
 

В программу курса физики для втузов включены лишь отдельные 
вопросы из обширного объема материала, изучаемого физикой твердого тела. 
В настоящем разделе рассмотрена классификация кристаллов по типам кри-
сталлической решетки, природа дефектов кристаллической решетки, элементы 
зонной теории твердых тел и ее применение к полупроводникам, металлам и 
диэлектрикам, а также элементы статистики носителей заряда в полупровод-
никах, дано понятие о контактных явлениях в твердых телах. 

Главная проблема при теоретическом исследовании системы взаимо-
связанных частиц состоит в том, что при квантово-механическом описании 
указанных систем число переменных оказывается весьма большим, что вызы-
вает математические трудности и приводит к невозможности получить 
прямое решение поставленной задачи через систему уравнений Шредингера. 
Современная квантовая теория твердого тела основывается на ряде упро-
щений. Зонная теория представляет собой одну из наиболее простых кван-
тово-механических схем, учитывающих основные особенности движения 
электронов в кристаллах и позволяющих интерпретировать большое коли-
чество экспериментальных данных. Основными предположениями зонной 
теории, рассматриваемыми ею как постулаты, являются: 

– при изучении движения электронов атомные ядра, по причине их 
большой массы, можно рассматривать как неподвижные источники поля, 
действующие на электроны; 

– ядра в пространстве располагаются строго периодически в узлах 
идеальной кристаллической решетки; 

– взаимодействие электронов друг с другом заменяется некоторым 
эффективным внешним полем. 
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При изучении данного раздела студенты должны  
иметь представление:  

– о характере и типах связи в твердых телах; 
– о строении твердых тел; 
– об основных положениях квантовой механики, необходимых для пони-
мания физических процессов в твердых телах; 
– о квантовых статистиках Ферми – Дирака и Бозе – Эйнштейна, о класси-
ческой статистике Больцмана; 
– о классической электронной теории, понятии потенциала, работы выхода, 
энергии заряженной частицы; 
– о зонной теории; 
– о энергии Ферми, работе выхода. 

обладать навыками: 
– применения элементов дифференциального и интегрального исчисления; 
– применения элементов математической статистики. 
 

Учебная программа блока 
 

№ 
п/п 

Содержание блока 
Форма  

подготовки Литература 

1 Силы связи и внутренняя структура твердого тела л 
[1] – §41.2 
[2] – §30.1 – 30.5 

2 Основы зонной теории твердого тела л 
[1] – §43.1 
[2] – §31.1 
[3] – 2.1 – 2.7 

3 
Движение электронов в периодическом поле кри-
сталла под действием внешнего поля. Эффективная 
масса электрона 

л 
[2] – §31.2, 32.1 – 
32.3 
[3] – 2.8 – 2.9 

4 Деление тел на изоляторы, проводники и полупроводники л [1] – §43.3 

5 

Статистика носителей заряда в полупроводниках. 
Собственная и примесная проводимость полупро-
водников. Подвижность носителей заряда. Эффект 
Холла в полупроводниках 

л 
[1] – §43.4 – 43.5 
[3] – §3.1 – 3.4 

6 Дефекты кристаллической решетки л [3] – §3.5 – 3.9 

7 
Понятие о контактных явлениях. 
Контакт металл-металл 

л 
[1] – §44.1 
[3] – §8.1 – 8.3 

8 Контакт металл-полупроводник л 
[1] – §44.2 
[3] – §8.4 – 8.6 

9 
Контакт электронного и дырочного полупроводни-
ков (p-n-переход) и его вольтамперная характери-
стика. Транзистор 

л 
[1] – §44.3 – 44.4 
[3] – §8.8 – 8.9 
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Цели обучения 
 

Что должен знать Что должен уметь 
• Типы связей в твердых телах 
• Типы кристаллических решеток 
• Обозначение направлений и плоско-
стей в кристалле и способ их определения 
• Принцип деления тел на проводники, 
полупроводники и диэлектрики в рамках 
зонной теории 
• Зависимость концентрации носите-
лей заряда в собственных и примесных 
полупроводниках от температуры и 
ширины запрещенной зоны 
• Зависимость уровня Ферми от темпе-
ратуры для собственного полупроводника 
• Зависимость проводимости и под-
вижности носителей заряда в полупро-
водниках от температуры 
• Закон действующих масс для полу-
проводников 
• ВАХ p-n-перехода 

• Определять индексы направлений и 
плоскостей в кристаллической решетке 
• Вычислять период простых решеток 
• Определять плотность упаковки атомов 
в решетке 
• Определять концентрацию дефектов решетки 
• Рассчитывать проводимость собствен-
ного и примесного полупроводника  
• Рассчитывать ширину запрещенной зоны 
по результатам измерения температурной 
зависимости проводимости полупроводника 
• Пользоваться статистикой Ферми – Дирака, 
Больцмана для определения концентрации 
носителей заряда в полупроводниках 
• Рассчитывать проводимость, подвиж-
ность и концентрацию носителей заряда по 
результатам измерений эффекта Холла для 
невырожденного полупроводника 

 

2.1. Краткое содержание теоретического материала 
 

Силы связи и внутренняя структура твердого тела 
 

При достаточном сближении атомов (молекул) между ними возникает 
взаимодействие, приводящее к появлению сил притяжения и отталкивания. 
Рассмотрим кратко природу этих сил. 

Наиболее общим видом связи, возникающим между любыми атомами 
и молекулами, являются силы Ван-дер-Ваальса. В уравнении Ван-дер-Ваальса 

2
( )( )

a
p V b RT

V
+ − = ; 

эти силы определяют поправку 
2

a

V
. Поправка b учитывает действия сил 

отталкивания. Силы Ван-дер-Ваальса возникают между электрически ней-
тральными системами и системами, не обладающими электрическим момен-
том. При взаимодействии инертных газов они являются единственными 
силами, делающими возможным существование жидкого и твердого со-
стояния этих веществ. 
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Атомы, стоящие в периодической системе Менделеева рядом с инерт-
ными газами, обладают склонностью принимать их конфигурацию путем 
отдачи или принятия электронов. При этом атом металла превращается в по-
ложительно заряженный ион, атом галоида – в отрицательно заряженный ион. 
Эти ионы взаимодействуют между собой по закону Кулона как два разноимен-
ных заряда. Такая связь получила название ионной или полярной. 

Наличием полярной и Ван-дер-Ваальсовой связи невозможно объяс-
нить существование соединений типа H2, O2, N2 и т.п., типа алмаза. Одно-
родные атомы не могут образовать противоположно заряженных ионов путем 
перераспределения валентных электронов, как это имеет место при взаи-
модействии металлов с галоидами. С другой стороны, прочность связи в 
молекулах H2, O2, N2 и т.п. значительно больше той, которую способны 
обеспечить силы Ван-дер-Ваальса. Для такого рода соединений эти силы 
играют обычно роль небольшой поправки к той связи, которая определяет 
прочность перечисленных выше соединений. Эта связь получила название 
валентной или атомной. Ее называют также гомеополярной и обменной.  
В основе этой связи лежит обменный эффект (обмен атомов электронами), 
имеющий чисто квантовую природу, поэтому характерной особенностью 
атомной связи является ее насыщаемость и направленность. Насыщае-
мость выражает тот факт, что каждый атом может образовывать валентную 
связь лишь с определенным числом своих соседей. При этом осуществляется 
максимальное перекрытие облаков связующих электронов. Это и означает, 
что валентная связь имеет направленный характер. 

Особую группу тел образуют металлы, стоящие в начале каждого 
периода таблицы Менделеева. Образование металлического состояния не-
возможно объяснить ни с точки зрения ионной, ни с точки зрения валент-
ной связи. В самом деле, ионная связь возникает между атомами, имею-
щими различное сродство к дополнительному электрону, например, между 
атомами металла и галоида. Такая связь не может, очевидно, возникнуть 
между однородными атомами металла, обладающими одинаковым сродст-
вом к электрону. С другой стороны, атомы металла не имеют достаточного 
количества валентных электронов для образования валентной связи со 
своими ближайшими соседями. Так, атом меди имеет один валентный 
электрон, и может образовать валентную связь с одним атомом. В решетке 
же меди каждый атом окружен 12 ближайшими соседями, с которыми он 
должен находиться в силовой связи. Это указывает на то, что в металлах 
действует особый вид связи, получивший название металлической. Внеш-
ние валентные электроны в атомах металлов связаны с ядром относитель-
но слабо, поэтому в основе металлической связи лежит обобществление 
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внешних валентных электронов, что делает ее схожей с валентной связью. 
Однако в случае валентной связи в обобществлении электронов участвуют 
пары атомов, являющиеся ближайшими соседями, и обобществлению под-
вергаются только пары электронов; эти электроны все время находятся 
между атомами. В случае же металлической связи в обобществлении ва-
лентных электронов участвуют все атомы кристалла и обобществленные 
электроны не локализуются уже у своих атомов, а свободно перемещаются 
внутри всей решетки. 

В заключение следует подчеркнуть, что в реальных твердых телах 
каждая из рассмотренных выше связей в чистом виде почти никогда не 
встречается. Практически всегда имеет место наложение двух и более типов 
связей. Одна из них имеет, как правило, превалирующее значение, опреде-
ляя структуру и свойства тела. 
 

Кристаллическая решетка 
 

Атомы большого числа твердых тел образуют упорядоченную структуру. 
Тело с упорядоченным расположением атомов называют кристаллическим. 

Для описания правильной внутренней структуры твердых тел удобно 
пользоваться понятием пространственной или кристаллической решетки. 
Предположим, что кристалл состоит из атомов одного сорта, находящихся 
в узлах трехмерной решетки, задаваемой набором векторов 

R ma nb pc= + +
�� � �

, 

где , ,a b c
�� �

 – три некомпланарных вектора и m, n, p – произвольные целые 

числа (0, ± 1, ± 2, …). Описанная кристаллическая решетка называется 
решеткой Браве (рис. 2.1). 

Рис. 2.1. Двумерные решетки: а) решетка Браве; б) решетка с базисом из двух атомов ( ,• � ) 
 

Она может быть получена переносом (трансляцией) одного узла на 
векторы R

�
. 

Если кристалл состоит из атомов двух сортов, то его решетка может 
быть представлена в виде двух, вставленных друг в друга решеток Браве, 
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задаваемых векторами , ,a b c
�� �

. Такую решетку называют решеткой с бази-
сом (рис. 2.1, б). Сдвиг одной решетки относительно другой описывается 

базисным вектором А
�

. Решетку с базисом можно построить трансляцией 

атомов базиса на векторы R
�

. 
Параллелепипед, построенный на основных (или кратчайших) векторах 

, ,a b c
�� �

 называют элементарной ячейкой. Если элементарными ячейками за-
полнить всё пространство, то можно получить периодическую решетку. Эле-
ментарная ячейка определяется тремя ребрами , ,a b c

�� �
 и углами между ними 

α, β, γ (рис. 2.2). Эти величины называются параметрами решетки. 

Рис. 2.2. Примитивная (а), объемноцентрированная (б), гранецентрированная (в),  
базоцентрированная (г) элементарные ячейки. 

 

Если узлы расположены только в вершинах элементарной ячейки, то 
она называется примитивной (рис. 2.2, а). Н а такую ячейку приходится 
один узел, т.к. все узлы в ней являются эквивалентными и могут быть по-

лучены трансляцией одного узла на векторы , ,a b c
�� �

. Объемноцентрирован-
ная (ОЦ) элементарная ячейка (рис. 2.2, б) является двухузельной, гране-
центрированная (ГЦ) (рис. 2.2, в) – четырехузельной, базоцентрированная 
(БЦ) (рис. 2.2, г) – двухузельной. 

Узлы решетки, лежащие ближе других к некоторому узлу, называются 
ближайшими соседями. Число этих узлов для данной решетки называется 
координационным числом Z. Простая кубическая решетка (a = b = c и α = 
β = γ = 90°) имеет Z = 6; ОЦК – Z = 8; ГЦК – Z = 12. 
 

Индексы узлов 
 

Положение любого узла в решетке относительно выбранного начала 
координат определяется заданием трех его координат – x, y, z. Эти коорди-
наты можно выразить следующим образом: 



 

 133 

x ma= ; y nb= ; z pc= , 
где a, b, c – параметры решетки; m, n, p – целые числа. 

Если за единицу измерения длин вдоль осей решетки принять не метр, 
а параметры решетки a, b, c (осевые единицы длины), то координатами узла 
будут просто числа m, n, p. Эти числа называются индексами узла и запи-
сываются следующим образом: [[mnp]]. Для отрицательного индекса знак 
минус ставится над индексом:[[mn p]]. 
 

Индексы направления 
 

Для описания направления в кристалле выбирается прямая, прохо-
дящая через начало координат. Ее положение однозначно определяется 
индексами mnp первого узла, через который она проходит. Поэтому индек-
сы узла mnp являются одновременно и индексами направления. Индексы 
направления обозначают [mnp]. По самому определению индексы направ-
ления представляют собой три наименьших целых числа, характеризую-
щих положение ближайшего узла, лежащего на данном направлении. 

В качестве примера напишем индексы основных направлений в ку-
бической решетке. Индексы осей решетки: ось ОХ – [100], ось OY – [010], 
ось OZ – [001]. 
 

Индексы плоскости 
 

Положение плоскости определяется заданием трех отрезков А, В, С, кото-
рые она отсекает на осях решетки. Уравнение такой плоскости имеет вид: 

1
x y z

A B C
+ + = , 

где x, y, z – координаты точки, лежащей в этой плоскости. Если плоскость 
проходит через узлы решетки, то координаты любого узла, лежащего в этой 
плоскости, будут равны индексам этого узла: 

x m= ; y n= ; z p= . 
Поэтому уравнение плоскости перепишется следующим образом: 

1 1 1
1m n p

A B C
+ + = . 

Так как m, n, p – целые числа, то такое возможно лишь при условии, 
что 1/А, 1/В, 1/С – рациональные числа, отношение которых можно заме-
нить отношением трех целых чисел h, k, l: 

1 1 1
: : : :h k l

A B C
= . 

Эти числа и являются индексами плоскости, которые заключаются  
в простые скобки (hkl). 
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Основы зонной теории твердого тела 
 

Первой удачной попыткой объяснения электрических и магнитных 
свойств твердых тел, в первую очередь металлов, явилась теория свобод-
ных электронов. Она исходит из представления, что металл содержит сво-
бодные электроны, способные перемещаться по всему объему. Положи-
тельный заряд, компенсирующий заряд электронов, распределен в металле 
с равномерной плотностью и создает поле с постоянным положительным 
потенциалом V0. Во многих задачах этот потенциал полагается равным нулю 
и свободные электроны наделяются лишь кинетической энергией подобно 
частицам идеального газа. У поверхности металла потенциал резко падает 
от V0 до 0, а потенциальная энергия электрона увеличивается с U0 = – eV0 
до 0 (рис. 2.3). Это позволяет рассматривать металл как потенциальную 
яму (потенциальный ящик), заполненную свободными электронами. 

Рис. 2.3. Внутренний потенциал металла V0 и потенциальная энергия электрона в металле U0. 

 
Итак, если внутренний потенциал металла положить равным нулю, 

что не нарушает общности решения задачи, то уравнение Шредингера для 
свободного электрона будет совпадать с уравнением  

2 0k∆ψ + ψ = ,                                               (1) 

2
2

2m
k E=

ℏ
,                                                  (2) 

где k – волновой вектор; Е – энергия электрона. 
Так как электрон не может свободно покидать металл, то волновая 

функция на его границах (в точках х = 0 и х = L) должна обращаться в нуль. 
Поэтому краевыми условиями задачи являются: 

(0) 0ψ = ;  ( ) 0Lψ = .                                   (3) 
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Этим условиям удовлетворяют следующие решения уравнения: 

( ) sinn nx A k xψ = ,                                             (4) 

nk n
L

π= , n = 1, 2, 3 ….                                    (5) 

и 
2

A
L

= . Подстановка (5) в (2) позволяет определить энергетический 

спектр свободных электронов в металле: 
2 2

2
22

nE n
mL

π= ℏ
.                                                (6) 

Из (6) видно, что этот спектр является дискретным. 
В теории твердого тела вместо краевых условий (3) часто использу-

ются так называемые периодические краевые условия: твердое тело пред-
полагается бесконечно большим, а его характеристики, рассматриваемые 
как функции координат, считаются периодическими с периодом, равным 
L; при этом никаких условий, ограничивающих положение электрона 
внутри тела, не налагается. 

Движение свободных электронов в бесконечно большом теле описы-
вается бегущими волнами 

ikxA eψ = ⋅ ,                                                 (7) 
являющимися решением уравнения Шредингера для свободных микрочас-
тиц. Из требования периодичности волновой функции следует, что 

( ) ( )x L xψ + = ψ .                                              (8) 

Подставив сюда (7), получим 
( )ik x L ikxA e A e+⋅ = ⋅ . 

Отсюда находим eikL = 1. Это уравнение удовлетворяется лишь при 
следующих значениях k: 

2
nk n

L

π= , n = 0, ± 1, ± 2, …                                  (9) 

Подставляя (9) в (2) будем иметь: 
2 2

2
2

2
nE n

mL

π= ℏ
.                                             (10) 

Таким образом, периодические краевые условия приводят также к дис-
кретному энергетическому спектру свободных электронов в металле. Распреде-
ление этих электронов по уровням описывается статистикой Ферми – Дирака, 
если электронный газ является вырожденным, и статистикой Максвелла – 
Больцмана, если газ является невырожденным. 
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Модель свободных электронов является весьма грубым приближением 
к реальной картине твердого тела. Она не учитывает структуры твердого 
тела, дискретного характера распределения положительных зарядов в нем, 
заменяя реальные силы взаимодействия электронов с узлами решетки, иде-
альным полем с постоянным потенциалом. Несмотря на это, теория сво-
бодных электронов позволила описать широкий круг явлений, связанный  
с эмиссией электронов, термоэлектрическими явлениями, магнитными 
свойствами металлов и др. Но теория свободных электронов оказалась бес-
сильной при рассмотрении свойств твердых тел, зависящих от их внутренней 
структуры. Она не дает ответа на такой вопрос, почему одни тела являются 
проводниками, а другие – изоляторами. 

Дальнейшим этапом в развитии электронной теории является зонная 
теория твердых тел. В зонной теории твердое тело рассматривается как тело 
кристаллическое, имеющее правильное внутреннее строение, и для описания 
поведения электронов в таком теле существует два приближенных метода [Д2]. 
 

Приближение, исходящее из связанных электронов (приближе-
ние сильной связи) 
 

Суть этого метода состоит в том, что рассматривается большая сово-
купность изолированных атомов, каждый из которых обладает собственной 
системой дискретных энергетических уровней и прослеживается, что проис-
ходит с этими уровнями по мере сближения атомов и образования из них 
кристаллической решетки, свойственной данному веществу. Поэтому в основу 
метода кладутся волновые функции изолированных атомов (связанных элек-
тронов) и из них строятся волновые функции электронов твердого тела. 

В частности получают, что при расстояниях r между атомами равных 
параметру решетки d валентные электроны приобретают способность 
практически беспрепятственно переходить от одного атома к другому и 
свободно странствовать по кристаллу. Этот переход осуществляется путем 
туннельного просачивания сквозь потенциальный барьер, разделяющий 
атомы. Наличие таких переходов уменьшает степень локализации электро-
нов на определенных атомах и приводит к большей или меньшей неопре-
деленности в значении их энергий, т.е. к размытию уровней и превраще-
нию их в полосы или зоны. 

Т.о. туннельный эффект в кристалле доводит среднее время пребы-
вания валентного электрона в определенном узле решетки до величины 
τ~10–15 c. В соответствии с принципом неопределенностей неопределен-
ность в значении энергии таких электронов равна: 
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34
19

15

6,63 10
0,66 10 Дж ~1эв

10

h
E

t

−
−

−
⋅∆ = = = ⋅

∆
. 

Это означает, что энергетический уровень валентных электронов, имею-
щий в изолированном атоме ширину ≈10–7 эВ превращается в кристалле 
в энергетическую зону шириной порядка единиц электрон-вольт. 
 

Приближение, исходящее из свободных электронов (приближение 
слабой связи) 
 

Этот метод исходит из прямо противоположного предположения, а 
именно: считается, что энергия взаимодействия электрона с решеткой мала 
по сравнению с его кинетической энергией (слабая связь). Это позволяет 
рассматривать электрон как практически свободный и пользоваться реше-
нием уравнения Шредингера для свободных электронов, исправив его уче-
том слабого возмущающего действия периодического поля решетки. 

Общая задача об отыскании собственных волновых функций и соб-
ственных значений энергии электрона, движущегося в периодическом поле 
с произвольно заданным потенциалом, является весьма сложной. Но многие 
характерные черты поведения электрона в таком поле можно установить 
на простейшей линейной модели кристалла, показанной на рис. 2.4 и впер-
вые рассмотренной Кронигом и Пени. В этой модели каждый атом кри-
сталла представлен прямоугольной потенциальной ямой шириною а; на 
протяжении всей ямы потенциальная энергия электрона U = 0. Атомы отде-
лены друг от друга потенциальными барьерами высотой U и шириной b. 
Длина цепочки атомов равна L. 

Рис. 2.4. Изменение потенциальной энергии электрона при перемещении вдоль линей-
ной цепочки положительных ионов (а); простейшая линейная модель кристалла (б). 
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Движение электрона в таком поле описывается уравнением Шредингера 
2

2 2

2
( ) 0

d m
E U

dx

ψ + ⋅ − ⋅ ψ =
ℏ

. 

Как показал Блох, решением этого уравнения является волновая 
функция следующего типа (волна Блоха): 

( ) ( ) ikxх u x eψ = ⋅ .                                            (11) 

Она представляет собой произведение уравнения плоской бегущей 
волны (еikx), описывающей движение свободного электрона в поле с посто-
янным потенциалом, на периодическую функцию u(x), зависящую от вол-
нового числа k и имеющую тот же период, что период потенциала U(x) – 
период решетки d. Дифференцируя (11) дважды по х и подставляя ψ и 

2

2

d

dx

ψ
 в уравнение Шредингера, получим: 

2

2 2

2
2 ( ) 0к

d u du m
ik E W U u

dxdx
+ + ⋅ − − ⋅ =

ℏ
,                        (12) 

где 
2

2

2кW k
m

= ⋅ℏ
.                                               (13) 

В области 0 < x < a, в которой U = 0, уравнение (12) имеет следую-
щее решение: 

( ) ( )i k x i k xu A e B eα− − α+= ⋅ + ⋅ ,                                  (14) 
где  

1
2

2

2mE α =  
 ℏ

.                                               (15) 

В области a < x < (a + b), в которой U ≠ 0 и E < U (высота барьера выше 
кинетической энергии электрона), уравнение (12) имеет следующее решение: 

( ) ( )i ik x i ik xu C e D eβ− − β+= ⋅ + ⋅ ,                                (16) 
где  

1
2

2

2 ( )m U E− β =   ℏ
.                                          (17) 

Постоянные A, B, C, D, входящие в решения (14) и (16), находятся из усло-
вия непрерывности функции u(x) и ее первой производной в местах скачка 
потенциала, т.е. в точках x = 0 и x = a. Использование этих условий позволяет 
определить не только коэффициенты A, B, C, D, но и установить связь между α 
и волновым числом k. Эта связь будет выражаться следующим уравнением: 



 

 139 

sin
cos cos

p a
a ka

a

α + α =
α

,                                   (18) 

где 

2

ma
p Ub=
ℏ

.                                                (19) 

Величина р всегда положительна и определяет высоту барьера, раз-
деляющего ямы; при b → 0 расстояние а равно параметру решетки. 

Так как параметр α непосредственно связан с энергией электрона Е 
(15), то уравнение (18) выражает зависимость энергии электрона от волно-
вого числа k. Поэтому, решая уравнение (18) относительно Е, можно опре-
делить собственные значения энергии электронов как функцию волнового 
числа k. Так как cos(kα), стоящий в правой части уравнения (18), может 
меняться в пределах от + 1 до – 1, то αа может принимать только такие 
значения, при которых левая часть уравнения (18) не выходит за пределы 
области, простирающейся от + 1 до – 1. Возможные при этом значения αа 
в соответствии с формулой (15) определяют разрешенные значения энер-
гии электрона. Зоны разрешенных энергий отделены друг от друга поло-
сами запрещенных энергий. Эти полосы соответствуют областям αа, в кото-
рых левая часть уравнения (18) больше + 1 и меньше – 1. 

Внутри первой полосы разрешенных энергий coska меняется от + 1 
до – 1. Этому соответствует изменение k в пределах от 0 до ± π или изме-
нение k в пределах от (– π/а) до (+ π/а): 

k
а a

π π− ≤ ≤ .                                               (20) 

(20) выражает область простирания первой энергетической зоны, или, как 
говорят, первой зоны Бриллюэна. Внутри второй энергетической зоны 
coska изменяется от – 1 до + 1; ka – от – π до – 2π и от π до 2π; k – от (– π/а) 
до (– 2π/а) и от (π/а) до (2π/а). Эта область простирания второй энергети-
ческой зоны или зоны Бриллюэна и т.д. 

В точках 

k n
a

π=  (n = ± 1, ± 2, ± 3, …..)                             (21) 

энергия E(k) претерпевает разрыв, приводящий к образованию запрещен-

ных зон ( ' '' '''
0 0 0, ,Е Е Е∆ ∆ ∆  и т.д.) (рис. 2.5, б). Представляет интерес рассмот-

реть физическую природу этих разрывов. С этой целью выразим волновой 

вектор k через длину волны λ: 
2

k
π=

λ
 и подставим это выражение в соот-
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ношение (21). Тогда условие, при котором происходит нарушение непре-
рывности функции E(k) и возникновение запрещенных зон, перепишется 
следующим образом: 

2n aλ = .                                                  (22) 
Легко видеть, что оно представляет собой условие брэгговского отра-

жения волн λ от атомных плоскостей решетки. 
Известная формула Вульфа – Брэгга 

2 sinа nθ = λ                                                (23) 
определяет те направления θ, под которыми возникают дифракционные мак-
симумы лучей, рассеянных кристаллом. Лучи, падающие на атомные плоско-
сти под углом, удовлетворяющие условию (23), полностью отражаются и через 
решетку пройти не могут. При θ = 90°, т.е. при падении лучей перпендику-
лярно к атомным плоскостям, sinθ = 1 и формула (23) переходит в (22). 

 

Рис. 2.5. Зависимость энергии электрона, движущегося вдоль линейной цепочки,  
от волнового числа (а); энергетический спектр электрона (б). 

 
Электроны обладают волновыми свойствами и их движение через 

кристалл можно представлять себе как процесс распространения электрон-
ных волн. Если для этих волн условие Вульфа – Брегга не выполняется, то 
движение электрона описывается бегущей волной eikx и связь энергии Е с 
волновым числом является однозначной. При выполнении условия Вульфа – 



 

 141 

Брегга, т.е. в точках nk n
a

π=  наступает отражение электронных волн от 

атомных плоскостей, интерференция отраженных волн с бегущими и обра-

зование стоячих волн. Поэтому в точках nk n
a

π=  электроны следует пред-

ставлять уже не бегущей волной, а стоячей, состоящей из двух одинаковых 
бегущих волн eikx и e–ikx, распространяющихся в противоположные сторо-

ны. Эти волны дают два решения уравнения Шредингера. Для точки k
a

π=  

эти решения имеют следующий вид: 

1

i x i x
a ae e
π π−

ψ = − ,  2

i x i x
a ae e
π π−

ψ = + .                        (24) 

Решениям ψ1 и ψ2 соответствуют разные энергии: решению ψ2 отвечает 
энергия Emin, которая соответствует верхней границе первой зоны (точке А, 
рис. 2.5, а); решению ψ1 – энергия Emax, отвечающая нижней границе вто-
рой зоны (точке В, рис. 2.5, а). При k, несколько меньшим π/а, энергия 
электрона меньше Emin, при k, несколько большем π/а, собственные значе-
ния энергии электрона лежат выше Emax. В промежутке между Emin и Emax 
не лежит ни одного собственного значения энергии электрона, т.е. область 
между Emin и Emax представляет собой запрещенную зону энергии. 
 

Сравнение обоих приближенных методов 
 

Материал, изложенный выше, показывает, что, несмотря на резко 
различный подход к решению задачи о поведении электронов в кристалле, 
оба приближенных метода приводят к качественно согласующимся результа-
там. Именно, энергетический спектр электронов в кристалле должен состо-
ять из областей разрешенных энергий (разрешенные зоны) и полос запре-
щенных энергий (запрещенные зоны). 

С точки зрения приближения сильной связи, разрешенные зоны со-
ответствуют дискретным уровням энергии электронов в свободном атоме. 
С точки зрения приближения слабой связи, запрещенные полосы соответ-
ствуют брэгговскому отражению электронных волн от атомных плоско-
стей решетки кристалла. 

С ростом энергии ширина разрешенных зон увеличивается, а ширина 
запрещенных зон уменьшается. 

Каждая зона содержит ограниченное число энергетических уровней, вслед-
ствие чего может вместить ограниченное число электронов. Зона, образованная из 
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(2l + 1)-кратно вырожденного атомного уровня, содержит (2l + 1)N подуровней и 
может вместить 2N(2l + 1) электронов, где N – число атомов в кристалле. 

Так как эти результаты получены для двух предельных случаев – 
связанных и свободных электронов, то они должны оставаться справедли-
выми для любых промежуточных случаев, т.е. для любой связи и любой 
кинетической энергии. 

 
Движение электронов в периодическом поле кристалла под дей-

ствием внешнего поля. Эффективная масса электрона 
 

На свободный электрон, обладающий массой m и зарядом – е, в элек-
трическом поле с напряженностью ε действует сила F = – eε, направленная 
против поля. В соответствии со вторым законом Ньютона электрон полу-

чит ускорение 
e

a
m

ε= − . Как и сила F, ускорение а направлено против поля. 

Энергия электрона, движущегося со скоростью υ, равна 
2 2 2 2

2 2 2

m p k
E

m m

υ= = = ℏ , 

где υ – скорость электрона равная групповой скорости распространения электрон-
ных волн, р – импульс электрона, связанный с волновым числом k соотношением 

p k= ℏ . 

Графическая зависимость Е от k выражается параболой (рис. 2.6). 
 

Движение электрона, находящегося в перио-
дическом поле кристалла, под действием внешнего 
поля ε существенно отличается от движения сво-
бодного электрона, для которого сила F = – eε яв-
ляется единственной, определяющей характер 
движения. На электрон в периодическом поле кри-
сталла действуют силы, приводящие к более слож-
ному результирующему движению. Для описания 
этого движения определяют элементарную работу 
dE, которую совершает внешняя сила F, дейст-
вующая на электрон в течение времени dt. За время 

dt электрон проходит путь dx = υdt, где 
d

dk

ωυ = . 

На пути dx сила F произведет элементарную работу 
dE Fdx F dt= = υ . 

Рис. 2.6. Зависимость 
энергии свободной частицы 
Е от волнового числа k 
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Для электронных волн 
Eω =
ℏ

, где Е – собственное значение энергии 

электрона. Поэтому групповая скорость 

1d dE

dk dk

ωυ = =
ℏ

. 

Подставляя значение υ в выражение для dE, получим: 

F dE
dE dt

dk
= ⋅ ⋅
ℏ

. 

Отсюда следует: 

dk F

dt
=
ℏ

.                                                  (25) 

Дифференцируя υ по времени, будем иметь: 

2

2

1d d E dk

dt dtdk

υ = ⋅ ⋅
ℏ

. 

Подставляя 
dk

dt
из (25) получим, 

2

2 2

d F d E

dt dk

υ = ⋅
ℏ

.                                             (26) 

Формула (26) устанавливает связь между ускорением, с которым 
движется электрон, находящийся в периодическом поле кристалла, и 
внешней силой F, действующей на электрон со стороны внешнего поля ε. 
Из этой формулы следует, что под действием внешней силы F электрон в 
периодическом поле кристалла двигается в среднем так, как двигался бы 
под действием этой силы свободный электрон, если бы он обладал массой 

2
*

2

2

m
d E

dk

= ℏ .                                                (27) 

m* называется эффективной массой электрона. Приписывая электро-
ну, находящемуся в периодическом поле кристалла, массу m*, мы можем 
считать этот электрон свободным и описывать его движение во внешнем 
поле так, как мы описываем движение обычного электрона. 

Для свободного электрона энергия 
2 2

2

k
E

m
= ℏ  является квадратичной 
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функцией от волнового числа и графически выражается параболой (рис. 
2.6). Вторая производная от Е по k выражает кривизну параболы у начала 

координат (при k = 0). Она равна 
2 2

2

d E

mdk
= ℏ . Подставляя значение 

2

2

d E

dk
 в 

формулу (27), получим m* = m. 
Следовательно, для свободного электрона эффективная масса равна 

просто массе электрона. 
Эффективная масса учитывает воздействие решетки на движение электрона. 
Рассмотрим зависимость эффективной массы от расположения элек-

трона в разрешенной энергетической зоне, показанной на рис. 2.7. 
Электрон, находящийся вблизи дна зоны 

(точка А на рис. 2.7) имеет 
2

2
0

d E

dk
>  и соответст-

венно m* > 0. Такой электрон во внешнем поле 
ускоряется в направлении, совпадающем с направ-
лением внешней силы. Величина m* для него зада-
ется конкретным законом дисперсии E(k), опре-
деляемым видом потенциальной энергии U, вхо-
дящей в уравнение Шредингера. 

В точке перегиба (точка В на рис. 2.7) 
2

2
0

d E

dk
=  и m* обращается в 

бесконечность. Следовательно, внешнее поле не может изменить скорость 
электрона, находящегося в этом состоянии. 

Вблизи потолка разрешенной зоны (точка С на рис. 2.7) 
2

2
0

d E

dk
< , по-

этому m* < 0 и электрон, находящийся в этом состоянии, ускоряется в на-
правлении, противоположном направлению внешней силы. 

Необходимо подчеркнуть, что введение понятия эффективной массы 
электрона является лишь удобным способом описания движения электрона, 
находящегося в периодическом поле кристалла, под действием внешней 
силы. Сама же эффективная масса не является массой в обычном смысле 
этого слова. Она не определяет ни запаса энергии, ни инертных, ни грави-

тационных свойств электрона. Например, для палладия 
*

43
m

m
= , а для гер-

мания 
*

0,12
m

m
= . Более того, m* может быть как положительной, так и от-

рицательной. Эффективная масса является лишь коэффициентом пропор-

Рис. 2.7 
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циональности в соотношении (2), связывающим внешнюю силу с ускоре-
нием движения электрона. Она имеет смысл лишь до тех пор, пока энергия 
электрона Е может быть выражена как квадратичная функция волнового 
числа. В этом случае m* сохраняется постоянной. Это имеет смысл при k, 
отвечающем дну и вершине энергетической зоны. В первом случае m* > 0, 
во втором m* < 0. Вблизи же точек перегиба m* перестает быть аналогом 
массы. Так как практически всегда имеют дело с электронами, распола-
гающимися или у дна зоны или у её вершины, то к таким электронам вве-
дение понятия эффективной массы вполне оправдано. 

 
Деление тел на изоляторы, проводники и полупроводники 

 
Согласно зонной теории твердых тел, электроны внешних энергети-

ческих зон имеют практически одинаковую свободу движения во всех те-
лах независимo от того, являются эти тела металлами или изоляторами. 
Оно осуществляется путем туннельного просачивания электронов сквозь 
потенциальные барьеры, разделяющие соседние атомы кристаллической 
решетки. В отсутствии внешнего поля это движение не может, однако, 
привести к возникновению электрического тока, так как распределение 
электронов по скоростям является симметричным. Это означает, что если в 
решетке выбрать электрон, движущийся с данной скоростью в данном на-
правлении, то обязательно найдется другой электрон, имеющий скорость 
такую же по величине, но прямо противоположную по направлению. 

Рассмотрим поведение во внешнем поле электронов целиком запол-
ненных и частично заполненных энергетических зон. 

1. Электроны целиком заполненных зон. На каждый электрон внеш-
нее электрическое поле с напряженностью ε действует сила F = – eε. Эта сила 
стремится нарушить симметрию в распределении электронов по скоростям, 
пытаясь затормозить электроны, двигающиеся в направлении поля, и уско-
рить электроны, двигающиеся против поля. Так как подобное ускорение и 
замедление неизбежно связано с изменением энергии электрона, то оно озна-
чает переход электронов в новые квантовые состояния с большей или мень-
шей энергией. Такие переходы могут осуществляться только в том случае, 
если в энергетической зоне, к которой принадлежит данные электроны, име-
ются незанятые квантовые состояния, т.е. если зона укомплектована электро-
нами не полностью. Если же электроны заполняют все энергетические уров-
ни зоны и она отделена от следующей незанятой зоны достаточно широкой 
полосой запрещенных энергий, то внешнее поле будет не в состоянии оказы-
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вать какое либо влияние на движение электронов, т.к. не способно поднять 
электроны в вышележащую свободную зону, ибо ширина запрещенной полосы 
∆E0≈1 эВ, а при напряженности внешнего поля ≈ 100 В/см электрон получает 
на длине своего свободного пробега (λ = 10–6 – 10–8) энергию около 10–4 – 10–6 эВ. 
В пределах же данной зоны, не содержащей ни одного свободного уровня 
внешнее поле, может вызвать лишь перестановку электронов местами, что не 
нарушает симметрии распределения их по скоростям. Поэтому в твердых телах 
с наполовину заполненными зонами внешнее электрическое поле не может 
вызвать появления направленного движения электронов, способных двигаться 
по всему телу («свободных» электронов). Такие тела являются изоляторами 
или непроводниками. 

На рис. 2.8, а показаны кривые распределения электронов по энерге-
тическим зонам n(E) и схема расположения самих зон для типичного диэлек-
трика. Занятые зоны заштрихованы, свободные – оставлены чистыми. 

Рис. 2.8. Кривые распределения электронов по зонам и схема расположения зон в ди-
электриках (а) и в полупроводниках (б). 

 
2. Электроны частично заполненных зон. В частично заполненных 

зонах имеется большое число свободных состояний, Энергия которых 
очень мало отличается от энергии занятых уровней этой зоны (на величину 
10–22эВ). Поэтому уже слабое электрическое поле способно сообщить элек-
тронам достаточный добавочный импульс, чтобы перевести их на близле-
жащие свободные уровни. В теле появляется преимущественное движение 
электронов против поля, обусловливающее возникновение электрического 
тока. Такие тела являются проводниками. 

На рис. 2.8, б показаны кривые распределения электронов по энерге-
тическим зонам и схема расположения зон для проводника, у которого 
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внешняя энергетическая зона заполнена лишь частично. Так как именно 
эта зона обуславливает электрическую проводимость тела, то она называ-
ется зоной проводимости. 

Электрическая проводимость возникает так же и в том случае, когда 
имеет место перекрытие зон. В качестве примера рассмотрим магний, 
имеющий структуру 1s22s22p63s2. Количество электронов у него таково, 
что все энергетические зоны, включая и зону 3s, должны быть целиком за-
полнены. Поэтому магний должен был быть изолятором. Но вследствие 
того, что у магния зоны 3s и 3p перекрываются и образуют общую (гиб-
ридную) зону, способную вместить значительно больше электронов, чем 
их содержится в зоне 3s, он обладает электронной проводимостью, как ти-
пичный металл. 

2. Полупроводники. Если верхняя энергетическая зона твердого тела 
является полностью укомплектованной и над ней располагается совершенно 
свободная зона, отделенная от заполненной сравнительно узкой полосой 
запрещенных энергий, то при абсолютном нуле тело является диэлектриком. 
При температуре отличной от абсолютного нуля, некоторое число элек-
тронов, располагающееся у верхней границы заполненной зоны, может 
приобрести энергию достаточную для преодоления запрещенной полосы 
∆Eg, и перейти в свободную зону. Последняя превратится тогда в частично 
занятую зону, а в ранее целиком заполненной зоне появятся дырки. Чем 
меньше ширина запрещенной полосы ∆Eg и чем выше температура тела, 
тем больше электронов перейдет в свободную зону и тем больше дырок 
образуется в заполненной зоне. Для тел, у которых ∆Eg не превышает 1 эВ, 
уже при комнатной температуре в свободной зоне оказывается достаточ-
ное количество электронов, а в валентной зоне – дырок, чтобы обусловить 
заметную проводимость. С повышением температуры число таких дырок 
резко увеличивается, вследствие чего увеличивается и электрическая про-
водимость тела. Такие тела называются полупроводниками. 
 

Статистика носителей заряда в 
полупроводниках. Собственная и при-
месная проводимость полупроводников 

 
Свое название полупроводники по-

лучили благодаря тому, что по величине 
удельной проводимости они занимают 
промежуточное положение между хорошо 
проводящими электрический ток металлами 

Рис. 2.9 
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(проводниками) и практически не проводящими ток диэлектриками. Однако 
деление веществ по проводимости на указанные классы возможно лишь на 
основе зонной теории твердого тела. 

Ранее уже отмечалось, что в полупроводниковом кристалле при 0 К 
электроны заполняют все энергетические уровни валентной зоны, уровни 
же зоны проводимости свободны. Эти зоны в полупроводнике разделены 
запрещенной зоной (рис. 2.9, а), ширина которой ∆Eg может быть от сотых 
долей до 2 – 3 эВ. Благодаря этому, при 0 К и в отсутствие других внешних 
воздействий (освещения, облучения радиоактивным и рентгеновским излу-
чением и т. д.) полупроводник не проводит электрического тока. При повы-
шении температуры полупроводника начинаются переходы электронов из 
валентной зоны в зону проводимости, находясь в которой, электроны уча-
ствуют в проводимости (рис. 2.9, б). Эти переходы электронов происходят 
при любых температурах, отличных от абсолютного нуля. 

Средняя энергия тепловых колебаний кристаллической решетки равна 
kT, но благодаря флуктуациям электрон может получить от решетки и боль-
шую энергию. Вероятность того, что при температуре Т электрон получит 

энергию ∆Eg, пропорциональна 
gE

kTe

∆
−

. При ширине запрещенной зоны по-
рядка десятых долей электронвольта и более вероятность перехода электрона 
из валентной зоны в зону проводимости при температурах, близких к ком-
натной, очень мала, но с ростом температуры она очень быстро растет. 

Как указывалось ранее, при переходе электрона из валентной зоны в 
зону проводимости в валентной зоне образуется свободная дырка, – т. е. 
такой переход создает одновременно два свободных носителя тока. Наряду 
с переходом электронов из валентной зоны в зону проводимости, происхо-
дит и обратный переход, при котором электрон возвращается на вакантный 
уровень в валентной зоне, в результате исчезают и свободный электрон, и 
свободная дырка. Этот процесс называют рекомбинацией свободных носи-
телей заряда в кристалле. Процессы генерации (создания) и рекомбинации 
(исчезновения) свободных носителей заряда идут одновременно. В резуль-
тате действия двух конкурирующих между собой процессов генерации и 
рекомбинации свободных носителей, в полупроводнике устанавливается 
при данной температуре некоторая равновесная концентрация свободных 
носителей заряда.  

Удельная проводимость полупроводника в этом случае складывается 
из электронной и дырочной проводимости и вычисляется по формуле 

( )i n p n p i n pen ep enσ = σ + σ = µ + µ = µ + µ , 



 

 149 

где n – концентрация свободных электронов, равная в собственном полупро-
воднике концентрации свободных дырок n = p = ni, µn и µp – соответственно 
подвижности электронов и дырок. В дальнейшем будет показано, как опреде-
ляется концентрация носителей заряда в собственном полупроводнике ni. 

Свободные носители электрического заряда, которые образуются 
благодаря переходу электронов из валентной зоны в зону проводимости 
полупроводника, называются собственными носителями, а проводимость, 
обусловленная ими, – собственной проводимостью. И хотя не существует 
полупроводников, в которых имеются только собственные носители и ко-
торые обладают собственной проводимостью, во многих случаях необхо-
димо учитывать наличие собственной проводимости и ту роль, которую 
играют в полупроводнике собственные носители заряда. 

Дефекты в кристалле создают локальные энергетические уровни в за-
прещенной зоне собственного полупроводника. Рассмотрим на примере кри-
сталла такого типичного полупроводника, как кремний, образование локаль-
ных энергетических уровней в случае примесных атомов замещения.  

Валентные электроны прочно связаны с кристаллической решеткой 
(энергия их связи 1,1 эВ) и поэтому в нормальном состоянии они не могут 
участвовать в проводимости кристалла. Если в кристалле атомы кремния 
будут частично замещены примесными атомами элемента V группы перио-
дической системы (Р, As, Sb), имеющими пять валентных электронов, то 
четыре из них заполнят валентные связи с четырьмя соседними атомами, а 
пятый окажется «лишним». 

Зона проводимости кристалла является для «лишних» электронов 
примесных атомов областью их ионизации. Ионизационный потенциал для 
этих электронов уменьшается благодаря диэлектрическим свойствам, среды, 
следовательно, уменьшается энергия, необходимая для перевода электро-
нов локальных уровней примеси в зону проводимости. Примесные энерге-
тические уровни атомов V группы в кристалле кремния располагаются 
всего на несколько сотых долей электрон-вольта ниже дна зоны проводи-
мости полупроводника (рис. 2.10). 

Энергия ∆Ed, необходимая для перехода электрона с уровня примеси 
в зону проводимости, меньше, чем энергия 
перехода электрона из валентной зоны ∆Eg. 
Благодаря этому при невысоких температурах 
концентрация электронов, поставляемых 
примесными атомами в зону проводимости, 
значительно превосходит концентрацию соб-

Рис. 2.10 
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ственных носителей и проводимость полупроводника определяется при-
месными носителями (примесная проводимость). Атомы примеси, рас-
смотренные нами, получили название донорных или просто доноров. 

Если четырехвалентный атом Si замещен атомом элемента III группы 
периодической системы (например, бора), то трех его валентных электро-
нов не хватает для заполнения валентных связей с 
соседними атомами, образуется вакантная связь, ко-
торая может быть заполнена за счет перехода в ва-
кансию электрона из любой соседней заполненной 
связи. Переход электрона из заполненной связи в 
вакантную, с энергетической точки зрения, пред-
ставляет собой переход электрона из заполненной 
валентной зоны кристалла на локальный уровень 
примеси (рис. 2.11). 

Этот переход освобождает один из уровней в верхней части валент-
ной зоны, тем самым, создавая в кристалле дырку. Переход электронов из 
валентной зоны на уровни примеси требует меньшей энергии, чем переход 
их в зону проводимости кристалла (∆Ea < ∆Eg). 

Очевидно, что при наличии в кристалле доноров, кристалл обладает 
электронной проводимостью, так как основными носителями заряда в нем 
будут электроны. При наличии в кристалле акцепторов проводимость в 
кристалле – дырочная. 

В полупроводнике с донорной примесью удельная проводимость 
вычисляется по формуле 

n nenσ = µ , 

а в полупроводнике с акцепторной примесью 

p pepσ = µ . 

В невырожденном полупроводнике функцию распределения Ферми – 
Дирака можно заменить классическим распределением Больцмана, т.к. E >> EF. 

1
( )

1

F

F

E E

kT
ф Д E E

kT

f E e

e

−−
− −= ≈

+

 

( ) ( )ф Д Бf E f E− =  

Полное число электронов в зоне проводимости получим, интегрируя 
по всем значениям энергии, т.е. в пределах от ЕС до ∞: 

3
2

3

4
( ) ( ) (2 )

F

C C

E E

kT
Б n C

E E

V
N f E g E dE e m E E dE

h

−∞ ∞ − π= = ⋅ ⋅ −∫ ∫ . 

Рис. 2.11 
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Вычисление этого интеграла приводит к следующему результату для 
концентрации электронов в зоне проводимости 

3
2

2

2
2

F CE E
n kTm kT

n e
h

−
π = ⋅ 

 
, 

или 
F CE E

kT
Cn N e

−

= ⋅ ,                                             (28) 

где величина 

3
2

2

2
2 n

C
m kT

N
h

π =  
 

 – называется эффективной плотностью со-

стояний в зоне проводимости. Для дырок получается аналогичное выражение 
F VE E

kT
Vp N e

− +

= ⋅ .                                            (29) 

В собственном полупроводнике концентрация электронов в зоне про-
водимости равна концентрации дырок в валентной зоне 

n p= . 

Приравнивая (28) и (29) 
F C F VE E E E

kT kT
C VN e N e

− − +

⋅ = ⋅ , 

найдем выражение для уровня Ферми в собственном полупроводнике  

ln
2 2

V C V
F

C

N E EkT
E

N

+= + . 

При абсолютном нуле температуры уровень Ферми располагается 
посередине запрещенной зоны. С повышением температуры он смещается 
к зоне, в которой эффективная масса носителей заряда меньше. Однако во 
многих случаях в собственных полупроводниках это смещение незначи-
тельно и им можно пренебречь. 

Произведение концентраций носителей заряда равно 
C VE E

kT
C Vnp N N e

−−
= ⋅ .                                          (30) 

Формула (30) показывает, что при фиксированной температуре произ-
ведение концентрации электронов и дырок для собственного полупроводника 
является величиной постоянной. Оказывается, что подобное соотношение 
справедливо и для примесного полупроводника. В этом состоит закон дейст-
вующих масс в применении к свободным носителям в полупроводниках: 

2
inp n= , 

где ni – собственная концентрация, равная 
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2
C VE E

kT
i C Vn N N e

−
−

= ⋅ ;  2
gE

kT
i C Vn N N e

∆
−

= ⋅ . 

Величина Eg = EC – EV равна ширине запрещенной зоны полупроводника. 
Итак, проводимость собственного полупроводника с учетом ni равна  

( )i n p n p i n pen ep enσ = σ + σ = µ + µ = µ + µ ; 

( ) 2
gE

kT
i n p C Ve N N e

∆
−

σ = µ + µ ⋅ . 

Из выражения видно, что при T → ∞ проводимость стремиться к неко-
торой постоянной величине σ0, поэтому выражение удобно записать в виде 

2
0

gE

kT
i e

∆
−

σ = σ ⋅ . 

Выражение является приближенным, поскольку не учитывает зави-
симость подвижности и эффективных плотностей состояний электронов  
и дырок от температуры. 

В большинстве случаев число дырок и электронов в полупроводни-
ках различно. Это различие достигается путем введения примесей. Прово-
димость, созданная введением примеси, называется примесной. Таким об-
разом, проводимость полупроводника определяется суммой собственной и 
примесной проводимости 

прiσ = σ + σ , пр n p n pen epσ = σ + σ = µ + µ . 

Примесь, которая отдает электроны, носит название донорной. Благо-
даря этому число дырок p будет намного меньше общего числа электронов n. 
Проводимость электронного полупроводника может быть записана в виде 

пр n nenσ = σ = µ . 

Величина концентрации электронов в невырожденном полупровод-
нике p-типа определяется по формуле 

2

2

dE
C D kTN N

n e
∆−

= ⋅ , 

где ND – концентрация примеси, ∆ED = EC – ED. 
Таким образом, примесная проводимость полупроводника n-типа 

определяется выражением 

2
пр 2

dE
C D kT

n
N N

e e
∆−

σ = µ ⋅ . 

Приближенно можно считать 

2
пр 0пр

dE

kTe
∆−

σ = σ ⋅ . 
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Полная проводимость полупроводника n-типа 

2 2
пр 0 0пр

g dE E

kT kT
i e e

∆ ∆− −
σ = σ + σ = σ ⋅ + σ ⋅ . 

Анализировать температурную зависимость проводимости полупро-
водника удобно с помощью графика этой зависимости, полученной в по-
лулогарифмической системе координат. График зависимости показан на 

рис. 2.12. По оси абсцисс отложена обратная температура 
1

T
, а по оси орди-

нат – lnσ. График зависимости имеет вид ломаной линии. Как видно, угло-
вой коэффициент участков зависимости при низких температурах опреде-

ляет величину 
2

dE

kT

∆
, а при высоких 

2
gE

kT

∆
. Почти горизонтальному участку 

соответствуют температуры, при которых атомы примеси уже ионизованы, 
а собственная проводимость еще мала.  

 

Подвижность носителей заряда 
 

Одним из основных вопросов теории электропроводности твердых 
тел является зависимость подвижности носителей заряда от температуры. 

В области высоких температур основное значение имеет рассеяние 
электронов на тепловых колебаниях решетки (на фононах). Для невырож-
денного электронного газа для подвижности существует следующая зави-
симость от температуры 

Рис. 2.12 
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3
2~T

−
µ , 

а для вырожденного газа 
1~T−µ . 

В области низких температур основное значение имеет рассеяние на 
ионизированных примесных атомах. Для невырожденного газа 

3
2~Tµ , 

а для вырожденного газа 

~ constµ . 

На рис. 2.13 показана зависимость µ(T–1) для невырожденного и вырож-
денного газа. Положение максимума кривой для невырожденного газа зависит 
от концентрации дефектов: с увеличением концентрации дефектов (концен-
трации примеси Nпр) максимум смещается в сторону больших температур. 

 
Эффект Холла в полупроводниках 

 
Изучение свойств полупроводника начинается по существу с опре-

деления знака и концентрации носителей заряда. Наиболее распространен-
ным методом измерения концентрации и знака носителей заряда в провод-
нике является метод измерения напряжения Холла. 

Напряжение Холла 

x x
IB

U R
b

= , 

где коэффициент Rx называется коэффициентом Холла и для металличе-
ского проводника равен 

Рис. 2.13 
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1
xR

en
= . 

Для невырожденного полупроводника с носителями заряда одного знака 
3 1

8xR
en

π= . 

Для полупроводника со смешанной проводимостью (электронной 
и дырочной) 

( )
2 2

2

3

8
p n

x

p n

p n
R

e p n

µ − µπ=
µ + µ

 

Определив из опытных данных коэффициент Холла, можно вычислить 
концентрацию носителей заряда в проводнике. Известно, что знак холловской 
разности потенциалов зависит от знака носителей заряда в проводнике. 
Если для образца известно значение Rx и удельной проводимости, то в случае 
носителей одного знака легко найти подвижность 

8

3 xRµ = σ
π

. 

 
Дефекты кристаллической решетки 

 
Идеально правильные кристаллические решетки не встречаются в при-

роде. В реальных кристаллах обязательно присутствуют различного рода де-
фекты. Под дефектами (от латинского слова defectus – недостаток, изъян) по-
нимают любые отклонения от правильного, упорядоченного расположения 
атомов в кристаллической решетке. Эти отклонения могут возникать как само-
произвольно (например, в процессе кристаллизации), так и создаваться искус-
ственно, например, при механических воздействиях, при облучении кристалла 
электронами, нейтронами, рентгеновскими или ультрафиолетовыми лучами 
(такие дефекты называются радиационными). Посторонние атомы, проникаю-
щие в кристаллическую решетку, также нарушают ее упорядоченность.  

Необходимость изучения дефектов кристаллов связана с тем, что именно 
дефекты определяют многие важные свойства твердых тел (электрические, 
механические, оптические).  

Все дефекты обычно подразделяются на точечные, линейные (дисло-
кации), поверхностные (границы раздела между зернами микрокристаллов, 
поверхность кристалла и др.) и объемные (пустоты, трещины, включения 
другой фазы и проч.). Дефекты могут образовываться как на поверхности, 
так и в объеме кристаллов [Д2]. 
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Точечными дефектами называются несовершенства в кристаллической 
решетке, которые локализуются в областях кристалла размером порядка меж-
атомного расстояния (10–8 см). Такими дефектами являются вакансии (узлы 
кристаллической решетки, в которых отсутствуют атомы), атомы, сместившиеся 
из узлов в междоузлия, примесные атомы замещения и внедрения (то есть 
находящиеся соответственно в узлах и междоузлиях кристаллической решетки), 
дефекты, представляющие собой объединения вакансий с электронами или 
дырками, соединения нескольких точечных дефектов. 

Точечные дефекты будут возникать, в частности, из-за того, что не-
которые атомы вблизи поверхности кристалла в какой-то момент времени 
могут обладать достаточной энергией, чтобы вырваться из своего равно-
весного положения. При этом в узле кристалли-
ческой решетки, который оставил атом, образу-
ется вакансия, а сам атом либо переходит в дру-
гое равновесное положение, образуя или дост-
раивая новый атомный слой, либо полностью 
покидает кристалл. Вакансия при этом может 
входить в объем (рис. 2.14, а). Принято называть 
вакансию без расположенного вблизи междо-
узельного атома дефектом по Шоттки. Концен-
трация дефектов по Шоттки может быть опреде-
лена при данной температуре с помощью рас-
пределения Больцмана 

ш

ш 0

E

kTn n e
∆−

= , 

где n0 – концентрация атомов кристаллической решетки, ∆Еш – энергия 
образования дефекта (вакансии). 

В случае одновременного образования междоузельного атома и вакансии 
дефект называется дефектом по Френкелю (рис. 2.14, б). Концентрация 
дефектов по Френкелю равна 

ф

2
ф 0 м

E

kTn n n e

∆
−

= , 

где nм – концентрация междоузельных атомов, ∆Еф – энергия образования 
дефекта (энергия перехода атома из узла решетки в междоузлие). 

Можно представить себе и образование других собственных точеч-
ных дефектов, например, внедрение атома с поверхности в междоузлие и 
диффузия по междоузлиям в объем кристалла. Однако концентрация таких 
дефектов обычно мала. Число же вакансий колеблется в пределах 1015 – 

Рис. 2.14 
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1019 см–3. Наиболее вероятные места возникновения собственных точечных 
дефектов – это дислокации, границы раздела между микрокристалличе-
скими включениями, нарушения в поверхностной структуре, примесные 
атомы. В этих местах кристалла возникает деформация решетки и ослаб-
ление связей между атомами основного вещества (рис. 2.14, в, г). Энергия 
дефектообразования вблизи этих мест уменьшается. Такие места называют 
источниками дефектов. 

Междоузельные атомы и вакансии могут перемещаться по кристаллу. 
Перемещение вакансии является результатом перехода соседнего с ней 
атома на ее место. Таким образом, вакансия скачком перемещается на одно 
межатомное расстояние. Конечно, наличие примесей, дислокаций и других 
нарушений кристаллической решетки влияет на скорость перемещения вакан-
сий. Если на пути своего движения междоузельный атом встречает вакансию, 
то он может занять это вакантное место и оба дефекта исчезают. В этом 
случае говорят, что произошла рекомбинация дефектов. Дефекты могут 
исчезать и при достижении какого-либо протяженного нарушения в строе-
нии кристалла (например, дислокации). Такие места называются местами 
стока вакансий и междоузельных атомов. 

Как было сказано ранее, примесные атомы также являются дефектами 
кристаллической решетки. Кристаллы, примесные атомы в которых распо-
лагаются в узлах решетки (рис. 2.14, в), называются твердыми растворами 
замещения. Если же примесь занимает междоузельные состояния (рис. 2.14, г), 
то кристалл называется твердым раствором внедрения. 

Примесь не только искажает структуру кристаллической решетки, но 
и может сильно изменить число свободных носителей заряда в кристалле 
(см. гл. 4). Полностью исключить нежелательную примесь не удается. 
Сверхчистый кремний, например, имеет концентрацию неконтролируемых 
примесей 1011 – 1012 см–3. 

Точечные дефекты могут сильно менять электрические свойства 
кристаллов, а также их механические и оптические свойства, стимулиро-
вать протекание химических реакций, диффузии и т.д. Технически «чис-
тый» германий по проводимости близок к металлам, и только его очистка, 
снизившая содержание примесей до минимума, привела к тому, что его 
проводимость уменьшилась и он стал полупроводником. Очищенное железо 
перестает быть химически активным и не подвергается коррозии, многие 
металлы при очистке из хрупких превращаются в пластичные. 

Искажение структуры кристалла, охватывающее достаточно большое 
число атомов в окрестности некоторой линии называется дислокацией. 
Краевая дислокация возникает при сдвиге (скольжении) атомных плоско-
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стей друг относительно друга. Появляется как бы «лишняя» атомная плос-
кость (рис. 2.15, а), заканчивающаяся дислокационной линией (на рис. 
2.15, а она проходит перпендикулярно плоскости чертежа вдоль края по-
луплоскости дислокации). Винтовая дислокация возникает при повороте 
части кристалла в направлении некоторой оси (оси дислокации) на одно 
межатомное расстояние (рис. 2.15, б).  

Дислокации могут генерироваться под действием механических на-
пряжений. Однако они возникают в кристалле и в процессе его роста, при 
этом источником дислокации могут служить скопления вакансий.  

Дислокации способны перемещаться по кристаллу, достигать поверхно-
сти и исчезать. Возникновение и перемещение дислокаций, как и в случае точеч-
ных дефектов, сильно влияет на механические, оптические и электрические свой-
ства кристаллов. Например, дислокации могут быть как источниками дополни-
тельных носителей заряда, так и местами их рекомбинации или рассеяния. 

Хорошо известно, что при небольших деформациях твердого тела 
возникают упругие силы, пропорциональные величине деформации (закон 
Гука). Однако при увеличении напряжения наблюдается отклонение от закона 
пропорциональности и появление остаточных (пластических) деформаций, 
связанных с наличием, возникновением и движением дислокаций в кри-
сталле. Степень пластичности зависит от вида связи атомов друг с другом. 
Металлическая связь обеспечивает большую пластичность кристалла 
(медь, алюминий, серебро и др.), ковалентная – наоборот, большую хруп-
кость (алмаз, кварц, германий, кремний и др.). 

Для увеличения прочности твердых тел необходимо создать условия, 
затрудняющие возникновение и перемещение дислокаций. Первое достигается 
изготовлением бездефектных нитевидных кристаллов. Второе, наоборот, 
введением в кристалл примесей, новых дислокаций, усложняющих переме-
щение уже имеющихся. Эффективной мерой является замена слабых связей 
атомов на прочные, например – молекулярных связей на ковалентные. 

а б 

Рис. 2.15 
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Понятие о контактных явлениях. Контакт металл-металл 
 
Работой выхода А электрона из металла называется работа, которую 

нужно совершить при удалении электрона из металла в вакуум. Работа А 
совершается против сил притяжения со стороны избыточного положитель-
ного заряда, возникающего в металле в результате удаления электрона. 
Кроме того, необходимо преодолеть силы отталкивания со стороны ранее 
вылетевших электронов, если они не удалены и образуют вблизи поверх-
ности проводника электронное «облако». Работа выхода имеет величину 
порядка нескольких эВ и зависит от рода металла и состояния его поверх-
ности. В квантовой теории твердого тела работа выхода отсчитывается от 
верхнего занятого электронами уровня Ферми µ (рис. 2.16) [Д2]. 

 

В результате вылета из металла наиболее быстро движущихся элек-
тронов образуется недостаток отрицательного заряда в металлическом 
проводнике и его избыток в окружающем пространстве. Проявляется это в 
очень тонком слое по обе стороны от поверхности проводника (толщиной 
в несколько межатомных расстояний в металле). Считается, что поверх-
ность металла представляет собой двойной электрический слой (контакт-
ный слой), подобный весьма тонкому конденсатору. 

Разность потенциалов, характеризующая электрическое поле двой-
ного слоя, называется поверхностным скачком потенциала или контактной 
разностью потенциалов между металлом и вакуумом 

A

e
∆ϕ = , 

где А – работа выхода, е – абсолютная величина заряда электрона. 
Электрическое поле вне двойного слоя отсутствует, и потенциал вне ме-

талла за двойным слоем равен нулю. Внутри металла потенциал положителен 
и равен ∆φ. Потенциальная энергия электронов проводимости отрицательна и 
равна – e∆φ = – A. Весь объем металла является для электронов проводимости 
потенциальной ямой, глубина которой равна работе выхода А. 

Рис. 2.16 
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При контакте двух разнородных металлов 1 и 2 с работами выхода А1 
и А2 (см. рис. 2.15) происходит преимущественный переход электронов из ме-
талла с меньшей работой выхода в металл с большей работой выхода. Металлы 
заряжаются разноименно, и в состоянии термодинамического равновесия ме-
жду двумя контактирующими разнородными металлами имеется разность 
потенциалов Ui, называемая внутренней контактной разностью потенциалов. 

Разность потенциалов Uk между двумя точками, находящимися вблизи 
поверхности первого и второго контактирующих металлов и вне их, назы-
вается внешней контактной разностью потенциалов. 

При контакте двух металлов, изображенных на рис. 2.16, электроны будут 
переходить преимущественно в направлении от металла 2 к металлу 1, и эти ме-
таллы зарядятся соответственно положительно и отрицательно. Одновременно 
происходит смещение энергетических уровней электронов. В состоянии термо-
динамического равновесия уровни Ферми в обоих металлах совпадают. 

Внешняя контактная разность потенциалов зависит от работ выхода (рис. 2.16) 

1 2
k

A A
U

e

−= . 

Внутренняя контактная разность потенциалов зависит от уровней Ферми 
в металлах: 

1 2F F
i

E E
U

e

−= . 

Изменение потенциала происходит на протяжении двойного электрического 
слоя, имеющего толщину d, которая приближенно оценивается по формуле 

02 kU
d

en

ε= , 

где n – концентрация зарядов в двойном слое, ε0 – электрическая постоянная.  
Толщина двойного слоя в контактирующих металлах имеет порядок 

междоузельных расстояний в металлах, и удельное сопротивление этого 
слоя не отличается от удельного сопротивления остального объема про-
водника. Сквозь контактный слой двух металлов электрический ток про-
ходит одинаково хорошо в обоих направлениях, и отсутствует выпрям-
ляющее действие контакта. 

 
Контакт металл-полупроводник 
Контакт металла с полупроводником n-типа (АМ > А) 

 
Если АМ > А, то при контакте электроны из полупроводника будут 

переходить в металл, в результате чего контактный слой полупроводника 
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обеднится электронами и зарядится положительно, а металл – отрицательно. 
Этот процесс будет происходить до достижения равновесного состояния, 
характеризуемого, как и при контакте двух металлов, выравниванием 
уровней Ферми для металла и полупроводника (рис. 2.17) [7]. На контакте 
образуется двойной электрический слой d, поле которого (контактная раз-
ность потенциалов) препятствует дальнейшему переходу электронов. 
Вследствие малой концентрации электронов проводимости в полупровод-
нике (порядка 1015 см–3 вместо 1022 см–3 в металлах) толщина контактного 
слоя в полупроводнике достигает примерно 10–6 см, т. е. примерно в 10 000 
раз больше, чем в металле. Контактный слой полупроводника обеднен ос-
новными носителями тока – электронами в зоне проводимости, и его со-
противление значительно больше, чем в остальном объеме полупроводни-
ка. Такой контактный слой называется запирающим. При d = 10–6 см и ∆φ = 
1 В напряженность электрического поля контактного слоя Е = 108 В/м. Та-
кое контактное поле не может сильно повлиять на структуру спектра (на-
пример, на ширину запрещенной зоны, на энергию активации примесей и 
т.д.), и его действие сводится лишь к параллельному искривлению всех энер-
гетических уровней полупроводника в области контакта. В случае контакта 
уровни Ферми выравниваются, а работы выхода – величины постоянные, при 
АМ > А энергия электронов в контактном слое полупроводника больше, чем в 
остальном объеме. Поэтому в контактном слое дно зоны проводимости под-
нимается вверх, удаляясь от уровня Ферми. Соответственно происходит и 
искривление верхнего края валентной зоны, а также донорного уровня. 
 

Контакт металла с полупроводником n-типа (АМ < А) 
 

Если АМ < А, то при контакте металла с полупроводником n-типа 
электроны из металла переходят в полупроводник и образуют в контакт-

Рис. 2.17 



 

 162 

ном слое полупроводника отрицательный 
объемный заряд. Следовательно, контактный 
слой полупроводника обладает повышенной 
проводимостью, т. е. не является запираю-
щим. Рассуждая аналогично, можно пока-
зать, что искривление энергетических уров-
ней по сравнению с контактом металл – по-
лупроводник n-типа происходит в обратную 
сторону (рис. 2.18) [7]. 
 

Контакт металла с полупроводником р-типа 

Если АМ > А, то в контактном слое полупроводника р-типа (рис. 2.19, а) 
наблюдается избыток основных носителей тока – дырок в валентной зоне, 
и контактный слой полупроводника обладает повышенной проводимостью. 

Если АМ < А, то в контактном слое полупроводника р-типа (рис. 2.19, б) 
наблюдается избыток отрицательных ионов акцепторных примесей и недос-
таток основных носителей тока – дырок в валентной зоне, и контактный 
слой полупроводника является запирающим. 

При приложении к контакту внешнего электрического поля он про-
пускает ток практически только в одном направлении: либо из металла в 
полупроводник, либо из полупроводника в металл. Это важнейшее свойство 
запирающего слоя объясняется зависимостью его сопротивления от на-
правления внешнего поля. 

Если направления внешнего и контактного полей противоположны, 
то основные носители тока втягиваются в контактный слой из объема полу-
проводника; толщина контактного слоя, обедненного основными носителями 
тока, и его сопротивление уменьшаются. В этом направлении, называемом 
пропускным, электрический ток может проходить через контакт металл – полу-
проводник. Если внешнее поле совпадает по знаку с контактным, то основные 
носители тока будут перемещаться от границы с металлом; толщина обед-

Рис. 2.18 

Рис. 2.19 
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ненного слоя возрастает, возрастает и его сопротивление. Очевидно, что  
в этом случае ток через контакт отсутствует, выпрямитель заперт – это запор-
ное направление. Для запирающего слоя на границе металла с полупроводником 
n-типа (АМ > А) пропускным является направление тока из металла в полу-
проводник, а для запирающего слоя на границе металла с полупроводником 
р-типа (АМ < А) – из полупроводника в металл [7]. 

 
Контакт электронного и дырочного полупроводников (p-n-переход) 

и его вольтамперная характеристика 

 

Электронно-дырочный переход, или как его называют p-n-переход, обра-
зуется на границе между полупроводниками с дырочной (p-типа) и электрон-
ной (n-типа) проводимостью. Он является основным элементом во многих 
полупроводниковых приборах. p-n-переход не может быть образован в случае 
прижимного контакта двух кристаллов, отличающихся знаком свободных 
носителей заряда. Он представляет собой некоторую область внутри кристалла 
на границе между двумя его частями с разным типом проводимости. 

Если между двумя кристаллами с проводимостями p- и n-типа (рис. 
2.20) нет контакта, и электроны не могут переходить из одного в другой, то 
уровни Ферми в них расположены на разной высоте: в полупроводнике  
р-типа – ближе к валентной зоне, а в полупроводнике n-типа – ближе к зоне 
проводимости. Оба кристалла электрически нейтральны в любом участке 
своего объема, так как заряды ионизированных атомов полностью нейтрали-
зованы зарядами противоположного знака свободных носителей заряда  
в них. В кристалле р-типа основными носителями заряда являются дырки, 
которые в основном образуются благодаря наличию в кристалле акцепторной 
примеси. Неосновными носителями в таком кристалле являются электроны, 
которые образуются за счет собственных атомов кристалла. В кристалле  
n-типа основными носителями заряда являются электроны, которые образуются 
благодаря наличию донорной примеси. Неосновными носителями здесь явля-
ются дырки, которые образуются за счет собственных атомов кристалла. 

Рис. 2.20 

EF1 

EF1 
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Если между обоими кристаллами создан электрический контакт, и 
свободные носители заряда получают возможность переходить из одного 
кристалла в другой, то кристаллы образуют единую систему и уровни 
Ферми в них устанавливаются на одинаковой высоте. Это приводит к тому, 
что энергетические зоны в обоих кристаллах, смещаются относительно 
друг друга и в области контакта образуется потенциальный барьер (рис. 
2.20), высота которого равна  

kW eU= , 

где Uk – контактная разность потенциалов. 
Возникновение контактного поля и образование потенциального 

барьера происходит в результате следующих процессов. При создании кон-
такта между кристаллами через него устремляются из одного кристалла в 
другой диффузионные потоки свободных электронов и дырок. В кристалле 
р-типа концентрация дырок значительно больше, чем в кристалле n-типа и 
потому из первого во второй будут переходить преимущественно дырки. По 
той же причине из кристалла n-типа в кристалл р-типа будут преимущест-
венно переходить электроны. Электроны, перешедшие из кристалла n-типа 
в кристалл р-типа, рекомбинируют здесь с дырками. Рекомбинация проис-
ходит в тонком слое этого кристалла, прилегающем к границе кристаллов.  
В результате рекомбинации отрицательный заряд ионов акцепторной при-
меси в этом слое не компенсируется теперь положительным зарядом дырок 
и весь слой заряжается отрицательно. В кристалле n-типа в результате ре-
комбинации электронов с перешедшими сюда из кристалла р-типа дырками 
пограничный слой заряжается положительно потому, что положительный 
заряд ионов в донорной примеси не компенсируется отрицательным заря-
дом свободных электронов. В области контакта образуется двойной элек-
трический слой объемных зарядов, а следовательно, контактное электриче-
ское поле, напряженность которого направлена от кристалла n-типа к кри-
сталлу р-типа. Приконтактная область обладает большим электрическим 
сопротивлением, так как концентрация свободных носителей заряда в ней 
очень мала. Эта приконтактная область и является р-n-переходом. Электри-
ческое поле, возникшее в области р-n-перехода, препятствует дальнейшему 
переходу основных носителей заряда через контакт. 

В условиях равновесия через контакт переходят только те свободные 
носители, энергия которых больше высоты потенциального барьера. Кон-
центрация свободных электронов и дырок, способных преодолеть потен-

циальный барьер, будет пропорциональна 
W

kTe
−
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Поток основных носителей заряда через р-n-переход представляет собой 
диффузионный ток In +Ip. Одновременно с движением основных носителей 
заряда, через р-n-переход движутся неосновные носители, причем их поток 
противоположен потоку основных носителей (электроны переходят из кристалла 
р-типа в кристалл n-типа, а дырки – в противоположном направлении). Неос-
новные носители заряда не встречают потенциального барьера в области р-n-
перехода, наоборот, если благодаря, тепловому движению неосновной носи-
тель заряда попадет в область р-n-перехода, то электрическое поле в нем спо-
собствует его движению из одного кристалла в другой. Поток неосновных 
носителей через р-n-переход создает дрейфовый ток Ins + Ips. 

В равновесном состоянии через p-n-переход проходят токи основных 
In +Ip и неосновных Ins + Ips носителей заряда электронов и дырок. Полный 
ток, очевидно, равен нулю 

( ) ( ) 0n p ns psI I I I+ − + =  или n p ns psI I I I+ = + . 

При приложении внешней разности потенциалов U в прямом направ-
лении (плюс к p-, а минус к n-области) ток основных носителей заряда,  

в связи с понижением потенциального барьера, увеличится в 
qU

kTe  раз, и 
полный ток будет равен 

( ) ( )( ) ( )
qU

kT
n p ns ps ns ps ns psI I I I I I I e I I= + − + = + − + , 

( ) 1
qU

kT
ns psI I I e

 
 = + −
 
 

. 

Ток Is = Ins + Ips называют током насыщения. Потому уравнение вольт-
амперной характеристики p-n-перехода выглядит следующим образом. 

1
qU

kT
sI I e

± 
 = −
 
 

. 

Знак «+» относится к прямому на-
правлению U, «–» относится к обратному. 

На рис. 2.21 показан график вольт-
амперной характеристики p-n-перехода. 
При комнатной температуре отношение 
прямого и обратного токов оказывается 
равным величине Iпр / Iобр ≈ 109, что свиде-
тельствует о том, что p-n-переход обладает 
практически односторонней проводимо-

стью, т.е. проявляет высокие выпрямляющие свойства. 

Рис. 2.21 
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Рис. 2.22 

При непрерывном увеличении обратного напряжения достигается 
такое напряжение Uпроб, при котором сопротивление запирающего слоя 
резко падает, вследствие чего обратный ток резко возрастает. Это явление 
получило название пробоя р-n-перехода. В зависимости от природы физи-
ческих процессов, обусловливающих резкое возрастание обратного тока, 
различают тепловой, туннельный и лавинный пробой. 

Основными методами изготовления р-n-переходов являются: метод сплав-
ления, эпитаксиальный метод, метод ионного легирования, методы диффузии [Д2]. 
 

Полупроводниковый триод (транзистор) 
 

Устройство, использующее свойства р-n-переходов для усиления  
и генерирования электрических колебаний. 

Точечные триоды значительно усиливают напряжение, но их выходные 
мощности малы из-за опасности перегрева (например, верхний предел рабочей 
температуры точечного германиевого триода лежит в пределах 50 – 800oС).  

Плоскостные триоды являются более мощными. Они могут быть типа 
р-n-р и типа n-р-n в зависимости от чередования областей с различной 
проводимостью. 

В случае плоскостного триода р-n-р (триода на основе n-полу-
проводника) рабочие «электроды» триода, которыми являются база (средняя 
часть транзистора), эмиттер и коллектор (прилегающие к базе с обеих сто-
рон области с иным типом проводимости), включаются в схему с помощью 
невыпрямляющих контактов – металлических проводников. Между эмит-
тером и базой прикладывается постоянное смещающее напряжение в прямом 
направлении, а между базой и коллектором – постоянное смещающее напря-
жение в обратном направлении. Усиливаемое пер еменное напряжение 
подается на входное сопротивление RВХ, а усиленное – снимается с выход-
ного сопротивления RВЫХ (рис. 2.22) [7]. 

Протекание тока в цепи 
эмиттера обусловлено в основном 
движением дырок (они являются 
основными носителями тока) и 
сопровождается их «впрыскивани-
ем» – инжекцией – в область базы.  

Проникшие в базу дырки 
диффундируют по направлению 
к коллектору, причем при не-
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большой толщине базы значительная часть инжектированных дырок дос-
тигает коллектора. Здесь дырки захватываются полем, действующим внутри 
перехода (притягиваются к отрицательно заряженному коллектору), вслед-
ствие чего изменяется ток коллектора. Следовательно, всякое изменение 
тока в цепи эмиттера вызывает изменение тока в цепи коллектора. 

Прикладывая между эмиттером и базой переменное напряжение, полу-
чаем в цепи коллектора переменный ток, а на выходном сопротивлении – 
переменное напряжение. Величина усиления зависит от свойств р-n-
переходов, нагрузочных сопротивлений и напряжения батареи UК. Обычно 
RВЫХ>>RВХ, поэтому UВЫХ значительно превышает входное напряжение 
UВХ (усиление может достигать 10 000). Так как мощность переменного 
тока, выделяемая в RВЫХ может быть больше, чем расходуемая в цепи эмит-
тера, то транзистор дает и усиление мощности. Эта усиленная мощность 
появляется за счет источника тока, включенного в цепь коллектора. Таким 
образом, транзистор, подобно электронной лампе, дает усиление и напря-
жения, и мощности. Если в лампе анодный ток управляется напряжением 
на сетке, то в транзисторе ток коллектора, соответствующий анодному току 
лампы, управляется напряжением на базе. 
 

 



 

 168 

2.2. Методические указания к лекционным занятиям 
 

№ Вопросы лекции 
Форма  
изучения 

Литература Вопросы для самоконтроля студентов 

1 

Силы связи и внутренняя 
структура твердых тел 
Кристаллическая решетка 
Индексы узлов 
Индексы направления 

л 
[1] – §41.2 
[2] – §30.1 – 30.5 

• Что лежит в основе ионной связи? 

• Что лежит в основе валентной или атомной связи? 

• Как осуществляется металлическая связь? 

• Какие тела называются кристаллическими? 

• Что такое решетка Браве? 

• Что такое элементарная ячейка? 

• Что называют параметрами решетки? 

• Чем задают положение любого узла кристаллической решетки? 

• Что такое индексы направления? 

• Что такое индексы плоскости? 
 
 
 
2 

Основы зонной теории твердых 
тел. Приближение, исходящее 
из связанных электронов  
(приближении сильной связи) 
Приближение, исходящее из 
свободных электронов  
(приближение слабой связи) 

л 
[1] – §43.1 
[2] – §31.1 
[3] – 2.1 – 2.7 

• Что лежит в основе теории свободных электронов? 

• В чем недостаток теории свободных электронов? 

• В чем сущность приближения сильной связи в зонной теории твердого тела? 

• В чем сущность приближения слабой связи в зонной теории твердого тела? 

• Чему соответствуют разрешенные зоны с точки зрения приближения сильной 
связи? 

• Чему соответствуют запрещенные полосы с точки зрения приближения слабой связи? 

3 

Эффективная масса электрона 
Движение свободного электрона 
под действием внешнего поля 
Деление тел на изоляторы, 
проводники и полупроводники л 

[2] – §31.2, 32.1 – 
32.3 
[3] – 2.8 – 2.9 

• Как импульс электрона связан с волновым числом k? 

• Как зависит энергия свободного электрона от волнового числа k? 

• Что называется эффективной массой электрона? 

• Для какого электрона эффективная масса равна его массе? 

• Что учитывает эффективная масса? 

• Когда эффективная масса больше нуля? 

• Когда эффективная масса меньше нуля? 

• Для каких случаев эффективная масса перестает быть аналогом массы? 
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Окончание табл. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 

Статистика носителей заряда в 
полупроводниках. Собственная 
и примесная проводимость по-
лупроводников 
Подвижность носителей заряда 
Эффект Холла в полупровод-
никах. Дефекты кристалличе-
ской решетки 

л 
[1] – §43.4 – 43.5 
[3] – §3.1 – 3.9 

• Какой полупроводник обладает n-типом проводимости? 
• Какой полупроводник обладает p-типом проводимости? 
• Как определяется концентрация электронов проводимости в собственном по-
лупроводнике от температуры. 
• Как определяется концентрация дырок в собственном полупроводнике от температуры. 
• Запишите зависимость проводимости собственного проводника от температуры. 
• Где располагается уровень Ферми для собственного полупроводника при Т = 0 К?  
• Как изменится уровень Ферми при повышении температуры для собственного 
полупроводника. 
• Что такое уравнение электронейтральности? Приведите пример. 
• Что такое закон действующих масс? 
• Каков характер зависимости подвижности от температуры для вырожденного 
полупроводника? 
• Каков характер зависимости подвижности от температуры для невырожденно-
го полупроводника? 
• Нарисуйте график зависимости логарифма концентрации от обратной темпера-
туры для невырожденного полупроводника. 
• Из какого эксперимента можно определить ширину запрещенной зоны полу-
проводника? 
• Из какого эксперимента можно определить энергию активации примеси в по-
лупроводнике? 
• Какие точечные и линейные дефекты в кристаллах вы знаете? 
• Как можно оценить концентрацию точечных дефектов в кристалле? 

5 

Понятие о контактных явлениях. 
Контакт металл-металл 
Контакт металла с полупро-
водником n-типа  
Контакт металла с полупро-
водником р-типа 
Контакт электронного и ды-
рочного полупроводников (p-
n-переход) и его вольтампер-
ная характеристика 
Полупроводниковый триод 
(транзистор) 

л 
[1] – §44.1 – 44.4 
[3] – §8.1 – 8.9 

• Что такое внешняя контактная разность потенциалов? 
• Что такое внутренняя контактная разность потенциалов? 
• В каком случае контакт металла и полупроводника является запирающим? На-
рисуйте энергетическую диаграмму в области контакта. 
• В каком случае контакт металла и полупроводника является не запирающим? 
Нарисуйте энергетическую диаграмму в области контакта. 
• Запишите выражение для вольтамперной характеристики р-n-перехода. 
• Что такое ток насыщения? 
• Какие виды пробоя р-n-перехода вы знаете? 
• Опишите принцип усиления напряжения при включении транзистора с общей базой? 
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2.3. Методические указания к практическим занятиям 

 

№ 
п/п 

Тема занятия Тип задач Рекомендации по решению 

1 
Кристаллическая решетка. 
Индексы узлов. 
Индексы направления 

Задачи на определение параметра эле-
ментарной ячейки, плотности упаков-
ки, определения направления в кри-
сталлах и плоскостей 

При определении постоянной решетки необходимо установить тип 
решетки и воспользоваться соотношениями из молекулярной физики 
(плотность, масса одного атома) 

 
 
 
2 

Статистика носителей заряда в полу-
проводниках. Собственная и примес-
ная проводимость полупроводников. 
Подвижность носителей заряда. 
Эффект Холла в полупроводниках. 
Дефекты кристаллической решетки 

Определение концентрации, проводи-
мости собственного и примесного по-
лупроводника. 
Нахождение подвижности электронов 
и дырок. 
Определение концентрации точечных 
дефектов в кристалле 

Подвижность носителей заряда можно связать с концентрацией, про-
водимостью, постоянной Холла 
При определении концентрации точечных дефектов в кристалле вос-
пользоваться соответствующими статистическими формулами 

3 

Понятие о контактных явлениях. 
Контакт металл-металл, металл-
полупроводник. 
p-n-переход и его вольтамперная ха-
рактеристика 

Определение внутренней и внешней 
контактной разности потенциалов, 
ширины контакта. 
Определение электрических парамет-
ров p-n-перехода 

Воспользоваться соответствующими формулами 

 

 

1
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2.4. Примеры решения задач 
 

Задача 1. Определить индексы плоскости, отсекающие на осях решетки 
отрезки A = 1; B = 2 и C = 3. 
 

Решение: Отношение 1 1 1 1 1 1
: : : :

A B C 1 2 3
=  представляют рациональные числа. 

Общим знаменателем правой части является 6. Подставленными 
множителями служат 6, 3, 2. Поэтому m = 6; n = 3; p = 2. 

Следовательно (m n p) = (6 3 2) 
 

Ответ: (m n p) = (6 3 2). 
 

Задача 2. Определить отрезки, которые отсекает на осях решетки 
плоскость (1 2 3). 
 

Решение: Из соотношений m = D/A; n = D/B; p = D/C, где D – общий 
знаменатель. Найдем A = D/m; B = D/n; p = D/p. 

Следовательно, A = 6/1 = 6; B = 6/2 = 3; C = 6/3 = 2. 
 

Ответ: A = 6/1 = 6; B = 6/2 = 3; C = 6/3 = 2. 
 

Задача 3. Медь имеет гранецентрированную кубическую решетку. 
Расстояние между ближайшими атомами меди 0,255 нм. Определить 
плотность меди и параметр решетки. М = 63,54 10–3 кг/моль. 
 

Решение. Плотность кристалла меди найдем по формуле ρ = M/V0 
(1), где М – молярная масса меди; V0 – молярный объем. Он равен объему 
одной элементарной ячейки а3, умноженной на число Zo элементарных 
ячеек, содержащихся в одном моле кристалла: 

3
0 0V a Z=  (2). 

Число элементарных ячеек, содержащихся в одном моле кристалла, состоя-
щего из одинаковых атомов, найдем, разделив постоянную Авогадро на число n 
атомов, приходящихся на одну элементарную ячейку: Z0 = NA/n (3). Для кубической 
гранецентрированной решетки n = 4. Подставляя (3) в (2), получим  

3
0 0V a Z n=  (4). 

Подставляя (4) в (1), окончательно имеем  
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3
A

Mn

a N
ρ = . 

Расстояние между ближайшими соседними атомами связано с пара-
метром решетки а простым геометрическим соотношением (рис. 1)  

2a d= . 

Подставляя числовые значения в расчетные формулы, находим: 
а = 3,59·10–10 м; ρ = 9,12·103 кг/м3. 

 
Ответ: а = 3,59·10–10 м; ρ = 9,12·103 кг/м3. 

 
Задача 4. Удельная проводимость кремниевого образца при нагревании 

от температуры t1 = 0 оС до температуры t2 = 18 oС увеличилась в 4,24 
раза. Определить ширину запрещенной зоны кремния ∆E. 
 

Решение. Удельная проводимость собственных полупроводников 

2
E

kT
oe

∆−
σ = σ , 

где σ0 – постоянная, характерная для данного полупроводника; ∆E – ширина 
запрещенной зоны. Тогда отношение проводимостей при двух температурах  

1

2

2
1

2 1 22

1 1
exp

2

E

kT

E

kT

e E

k T T
e

∆−

∆−

  σ ∆= = −  σ   
, 

прологарифмировав, получаем 

1

2 1 2

1 1
ln

2

E

k T T

 σ ∆= − σ  
. 

Откуда выражаем искомую ширину запрещенной зоны 

( )1 2 1 2

2 1

2 lnkTT
E

T T

σ σ
∆ =

−
. 

Вычисляя, получаем ∆E = 1,1 эВ. 
 

Ответ: ∆E = 1,1 эВ. 
 

Задача 5. Чему равна подвижность электронов в натрии при 0oС, 
если электропроводность меди 0,23·108 1/(Ом·м), а концентрация носите-
лей заряда 2,5·1028 м–3.  



 

 173 

Решение. Подвижность электронов определяется как средняя дрей-
фовая скорость, отнесенная к единице напряженности электрического поля 

d e

E m

υ τµ = = , 

где τ – время релаксации. Так как 
2

m

ne

στ = , то 
ne

σµ = . Вычисляя, получаем 

µ = 0,56·10–2 м2/(В·с). 
 

Ответ: µ = 0,56·10–2 м2/(В·с). 
 

2.5. Задачи для самостоятельного решения 
 

1. Найти число атомов алюминия в единице объема. Плотность алюми-
ния равна 2,7⋅103 кг/м3. 
2. Плотность кристалла NaCl равна 2,18⋅103 кг/м3. Определить постоян-
ную решетки. 
3. Молибден имеет объемно-центрированную кубическую кристалличе-
скую решетку. Расстояние между ближайшими соседними атомами равно 
0,272 нм. Определить плотность молибдена. 
4. Чему равно число атомов в элементарной ячейке в случае 1) простой, 
2) объемоцентрированной, 3) гранецентрированной кубических решеток? 
5. Объемоцентрированная кубическая решетка состоит из атомов одного 
вида, имеющих радиус r. Пусть атомы расположены по диагонали, которая 
проходит через центр куба, касаются друг друга. Показать, что часть объе-
ма, занятая атомами при таком расположении равна 0,68. 
6. Пусть элементарная ячейка простой кубической решетки построена из 
одинаковых атомов, представляющих собой жесткие сферы радиусом r. 
Ребро ячейки a = 2r (атомы касаются друг друга). Показать, что часть объ-
ема, занятая атомами при таком расположении равна 0,523. 
7. Найти параметр решетки и расстояние между ближайшими соседними 
атомами серебра, который имеет гранецентрированную кубическую кри-
сталлическую решетку. Плотность серебра при комнатной температуре 
равна 10,49 г/см3. 
8. Пусть энергия частицы в поле других частиц зависит от расстояния 

между центрами частиц по закону: 
8

( )U r
r r

α β= − + , где α и β – постоянные. 

При каком r частицы образуют стабильное соединение. 
9. Кристаллические решетки натрия и меди кубические объемно- и гра-
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нецентрированные соответственно. Зная, кроме того, плотность этих ме-
таллов, найти постоянные их кристаллических решеток.  
10. Вычислить длину волны рентгеновского излучения, которое отража-
ется во втором порядке от системы плоскостей (100) кристалла NaCl под 
углом скольжения α = 25°. Найти также угол, под которым это излучение 
отражается в максимальном порядке от данной системы плоскостей.  
11. Показать, что показатели степени в выражении для потенциальной 

энергии атомов, находящихся на расстоянии r, ( )
n m

U r
r r

α β= − +  должны 

удовлетворять условию m > n. 
12. Чему равны расстояния между плоскостями (100), (110) и (111) в ку-
бической решетке с параметром a? 
13. Определить постоянную решетки кристалла LiJ, если известно, что 
зеркальное отражение первого порядка рентгеновских лучей с длиной волны 
2,10 Å от естественной грани этого кристалла происходит при угле сколь-
жения 10о5'.  
14. При комнатной температуре плотность рубидия равна 1,53 г/см3. Он 
имеет объемно-центрированную кубическую кристаллическую решетку. 
Определить расстояние между ближайшими соседними атомами рубидия. 
15. Золото имеет гранецентрированную кубическую кристаллическую 
решетку. Найти плотность золота и расстояние между ближайшими ато-
мами, если параметр решетки 0,407 нм. 
16. Рассчитать отношение числа дефектов по Шоттки к числу дефектов 
по Френкелю при T = 300 K, если энергия образования вакансий 0,75 эВ, а 
для образования дефекта внедрения требуется 3 эВ. 
17. Для образования вакансии в алюминии требуется энергия примерно 
0,75 эВ. Сколько существует вакансий на один атом кристалла в состоянии 
термодинамического равновесия при комнатной температуре? При 600oC? 
18. Пусть энергия, требуемая для перемещения атома натрия из внутрен-
ней части кристалла на поверхность, равна 1 эВ. Вычислить теплоемкость 
одного моля металла при комнатной температуре, обусловленную наличием 
в нем дефектов Шоттки.  
19. Германиевый кристалл, ширина запрещенной зоны которого равна 
0,72 эВ, нагревают от температуры 0oC до 15oC. Во сколько раз возрастает 
его удельная проводимость. 
20. При нагревании кремниевого кристалла от температуры 0oC до 10oC 
его удельная проводимость возрастает в 2,28 раза. По приведенным дан-
ным определите ширину (считая ее постоянной) запрещенной зоны кри-
сталла кремния. 
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21. Во сколько раз изменится при повышении температуры от 300 до 310 К 
электропроводность: а) металла; б) собственного полупроводника, ширина 
запрещенной зоны которого равна 3 эВ? 
22. Собственный полупроводник Ge имеет при некоторой температуре 
удельное сопротивление ρ = 0,48 Ом⋅м. Определить концентрацию носите-
лей заряда, если подвижности электронов и дырок соответственно равны 
0,36 и 0,16 м2/(В⋅с). 
23. Рассчитать частоту красной границы собственной фотопроводимости 
для полупроводника, у которого ширина запрещенной зоны равна 0,41 эВ. 
24. Удельное сопротивление некоторого чистого беспримесного полупро-
водника при комнатной температуре 0,50 Ом⋅м. После включения источ-
ника света оно стало 0,40 Ом⋅м, а через 8 мкс после выключения источника 
оказалось 0,45 Ом⋅м. Найти среднее время жизни электронов проводимо-
сти и дырок. 
25. Дырки, создаваемые при освещении у поверхности электронного по-
лупроводника, диффундируют в объем, имеющий температуру 300 К, где 
они рекомбинируют с электронами проводимости. Определить эффектив-
ную глубину проникновения дырок, если их время жизни равно 10–3 c, а 
подвижность 2000 см2/(B⋅с). 
26. В кристалле кремния массой 120 г равномерно по объему распределены 
25,7 мкг фосфора и 38,2 мкг галлия. Считая, что атомы примеси полностью 
ионизированы, вычислить удельное сопротивление кристалла. 
27. Определить подвижность электронов в германии n-типа, для которого 
при некоторых условиях удельное сопротивление ρ = 1,6⋅10–2 Oм⋅м и коэф-
фициент Холла 7⋅10–3 м3/K. 
28. Сопротивление кристалла PbS при температуре 20oC равно 104 Ом. 
Определите его сопротивление при 80oC. 
29. Для характеристики температурной зависимости сопротивления про-
водников от температуры вводится температурный коэффициент сопро-
тивления α, который по определению равен 

1 T

T

dR

R dT
α = , 

где RT – сопротивление проводника при данной температуре Т. Докажите, 
что для полупроводников он оказывается равным 

2

const

T
α = − . 
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30. В некоторых полупроводниках длина свободного пробега электронов 
оказывается порядка межатомных расстояний. В такой ситуации движение 
электронов можно представить как случайные прыжки между соседними 
узлами решетки. Оценить при Т = 300 К удельную проводимость такого 
полупроводника, если концентрация электронов 1018 см–3, средняя частота 
прыжков 1013 с–1, а межатомное расстояние 0,3 нм. 
31. Концентрация основных носителей заряда в n-Si равна 1015 см–3. Найти 
концентрацию неосновных носителей заряда. 
32. Найти минимальную энергию Emin необходимую для образования пары 
электрон-дырка в кристалле GaAs, если его удельная проводимость изме-
няется в 10 раз при изменении температуры от 20 до – 3oC. 
33. Сопротивление R1 кристалла PbS при температуре 20 oC равно 104 Ом. 
Определить сопротивление R2 при температуре 80 oC. 
34. Тонкая пластинка из кремния толщиной 2 см помещена перпендикулярно 
к линиям индукции однородного магнитного поля индукцией В = 0,5 Тл. При 
плотности тока 2 мкА/мм2 направленного вдоль пластины, холловская раз-
ность потенциалов оказалась равной 2,8 В. Определите концентрацию и 
подвижность носителей заряда. 
35. В полупроводнике, подвижность электронов проводимости которого в 
2 раза больше подвижности дырок, эффект Холла не наблюдается. Найти 
отношение концентрации дырок и концентрации электронов проводимости 
в этом полупроводнике. 
36. Почему можно утверждать, что кристалл InAs с собственной прово-
димостью обладает проводимостью n-типа? 
37. Отношение электропроводностей серебра и меди при одинаковой 

температуре равно 
6,12
5,76

. Вычислить отношение подвижностей электронов 

в этих металлах, считая, что на каждый атом приходится по одному сво-
бодному электрону. 
38. Электропроводность меди 6⋅107 (Ом⋅м)–1. Определить время релакса-
ции электрона, считая, что каждый атом поставляет в зону проводимости 
один электрон. 
39. Вычислить среднюю длину свободного пробега электронов проводи-
мости натрия при комнатной температуре. Электропроводность натрия 
0,23⋅108 (Ом⋅м)–1. 
40. В образце германия подвижность электронов 0,38 м2/(В⋅с), а подвиж-
ность дырок 0,16 м2/(В⋅с). В этом образце эффект Холла не наблюдается. 
Какая часть тока переносится дырками? 
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41. Определить примесную электропроводность германия, который со-
держит индий с концентрацией 5·1022 м–3 и сурьму с концентрацией 2·1021 м–3. 
Подвижности электронов и дырок для германия соответственно равны 0,38 
и 0,18 м2/(В·с). 
42. Определить примесную электропроводность германия, который содер-
жит бор с концентрацией 2·1022 м–3 и мышьяк с концентрацией 5·1021 м–3. 
Подвижности электронов и дырок для германия соответственно равны 0,38 
и 0,18 м2/(В с). 
43. Определить примесную электропроводность кремния, который со-
держит бор с концентрацией 5·1022 м–3 и сурьму с концентрацией 5·1021 м–3. 
Подвижности электронов и дырок для кремния соответственно равны 0,16 
и 0,04 м2/(В с). 
44. Германиевый образец нагревают от 0 до 17oС. Принимая ширину за-
прещенной зоны кремния ∆E = 0,72 эВ, определить, во сколько раз возрас-
тет его удельная проводимость. 
45. Определить ширину запрещенной зоны собственного полупроводника, 
если при температурах T1 и T2(T1 < T2) его сопротивления соответственно 
равны R1 и R2  
46. Концентрация электронов в собственном полупроводнике при темпе-
ратуре 400 К оказалась равной 1,38·1015 см–3. Найти соотношение для про-
изведения эффективных масс электрона и дырки к массе свободного элек-

трона 
2
0

n pm m

m
, если известно, что ширина запрещенной зоны меняется по 

закону ∆Eg = (0,785 – 4·10–4T) эВ. 
47. В исследуемом полупроводнике по данным измерения эффекта Холла 
концентрация электронов составляла 1,3·1016 см–3 при 400 К и 6,2·1015 см–3 

при 350 К. Найти ширину запрещенной зоны материала, считая, что она 
меняется с температурой по линейному закону. 
48. Вычислить собственные концентрации электронов в германии и крем-
нии при Т = 300 К. Эффективные массы плотности состояний в валентной 
зоне mdp принять равными 0,362mo для Ge, 0,595mo – для Si. Ширина запре-
щенной зоны при T = 300 К составляет 0,66 эВ в Ge и 1,1 эВ в Si. 
49. Вычислить удельные сопротивления собственных германия и кремния 
при Т = 300 К. Для подвижностей электронов и дырок (µn = bµp) в германии 
и кремнии принять следующие значения: для Ge: µn = 3,8·103 см2В–1с–1, b = 2,1; 
для Si: µn = 1,45·103 см2В–1с–1, b = 2,9. 
50. При нагревании кремниевого кристалла от температуры t1 = 0 оС до 
температуры t2 = 10оС его удельная проводимость возрастает в 2,28 раза. 
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По приведенным данным определить ширину ∆Eg запрещенной зоны кри-
сталла кремния. 
51. Найти минимальную энергию Wmin, необходимую для образования па-
ры электрон – дырка в кристалле CaAs, если его удельная проводимость γ 
изменяется в 10 раз при изменении температуры от 20 до 3oС. 
52. Сопротивление R1 кристалла PbS при температуре t1 = 20oС равно 10 Ом. 
Определить его сопротивление R2 при температуре t2 = 80oС. 
53. p-n-переход находится под обратным напряжением U = 0,1 В. Его 
сопротивление R1 = 692 Ом. Каково сопротивление перехода при прямом 
напряжении? 
54. Сопротивление p-n-перехода, находящегося под прямым напряжением 
U = 1 В равно 10 Ом. Определите сопротивление перехода при обратном 
напряжении. 
55. Прямое напряжение U, приложенное к p-n-переходу, равно 2 В. Во 
сколько раз возрастает сила тока через переход при изменении температуры 
от 300 K до 273 K. 
56. p-n-переход находится под обратным напряжением U = 0,1 В. Его со-
противление R1 = 692 Ом. Каково сопротивление R2 перехода при прямом 
напряжении? 
57. Сопротивление R1 p-n-перехода, находящегося под прямым напряже-
нием U = 1 В, равно 10 Ом. Определить сопротивление R2 перехода при 
обратном напряжении. 
58. Прямое напряжение U, приложенное к p-n-переходу, равно 2 В. Во 
сколько раз возрастет сила тока через переход, если изменить температуру 
от T1 = 300 К до T2 = 273 К? 

 



 

 179 

ЛИТЕРАТУРА 
 

Основная  
 
1. Детлаф А.А., Яворский Б.М. Курс физики: Учебное пособие для втузов. 
– М. : Высш. шк., 1989. – 608 с. 
2. Макаренко Г.М. Курс общей физики: Учебное пособие для студентов 
технических специальностей высших учебных заведений. – Мн. : Изд «Ди-
зайн ПРО» 2003. – 640 с. 
3. Шалимова К.В. Физика полупроводников: Учебное пособие для втузов. 
– М. : Энергия, 1971. – 312 с. 
4. Савельев И.В. Курс общей физики. Том 3. Оптика, атомная физика, фи-
зика атомного ядра и элементарных частиц. М. : Наука, 1973. – 1982 гг. 
5. Физика: задания к практическим занятиям. Учебное пособие для вузов. 
Под общ. ред. Ж.П.Лагутиной. – Мн.: Выш. шк., 1989. – 236 с. 
6. Волькенштейн В.С. Сборник задач по общему курсу физики М. : Наука, 
1973. 
7. Трофимова Т.И. Физика в таблицах и формулах : Учебное пособие для 
студентов вузов. – М. : Дрофа, 2002. – 432 с. 
8. Геворкян Р.Г., Шепель В.В. Курс общей физики : Учебное пособие для 
втузов. – М. : «Высшая школа», 1972. 
 

Дополнительная 
 
[Д1]. Трофимова Т.И. Сборник задач по курсу физики для ВТУЗов М. : 
Изд. «ОНИКС 21 век» 2003 г. 
[Д2]. Епифанов Г.И. Физика твердого тела. – М. : Высш. школа, 1977 (и 
1965). 
[Д3].  Киттель Ч. Введение в физику твердого тела. – М. : Наука, 1978. 
[Д4]. Бонч-Бруевич В.Л., Калашников С.Г. Физика полупроводников. – 
М. : Наука, 1990. 
[Д5].  Бушманов Б.Н., Хромов Ю.А. Физика твердого тела. – М. : Высш. 
школа, 1971. 
[Д6]. Астахов А.В. Курс физики. Том I. М., 1977 г. 
[Д7]. Иродов И.Е., Савельев И.В., Замша О.И. Сборник задач по общей 
физике М. : Изд. 5.  



 

 180 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Учебное издание 

 
ВАБИЩЕВИЧ Сергей Ананьевич  

ВАБИЩЕВИЧ Наталья Вячеславовна  
ОПАРИНА Нина Александровна 

 
 

ФИЗИКА 
 

ОСНОВЫ КВАНТОВОЙ ФИЗИКИ 
ЭЛЕМЕНТЫ КВАНТОВОЙ СТАТИСТИКИ 
ЭЛЕМЕНТЫ ФИЗИКИ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

 
Учебно-методический комплекс 

для студентов технических специальностей 
 
 

Дизайн обложки И.С. Васильевой 
 

Редактор Д.Н. Богачёв 
 
Подписано в печать 07.07.08. Формат 60×84 1/16. Бумага офсетная. Гарнитура Таймс. 

Ризография. Усл. печ. л. 10,44. Уч.-изд. л. 10,3. Тираж 245 экз. Заказ № 196 
 

Издатель и полиграфическое исполнение: 
учреждение образования «Полоцкий государственный университет» 

 
ЛИ № 02330/0133020 от 30.04.04 ЛП № 02330/0133128 от 27.05.04 

 
211440 г. Новополоцк, ул. Блохина, 29 

 


