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с симметрическим Гамильтонианом [1]. Рассмотрим систему Гарнье с двумя независи-
мыми переменными t, s и искомыми скалярными функциями x(s, t), y(s, t), z(s, t),
w(s, t) в гамильтоновой форме

dx =
∂H1

∂y
dt +

∂H2

∂y
ds, dy = −

∂H1

∂x
dt −

∂H2

∂x
ds,

dz =
∂H1

∂w
dt +

∂H2

∂w
ds, dw = −

∂H1

∂z
dt −

∂H2

∂z
ds, (1)

Гамильтонианы H1 и H2 = π(H1) для системы (1) являются симметрическими и
имеют вид

H1 = H1(x, y, z, w, t, s, α0, α1, α2, α3) =
1

t
[x2y(y − 1) + x((1 − 2α1)y − α0) + ty]+

+
α2s

t(t − s)
−

α0

t − s
zw −

1

t − s
[tyz2w + sx2yw − 2txyzw + α0sxw],

где α0 + 2α1 + α2 + α3 = 1, αi ∈ C, а преобразование π определяется

π : (x, y, z, w, t, s, α0, α1, α2, α3) → (z, w, x, y, s, t, α2, α1, α0, α3).

Доказано, что при некоторых условиях, которые выписаны в явной форме, две
искомые функции можно из системы (1) исключить. Для системы (1) для специаль-
ных значений параметров αi найдены тривиальные вырожденные решения, а также
решения, выражающиеся через функции Бесселя или решения третьего уравнения
Пенлеве [2]. С помощью построенных частных решений при специальных значениях
параметров и преобразований Беклунда, которые изоморфны бирациональным пре-
образованиям, составляющим аффинную группу Вейля [3], для системы (1) получены
новые классы алгебраических и трансцендентных решений.
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Известно, что проблема классификации нелинейных дифференциальных уравне-
ний третьего порядка относительно свойства Пенлеве в общем случае открыта. Одной
из первых работ по этой тематике была работа [1], в которой исследовалось на свой-
ство Пенлеве уравнение третьего порядка с шестью полюсами ak = ak(z), которые
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конечны, различны и в общем случае являются функциями независимой перемен-
ной z. Если же полюсы ak постоянны, то уравнение Шази имеет вид

y′′′ =
6∑

k=1

y′y′′ + Ak(y
′)3 + Bk(y

′)2 + Cky
′

y − ak

+ Dy′′ + Ey′ +
6∏

k=1

(y − ak)
6∑

k=1

Fk

y − ak

. (1)

В работе [1] также приведена система Шази (A − F ) относительно 26 неизвестных
функций Ak, Bk, Ck, D, E, Fk, решение которой, по утверждению Шази, опре-
деляет необходимые и достаточные условия наличия свойства Пенлеве у уравнения
Шази.

В настоящей работе исследуются условия существования алгебраического интегра-
ла, определяющего интегрируемость уравнения (1) в специальных функциях.

Пусть коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют системе Шази (A−F ), причем

Aj = 1/(a5 − aj) + 1(a6 − aj), j = 1, . . . , 4,

A5 = 1/(a1 − a5) + 1/(a2 − a5) + 1/(a3 − a5) + 1/(a4 − a5) + 2/(a5 − a6),

A6 = 1/(a1 − a6) + 1/(a2 − a6) + 1/(a3 − a6) + 1/(a4 − a6) + 2/(a6 − a5).

Тогда справедлива
Теорема. При выполнении вышеприведенного условия, Bk = 0, k = 1, . . . , 6, и

дополнительного условия на полюсы ak уравнение (1) имеет общий интеграл, опре-
деляемый уравнением

(y′)2 = K1P (y) + K2Q(y) + R(y). (2)

Заметим, что в уравнении (2) P (y), Q(y), R(y) — полиномы по y не выше четвер-
той степени с постоянными коэффициентами, а K1, K2 — произвольные постоянные.
Третья произвольная постоянная получается разделением переменных и интегрирова-
нием. Также мы приводим явное выражение коэффициентов полиномов P (y), Q(y),
R(y) через полюсы ak. Уравнение (2) в общем случае интегрируется в эллиптиче-
ских функциях. Заметим также, что в силу известной симметрии уравнения Шази
(Ak, ak) ↔ (Aj, aj) результат теоремы можно распространить на другие Aj и aj.

В настоящей работе, продолжая исследования [2], мы приводим новые условия, при
выполнении которых уравнение Шази (1) c постоянными полюсами ak интегрируется
в специальных функциях.
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Рассмотим дифференциальное уравнение в частных производных

uxxxxx − 150uxuxx − 60uuxxx + 720u2ux = ut + aux + 2axu, (1)


