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Рассмотрим линейную дифференциальную систему

ẋ = A(t)x, x ∈ R
n, t > 0, (1)

с ограниченной кусочно-непрерывной матрицей коэффициентов A и матрицей Коши
XA. В работе [1] в связи с изучением минимальных оценок Малкина введено следую-
щее

Определение. Инвариантным равномерным показателем ι[x] ненулевого реше-
ния x системы (1) называется верхняя грань множества N(x) верхних пределов

lim
k→+∞

1

(tk − sk)
ln

‖x(tk)‖

‖x(sk)‖

по всевозможным последовательностям τk = (tk, sk), tk > sk > 0, k ∈ N, таким что
tk − sk → +∞ при k → +∞ и inf

k
tks

−1

k > 1.

Используя подход, предложенный в [2] и примененный в [1] к оценкам Малкина
для матрицы Коши системы (1), можно получить следующее утверждение.

Теорема. Для любого ненулевого решения x системы (1) справедливо равенство

ι[x] = lim
θ→1+0

lim
s→+∞

1

(θ − 1)s
ln

‖x(θs)‖

‖x(s)‖
. (2)

Соотношение (2) может рассматриваться как одномерный частный случай форму-
лы для вычисления инвариантного особого показателя

I0(A) = lim
θ→1+0

lim
s→+∞

1

(θ − 1)s
ln ‖XA(θs, s)‖,

который является достижимой границей подвижности инвариантных равномерных
показателей при экспоненциальных возмущениях [1].

Сравнение полученных утверждений с результатами работы [3] позволяет утвер-
ждать, что инвариантные равномерные и инвариантные особые показатели играют ту
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же роль по отношению к системам с малым ростом решений, что и показатели Боля
по отношению к экспоненциально дихотомическим системам.
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Рассмотрим линейную дифференциальную систему

ẋ = A(t)x, x ∈ R
n, t > 0, (1)

с кусочно-непрерывной и равномерно ограниченной на временно́й полуоси t > 0 мат-
рицей коэффициентов A(·). Через λ1(A) 6 . . . 6 λn(A) обозначим показатели Ляпу-
нова системы (1). Наряду с системой (1) рассмотрим возмущенную систему

ẏ = (A(t) + Q(t))y, y ∈ R
n, t > 0, (2)

где кусочно-непрерывная n × n -матрица-возмущение Q(·) принадлежит тому или
иному классу возмущений, которые будут указаны ниже. В соответствии с принятыми
обозначениями λ1(A + Q) 6 . . . 6 λn(A + Q) — показатели Ляпунова системы (2).

Рассмотрим следующие три класса возмущений — классы Zn
0 , Expn

0 и Degn
0 , состо-

ящие из кусочно-непрерывных n×n -матриц Q(·), удовлетворяющих соответственно
условиям: ‖Q(t)‖ → 0 при t → +∞ (класс Zn

0 ), ‖Q(t)‖ 6 cQexp(−σQt) при всех t > 0
(класс Expn

0 ) и ‖Q(t)‖ 6 cQt−rQ при всех t > 0 (класс Degn
0 ), где cQ, σQ и rQ —

положительные постоянные (свои для каждой матрицы Q(·)). Класс Zn
0 называется

классом убывающих к нулю возмущений, а классы Expn
0 и Degn

0 — классами соот-
ветственно экспоненциально и степенно убывающих к нулю возмущений. Очевидны
собственные включения Expn

0 ⊂ Degn
0 ⊂ Zn

0 .

Пусть M⊂Zn
0 — какое-либо подмножество класса Zn

0 . Показатели Ляпунова систе-
мы (1) называются устойчивыми при возмущениях из класса M, если λi(A+Q)=λi(A)
для всех i = 1, . . . , n и любой матрицы Q(·) ∈ M. То, что показатели Ляпунова систем
(1) могут быть неустойчивыми даже при экспоненциально убывающих возмущениях
их матриц коэффициентов, установлено еще О.Перроном [1]. К настоящему времени
необходимые и достаточные условия устойчивости показателей Ляпунова системы (1)
получены только для классов Zn

0 [2, 3] и Expn
0 [4] возмущений.

В работе [5] получено необходимое условие устойчивости показателей Ляпунова
при возмущениях из класса Degn

0 . В его формулировке, которую мы не приводими,


