
Качественная теория дифференциальных уравнений 79

где Pi(x, y) =
∑

r+s=i arsx
rys, Qi(x, y) =

∑

r+s=i brsx
rys, ars, brs ∈ R, n ∈ N \ {1},

(P, Q) = 1, |Pn(x, y)| + |Qn(x, y)| 6≡ 0.
Если для системы (1) выполняется условие

Qn(x, y) ≡ yϕn−1(x, y), Pn(x, y) ≡ xϕn−1(x, y), (2)

где ϕn−1(x, y) — однородный многочлен степени n − 1, то система (1) называется
проективно особой системой по терминологии [1], а по [2] — системой с вырожденной
бесконечностью. Будем говорить, что система (1) имеет инвариантное множество M r

A,
если состоянию равновесия A этой системы инцидентны r инвариантных прямых,
где r 6 n.
Теорема 1. Если система (1) является проективно особой и имеет инвариант-

ное множество Mn
A, то она посредством афинного преобразования переменных x и

y может быть приведена к системе:

dx/dt = x[Qn−1(x, y) + Pn−2(x, y) + Qn−3(x, y) + . . . + Q1(x, y) + b00],

dy/dt = y[Qn−1(x, y) + Qn−2(x, y) + Qn−3(x, y) + . . . + Q1(x, y) + b00], (3)

где Qi(x, y) — однородные многочлены степени i (i = 1, n − 1), Pn−2(x, y) — одно-

родный многочлен степени n − 2, причем Pn−2(x, y) 6≡ Qn−2(x, y).
Теорема 2. Пусть Mn

O и Mn
N — инвариантные множества проективно особой

системы (1), не имеющей параллельных инвариантных прямых. Тогда эта система

имеет не более одного состояния равновесия на экваторе сферы Пуанкаре.

Следствие 1. Проективно особая система (1) при n = 4 не имеет бесконечно

удаленного состояния равновесия, если Mn
K1

и Mn
K2

— инвариантные множества

этой системы, а на инвариантной прямой K1K2 расположено четыре состояния

равновесия (1).
Следствие 2. Пусть проективно особая система (1) при n = 3 имеет два ин-

вариантных множества M3
K1

и M3
K2

, но не имеет параллельных инвариантных

прямых. Тогда для наличия у этой системы бесконечно удаленного состояния рав-

новесия необходимо отсутствие инвариантной прямой L 6∈ M3
K1

∪ M3
K2

.
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а также условия монодромности ее начала координат

a0 = a1 = · · · = a2n = 0, b0 = b1 = · · · = bn = 0, a2n+1 >0, (n + 2)B2− 4(n + 1)C <0

получены в работе [1]. Целью дальнейших исследований является получение условий
на параметры системы (1), при выполнении которых положение равновесия O(0, 0)
является центром. При n = 0 необходимые условия центра получены в [2]. Диаграмма
Ньютона, построенная для системы (1) способом, указанным в [3], имеет ограниченное
ребро с угловым коэффициентом −n+1

1
, поэтому значение параметра n ∈ N ∪ {0}

существенно влияет на построение функции последования.
Построим асимптотическое представление функции последования, используя ме-

тод, указанный в работе [2]. Функция последования является композицией функций
соответствия, которые для системы (1) имеют вид

r

(

π

2

)

= exp

(

−
k
−2(n+1)

c2(n+1)
+ · · · +

k−1

c
+ k0 + ln c + k1c + k2c

2 + · · · + o(cm)

)

,

где r(0) = c, k
−2(n+1) > 0. Функции, имеющие такое представление, называются

плоско-полурегулярными.
Асимптотическое разложение функции последования имеет вид

r(2π) = K1c + K2c
2 + K3c

3 + K4c
4 + K5c

5 + . . . ,

где

K1 = exp

(

2πB(n + 2)3/2

(n + 1)
√

4C(n + 1) − B2(n + 2)

)

.

Пусть B = 0. Тогда K1 = 1, K2 = K4 = 0. Второе условие центра получаем из
коэффициента

K3 = (8C2b1 + c2)K̃3, K̃3 6= 0.

Теорема. Для того чтобы начало координат системы (1) являлось центром,

необходимо выполнение следующих двух условий:
1) B = 0;
2) 8C2b1 + c2 = 0.
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