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Изучаются статистические характеристики множества достижимости управляемой
системы

ẋ = f(htσ, x, u), u ∈ U(htσ, x), (t, σ, x) ∈ R × Σ × R
n, (1)

которая порождена метрической динамической системой (Σ,A, µ, ht) и функциями f

и U.

Условие 1. Существует σ ∈ Σ, для которого выполнены следующие свойства:
1) для каждого t ∈ R функция (x, u) → f(htσ, x, u) непрерывна;
2) для каждой точки (x, u) ∈ R

n × R
m функция t → f(htσ, x, u) кусочно-непре-

рывна;
3) функция (t, x) → U(htσ, x) принимает значения в пространстве comp (Rm)

непустых компактных подмножеств R
m и полунепрерывна сверху в метрике Хау-

сдорфа.
Пусть задано множество

M(σ) = {(t, x) ∈ R
n+1 : x ∈ M(htσ)}.

Обозначим через D(t, σ,X) множество достижимости системы (1) в момент времени
t при заданном σ ∈ Σ из начального множества X.

Определение 1 (см. [1]). Верхней относительной частотой поглощения множества
достижимости D(t, σ,X) системы (1) множеством M(σ) называется характеристика

freq∗(σ,X)
.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : D(t, σ,X) ⊆ M(htσ)}

ϑ
,

где mes — мера Лебега на числовой прямой. Aналогично определяется нижняя отно-
сительная частота freq

∗
(σ,X).

Рассмотрим скалярную задачу Коши ż = w(htσ, z), z(0, σ) = z0(σ), для кото-
рой выполнено условие единственности решения. Для заданного σ ∈ Σ рассмотрим
характеристику

κ
∗(σ)

.
= lim

ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : z(t, σ) 6 0}

ϑ
,

аналогично определяется κ∗(σ). Обозначим через V (σ, x) функцию Ляпунова отно-
сительно множества M(σ) и через V o

min(σ, x) нижнюю производную функции V (σ, x)
в силу дифференциального включения, отвечающего системе (1) (определения при-
ведены, в частности, в работе [1].)

Теорема. Пусть для σ ∈ Σ выполнено условие 1 и для каждой точки x ∈
M(σ) все решения системы (1), удовлетворяющие начальному условию ϕ(0, σ, x) =
= x продолжаемы на полуось R+. Предположим, что существуют функции V (σ, x)
и w(σ, z) такие, что функция V (σ, x) является функцией Ляпунова относительно

множества M(σ) и для всех x ∈ R
n справедливо неравенство

V o

min(σ, x) > w(σ, V (σ, x)).
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Тогда, если X ∈ comp (Rn) и min
x∈X

V (σ, x) > z0(σ), то имеют место неравенства

freq∗(σ,X) 6 κ
∗(σ), freq∗(σ,X) 6 κ∗(σ).
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ẋ(t) − D(z)ẋ(t) = A(z)x(t) + B(z)u(t), t > 0, (1)

где D(s) ∈ R
n×n[s], D(0) = 0 (Rk1×k2 [s] — множество полиноминальных матриц

размера k1 × k2), A(s) ∈ R
n×n[s], B(s) ∈ R

n×r[s], x — вектор решения, u — вектор
управления, z — оператор сдвига.
Систему (1) замкнем регулятором вида

ϕ(z)u(t) = Q1(z)ẋ(t) + R1(z)x(t) + Γf(t), t > 0,

f(t) = Ω · zf(t) + Q2(z)ẋ(t) + R2(z)x(t), t > 0,

f(t) ≡ 0, t < 0, (2)

где Qi(z), Ri(z), i = 1, 2, — полиноминальные матрицы, Qi(0) = 0, Γ, Ω — постоян-
ные матрицы, ϕ(z) — полином. Под замкнутой системой (1), (2) понимаем систему
вида

ϕ(z)(E − D(z))ẋ(t) = ϕ(z)A(z)x(t) + B(z)(Q1(z)ẋ(t) + R1(z)x(t) + Γf(t)). (3)

В докладе приводятся условия существования и способ построения регулятора (2)
такого, что:
1) при всех t > t0 система (3) представима в виде

ϕ(z)(E − D(z))ẋ(t) = ϕ(z)A(z)x(t) + B(z)(Q∗(z)ẋ(t) + R∗(z)x(t)), (4)

где Q∗(z), R∗(z) — полиноминальные матрицы, Q∗(0) = 0;
2) характеристический квазиполином замкнутой системы (1), (2) (т. е. системы (4))

является экспоненциально устойчивым, т. е. действительные части всех его корней
меньше некоторого отрицательного числа.
Способ построения регулятора (2) основан на алгебраических операциях не пред-

полагающих вычисление корней характеристического квазиполинома системы (1).


