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Уравнения в частных производных 11
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ВТОРОГО РОДА В НЕОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ
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Рассмотрим уравнение

sign y|y|muxx + uyy = 0 (−1 < m < 0) (1)

в неограниченной смешанной области, Ω = Ω1 ∪AB ∪Ω2, где Ω1 = {(x, y) : 0 < x < 1,
y > 0}, AB = {(x, y) : 0 < x < 1, y = 0}, а Ω2 — область нижней полуплоскости,
ограниченная отрезком AB и характеристиками уравнения (1):

AC : x − [2/(m + 2)](−y)(m+2)/2 = 0, BC : x + [2/(m + 2)](−y)(m+2)/2 = 1.

Задача T
∞

. Требуется найти функцию u(x, y), обладающую следующими свой-
ствами:

1) u(x, y) ∈ C(Ω̄);
2) u(x, y) дважды непрерывно дифференцируема в Ω1 и удовлетворяет уравнению

(1), а в Ω2 является обобщенным решением из класса R2 [1] уравнения (1);
3) на линии AB выполняется условие склеивания

∂u(x, +0)

∂y
= −

∂u(x,−0)

∂y
= ν(x);

4) u(x, y) удовлетворяет краевым условиям

u(0, y) = ϕ1(y), u(1, y) = ϕ2(y), 0 6 y < +∞,

lim
y→+∞

u(x, y) = 0, равномерно по 0 6 x 6 1, u|.AC = ψ(x), 0 6 x 6 1/2,

где ϕi(y) (i = 1, 2), ψ(x) — заданные функции, причем ϕi(y) ∈ C[0, +∞), ψ(x) ∈
∈ C2[0, 1/2] а для достаточно больших y удовлетворяет неравенству |ϕi(y)| < Mi ×
× y−1+m/2+εi , εi — достаточно малые положительные числа; Mi = const > 0. Без
ограничения общности можно считать ϕ1(0) = ψ(0).

Единственность решения поставленной задачи доказывается с помощью принципа
экстремума, а существование решения методом интегральных уравнений.
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В области Ω = {(x, y) : 0 < x, y < 1} рассмотрим для уравнения

L[u] ≡ (−1)nD2n+1
x u(x, y) + (−1)kymD2k

y u(x, y) = 0, (1)

где k, n ∈ N, следующую задачу.
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Задача А. Найти регулярное решение уравнения (1) из класса

u(x, y) ∈ C(2n+1),(2k)
x,y (Ω) ∩ C(2n),(2k−1)

x,y (Ω),

удовлетворяющее следующим краевым условиям:

Ds
yu(x, 0) = Ds

yu(x, 1) = 0, s = 0, k − 1,

Dj
xu(0, y) = ϕj(y), j = 0, n,

Di
xr(1, y) = ϕn+1+r(y), r = 0, n − 1.

Теорема. Если граничные функции ϕi(y) i = 0, 2n, удовлетворяют условиям:

1) ϕ
(s)
i (0) = 0, s = 0, k − 1;

2) y−m/2ϕi(y) ∈ C[0, 1];

3) ym/2ϕ
(2k)
i (y) ∈ L2[0, 1];

4) ϕi(y) ∈ C4k(0, 1];

5) ϕ
(j)
i (1) = 0, j = 0, 3k − 1;

6) ϕ
(j)
i (y) = O(yα−j), j = 2k, 4k, α > 4k − 3m+1

2
,

то задача А разрешима единственным образом.
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Рассматривается начально-краевая задача

ut = ∆u + c(x, t)u, x ∈ Ω, t > 0,

∂u

∂ν

∣

∣

∣

x∈∂Ω
=

∫

Ω

k(x, y, t)ul(y, t) dy, t > 0, (1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

где Ω — ограниченная область в пространстве R
n, n > 1, с достаточно гладкой

границей ∂Ω, l > 1, ν — единичная внешняя нормаль к ∂Ω.
Относительно данных задачи (1) делаются следующие предположения:

c(x, t) ∈ Cα
loc(Ω × [0, +∞)), 0 < α < 1, c(x, t) > 0;

k(x, y, t) ∈ C(∂Ω × Ω × [0, +∞)), k(x, y, t) > 0;

u0(x) ∈ C1(Ω), u0(x) > 0,
∂u0(x)

∂ν

∣

∣

∣

∣

x∈∂Ω

=

∫

Ω

k(x, y, 0)ul
0(y) dy.

Для данной задачи исследованы вопросы глобальной разрешимости. Положим
c0(t) = inf

Ω
c(x, t), k0(t) = inf

∂Ω×Ω
k(x, y, t).


