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Изучение смешанных задач для гиперболических уравнений третьего порядка про-
диктовано не только развитием теории дифференциальных уравнений с частными
производными. Они возникают при описании конкретных физических явлений. На-
пример, гиперболические уравнения третьего порядка появляются при математичес-
ком моделировании распространения линейных аккустических волн в среде с диспер-
сией.

Исследование или отыскание классических решений задач всегда было актуальным
для теории дифференциальных уравнений с частными производными. Это важно и
для численных методов решения граничных задач, так как они во многих случаях ос-
нованы на классических решениях. Заметим, что классические решения определяют-
ся не только правильным выбором вида граничных условий для дифференциальных
уравнений с частными производными, но и условиями согласования для функций,
входящих в условия и уравнения.

Рассматривается область Q=(0; +∞)× (0; l) двух независимых переменных (t, x)∈
∈ Q ⊂ R

2. В этой области рассмотрим линейное дифференциальное уравнение 3-го
порядка гиперболического типа
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u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Q, (1)

где a, d, l — положительные (для определенности) действительные числа, a 6= d. К
уравнению (1) присоединим начальные условия:

u(0, x) = ϕ0(x),
∂u(0, x)

∂t
= ϕ1(x),

∂2u(0, x)

∂t2
= ϕ2(x), x ∈ [0; l]. (2)

Кроме начальных условий (2) задаются граничные условия:

u(t, 0) = ψ0(t),
∂u(t, 0)

∂x
= ψ1(t), u(t, l) = µ0(t), t ∈ [0; +∞). (3)

Исходя из общего решения уравнения (1) определяется решение задачи (1)–(3) при
некоторых дополнительных условиях. Результат сформулируем в виде теоремы.
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Теорема. Если функции ϕi ∈ C3−i([0; l]), i = 0, 2 и ψi ∈ C3−i([0; +∞)), i = 0, 1,
µ0 ∈ C3([0; +∞)), и выполняются условия согласования

ϕ0(0) = ψ0(0), ϕ′

0(0) = ψ1(0), ϕ1(0) = ψ′

0(0),

ϕ′

1(0) = ψ′

1(0), ϕ2(0) = ψ′′

0(0), ϕ′

2(0) = ψ′′

1(0),

a2dϕ′′′

0 (0) + a2ϕ′′

1(0) − dϕ′

2(0) = ψ′′′

0 (0),

ϕ0(l) = µ0(0), ϕ1(l) = µ′

0(0), ϕ2(l) = µ′′

0(0),

a2dϕ′′′

0 (l) + a2ϕ′′

1(l) − dϕ′

2(l) = µ′′′

0 (0),

тогда в классе C3(Q) существует единственное классическое решение задачи (1)–(3).
Заметим, что эта же смешанная задача при d < 0 будет является корректной,

если на левой границе области Q, при x = 0 задается одно граничное условие, а на
правой границе, при x = l — два.
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Уравнение Клейна — Гордона — Фока представляет собой дифференциальное урав-
нение в частных производных, относящееся к классу гиперболических уравнений вто-
рого порядка. Оно описывает динамику релятивистской квантовой системы.

В одномерном случае для уравнения Клейна — Гордона — Фока в полуполосе
рассматривается классическое решение первой смешанной задачи. Показывается при
определенных условиях гладкости и условиях согласования заданных функций су-
ществование и единственность классического решения. Для численного решения по-
ставленной задачи необходимо решать несложные интегральные уравнения Вольтерра
второго рода.

Задача рассматривается в области Q, ограниченной нижним основанием t = s(x),
x(0) 6 x 6 x(−1), боковыми линиями x = γ(j)(t), j = 0, 1, где γ(0)(t) < γ(−1)(t) для
всех t ∈ [t∗,∞]. Здесь t∗ = max(t(0) = s(x(0)), t(−1) = s(x(−1))). В данной области
задается уравнение

∂ttu − a2∂xxu − λ(t, x)u = f(t, x), (1)

где R — множество действительных чисел, λ и f — функции, заданные на множе-
стве Q.

К уравнению (1) присоединяются начальные условия

u(s(x), x) = ϕ(x), ∂tu(s(x), x) = ψ(x), x ∈ [0; l],

где l ∈ R, l < +∞, и граничные условия

u(t, γ(0)(t)) = µ0(t), u(t, γ(−1)(t)) = µl(t), t ∈ [t(j);∞).


