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Уравнения в частных производных 23

Пусть D — интервал (0, 1), Q — прямоугольник D × (0, T ) конечной высоты T,

x, x0 — точки области D, t — точка интервала (0, T ), f(x, t), u0(x), u1(x), ϕ(t),
ψ(t), µ(t) — заданные при x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ] функции.
Рассматривается следующая обратная задача: найти функции u(x, t), q(t), свя-

занные в цилиндре Q уравнением

utt(x, t) − uxx(x, t) + q(t)u(x, t) = f(x, t)

при выполнении для функции u(x, t) условий

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), u(x0, t) = µ(t), ux(0, t) = ϕ(t), ux(1, t) = ψ(t).

Для поставленной обратной задачи доказываются теоремы существования и един-
ственности регулярных решений.
Задачами в близкой постановке занимались И.Р.Валитов [1, 2], С.С.Павлов [3],

С.Я.Якубов [4].
В работе [3] рассматривались многомерные обратные задачи с неизвестным коэф-

фициентом q(t), однако условия переопределения были другие, а именно, задавалось
интегральное условие переопределения

∫

Ω
K(x)u(x, t) dx = µ(t).

При доказательстве результата используется техника, основанная на переходе от
исходной задачи к некоторой вспомогательной задаче, доказательстве разрешимости
этой задачи и далее построении с помощью решения вспомогательной задачи решения
исходной задачи. При решении вспомогательной задачи используются методы регу-
ляризации, срезки и метод продолжения по параметру.
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Рассматривается пластина больших размеров, толщина которой значительно мень-
ше других ее размеров (неограниченная пластина). Предполагается, что пластина со-
ставлена из трех слоев с различными теплофизическими характеристиками. Между
слоями установлен идеальный тепловой контакт. Ось Ox проходит перпендикулярно
плоскостям, ограничивающим пластину. Начало оси помещено на одной из ограни-
чивающих поверхностей, а положительное направление выбрано внутрь пластины.
Границам слоев соответствуют следующие значения x : b0 = 0, b1, b2, b3. Толщина
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i -го слоя равна bi − bi−1 (i = 1, 2, 3), а теплофизическими характеристиками слоев
являются коэффициенты теплопроводности λi и коэффициенты температуропровод-
ности ai.

Пусть Ti(x; t) (x ∈ [bi−1; bi]) — температура i -го слоя в зависимости от координаты
x и времени t. Тогда математическая модель задачи определения температуры трех-
слойного тела включает в себя: уравнение теплопроводности, записанное для каждого
слоя; условия сопряжения температур на внутренних гранях слоев; начальное усло-
вие; граничное условие.

Отметим, что граничные условия можно охарактеризовать парой чисел (I, J),
I, J = 1, 2, 3. Смысл I : на граничной поверхности x = 0 задано граничное усло-
вие I -го рода; смысл J : на граничной поверхности x = b3 задано граничное условие
J -го рода. Возможны 6 различных типов граничных условий: (1,1), (1,2), (2,2), (1,3),
(2,3), (3,3). В данной работе рассматриваются первые три из них.

Выпишем математическую модель с граничным условием (1,1):

∂Ti

∂t
= ai

∂2Ti

∂x2
, (i = 1, 2, 3); Ti(bi, t) = Ti+1(bi, t),

( λi

λi+1

∂Ti

∂x
=

∂Ti+1

∂x

)

|x=bi
(i = 1, 2); Ti(x, 0) = fi(x) (i = 1, 2, 3);

T1(0, t) = ϕ1(t), T3(b3, t) = ϕ3(t).

Анализируя литературные источники, можно сделать заключение, что основным
методом решения краевых задач для многослойных тел является метод интеграль-
ных преобразований. Одним из недостатком этого метода является тот факт, что от
изображений не всегда удается удобным образом перейти к оригиналам.

В данной работе для решения указанных задач применен метод разделения пе-
ременных, т. е. каждое из уравнений теплопроводности решено методом разделения
переменных. С учетом условий сопряжения получена система решений однородных
краевых задач (когда ϕ1(t) = 0, ϕ3(t) = 0). Выпишем эти решения для задачи (1,1):

T1,n(x, t) = Cne
−µ2

ntB1(µn) sin
µnx√

a1

,

T2,n(x, t) = Cne−µ2
nt

(

A2(µn) cos
µnx√

a2

+ sin
µnx√

a2

)

,

T3,n(x, t) = Cne−µ2
nt

(

A3(µn) cos
µnx√

a3

+ B3(µn) sin
µnx√

a3

)

, n = 1, 2, . . . ,

где коэффициенты B1, A2, A3, B3 удовлетворяют определенной системе 4-х линейных
уравнений с четырьмя неизвестными. Числа µn являются решениями характеристи-
ческого уравнения

A3(µ) cos
µb3√
a3

+ B3(µ) sin
µb3√
a3

= 0.

Решения неоднородной задачи с учетом начального условия получены в виде рядов
Фурье по указанным выше системам функций.


