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В работе исследуются свойства инвариантного преобразования Остроградского 
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Обобщена теорема Остроградского на случай невырожденной системы уравнений Эйлера – Лагранжа 
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D , которая локально эквивалентна канонической сис-

теме уравнений Гамильтона.  
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скоростей, энергия и импульс системы, преобразование Остроградского, невырожденная функция, тео-
рема Остроградского, система уравнений Гамильтона. 

 
Введение. Гамильтон в 1835 г. получил новую форму уравнений движения механических систем, 

названных впоследствии каноническими уравнениями Гамильтона. 
В 1848 г. М.В. Остроградский распространил принцип Гамильтона на системы с нестационарными 

голономными связями, после чего он стал называться принципом Гамильтона – Остроградского. Полу-
ченная система канонических уравнений первого порядка содержит вдвое больше дифференциальных 
уравнений, чем в вариационной задаче в постановке Лагранжа. Высоко отозвался о работах по динамике 
Гамильтона член-корреспондент АН СССР Л.Н. Сретенский: «Эти работы легли в основу всего развития 
аналитической механики в XIX веке» [1]. Аналогичное мнение выразил академик РАН В.В. Румянцев: 
«Оптико-механическая аналогия Гамильтона определила на столетие прогресс аналитической механики» 
[2]. По мнению профессора Л.С. Полака, это была «теория, почти не имеющая аналогов в механике по 
общности и абстрактности, открывшая колоссальные возможности в механике и смежных науках» [3]. 

Академик В.И. Арнольд следующим образом охарактеризовал возможности, открывшиеся после 
появления гамильтоновой механики: «Гамильтонова точка зрения позволяет исследовать до конца ряд 
задач механики, не поддающихся решению иными средствами (например, задачу о притяжении двумя 
неподвижными центрами и задачи о геодезических на трехосном эллипсоиде). Еще большее значение 
гамильтонова точка зрения имеет для приближенных методов теории возмущений (небесная механика), 
для понимания общего характера движения в сложных механических системах (эргодическая теория, 
статистическая механика) и в связи с другими разделами математической физики (оптика, квантовая ме-
ханика и т.п.)» [4]. 

Подход Гамильтона эффективно используется в математической и теоретической физике [5–8]. 
Первоначально вариационный принцип Гамильтона был сформулирован для задач механики и теории 
поля. С появлением теории относительности оказалось, что этот принцип строго выполняется и в реля-
тивистской динамике. Принцип Гамильтона оказался полезным при разработке квантовой механики 
и общей теории относительности. 

Основные определения и математические объекты. Пусть mX  – гладкое многообразие размер-

ности m, m
nXT  – гладкое расслоение пространства скоростей порядка n с базой расслоения mX .  
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Определение 1. Гладкая функция ℜ→m
nXTL :  называется (слабо) невырожденной в точке 
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Лемма 1. Определение невырожденной функции ℜ→m
nXTL :  в точке m
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x XTv ∈  корректно, то 

есть инвариантно относительно выбора локальной системы координат x, базы mX  расслоения m
nXT  [9]. 
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Определение 2. Гладкая функция ℜ→m
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Согласно [12], имеет место следующая теорема. 
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Теорема 1 (закон преобразования импульсов при замене системы координат в базе mX  расслое-

ния m
n XT 12 − ). 
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Тензорный закон преобразования обобщенных импульсов позволяет называть функции 
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Математическая постановка задачи. Пусть ℜ→m
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Доказательство. 
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Определение 5. Гладкая функция ℜ→m
nXTL :  называется сильно невырожденной в точке 
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Лемма 2. Определение сильной невырожденности функции ℜ→m
nXTL :  в точке m
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x XTv ∈  

корректно, то есть инвариантно относительно выбора локальной системы координат x базы mX  расслое-

ния m
nXT  [9]. 

Лемма 3 (связь свойств невырожденности и сильной невырожденности). 

1) Локально сильно невырожденная функция ℜ→m
nXTL :  в точке m

nn
x XTv ∈  сильно невы-

рождена. 

2) Сильно невырожденная функция ℜ→m
nXTL :  в карте ( , )n

xv
U ϕ , где ( 1): n

x

n m
v

U +ϕ → ℜ , 

( ).
( 1)( ) ( , ,..., )

n
n n m
xv x x x +ϕ = ∈ ℜ  – координатный гомеоморфизм, m

nn
x XTv ∈ , является невырожденной 

в этой карте [12]. 

Теорема 4 (обобщение теоремы Остроградского). Для невырожденных лагранжианов ℜ→m
nXTL :  

система уравнений Эйлера-Лагранжа 0)
),...,(

()1(
0

)(

)(

=
∂

∂−∑
=

n

l
il

n

l
t

l

x

xxL
D  локально эквивалентна системе урав-

нений Гамильтона: 















∂
∂−==

∂
∂==

⋅

⋅

,
),(

)(

,
),(

)(

__

__

i
k

i

k
i
kt

i
k

i

k
i
kt

q

qpH
ppD

p

qpH
qqD

 mi ,1= , nk ,1=  (система mn2  уравнений),  

где )(),...,,...,...,...(),...,,( 1

1

111 1
2

2
2

1
21

2
1

1
121

_
j

l
m
nn

mmj
n

jj pppppppppppppp ==== , mj ,11 = , nl ,11 = ;  

)(),...,,...,...,...(),...,,( 2

2

222 1
2

2
2

1
21

2
1

1
121

_
j

l
m
nn

mmj
n

jj qqqqqqqqqqqqqq ==== , mj ,12 = , nl ,12 = ; 

+−=+−= ∑∑
= =

)),(),...,,(),,(),,((),()),(),...,,(),,(),,((),(
__

)(
___

..
___

.
______)(

1 1

__
)(

___
..
___

.
______

qpxqpxqpxqpxLqpxpqpxqpxqpxqpxLqpH

n
ikn

k

m

i

i
k

n

),(
__

1 1

qpxDp ik
t

n

k

m

i

i
k∑∑

= =

+  – функция Гамильтона;  



2016                                      ВЕСТНИК ПОЛОЦКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА. Серия C 
 

 130 

)(
)(

ik
t

ik

xDx = , k
tD  – оператор k -кратного полного дифференцирования по переменной t;  

∑
−

=
+

−

∂

∂−=
kn

l
ikl

n

l
t

l

kn

i
k

x

xxL
Dxxxp

0
)(

)(
__)2(

_
.
__

)
),...,(

()1(),...,,( , nk ,1=  mi ,1=  – импульс порядка k по i-й координате 

),...,,( 21
_

mxxxxx == . 

Доказательство.  
В случае n = 1 получаем известную теорему Остроградского. 
Положим 2≥n . 

Из явного вида выражений для импульсов k-го порядка ∑
−

=
+

−

∂

∂−=
kn

l
ikl

n

l
t

l
kn

i
k

x

xxL
Dxxxp

0
)(

)(
)2(.

)
),...,(

()1(),...,,( , 

nk ,1= , mi ,1= , следует, что k
ip  есть функции от 

)2(...
,...,,,

kn

xxxx
−

 и ),...,,,(
)2(... kn

i
k

i
k xxxxpp

−
= . Здесь коор-

динаты ),...,,( 21
_

mxxxxx ==  не зависят от производных более высокого порядка. Из леммы 3 о локаль-

но сильной невырожденности слабо невырожденного лагранжиана (он назывался невырожденным) сле-

дует, что ),...,,...,,(),...,,...,,( 2,21

)(

2,21

)(

lnnn

jl

lnnn
jl

t

jl

ppqqqxppqqqxDx −− == , 12, −= nnl  mj ,1= , то есть 
jl

x
)(

 

являются функциями от lnnn ppqqq −2,21 ,...,,...,, , 1 2( , ,... ) ( )m iq q q q qα α α α α= = , 1, ,nα =  mi ,1= , 

1 2( , ,... ) ( )jmp p p p pβ β β β β= = , ,2 1n nβ = − , mj ,1= . 

Тогда имеем 

)(),...,,...,...,...(),...,,( 1

1

111 1
2

2
2

1
21

2
1

1
121

_
j

l
m
nn

mmj
n

jj pppppppppppppp ==== , mj ,11 = , nl ,11 = , 

)(),...,,...,...,...(),...,,( 2

2

222 1
2

2
2

1
21

2
1

1
121

_
j

l
m
nn

mmj
n

jj qqqqqqqqqqqqqq ==== , mj ,12 = , nl ,12 = ,  

∑∑∑∑∑

∑∑

=
+

−

= == =

= =

−+=+

+−=+−=

m

s
nn

n

nnn

sn
s
n

i
k

n

k

m

i

i
k

ik
t

n

k

m

i

i
k

n
ikn

k

m

i

i
k

n

pqqqxqqLpqqqxpqpqpxDp

qpxqpxqpxqpxLqpxpqpxqpxqpxqpxLqpH

1
21

)(

121

)(

1

1

1 1

__

1 1

__
)(

___
..
___

.
______)(

1 1

__
)(

___
..
___

.
____

)),,,...,,(,,...,(),,...,,(),(

)),(),...,,(),,(),,((),()),(),...,,(),,(),,((),(
 

где i
k

ik

qx 1

)(

1

1

+= , 1,01 −= nk , то есть i
ii

qxx 1

)0(

== , mi ,1= , i
k

ik

qx 1

)(

+= , 1,1 −= nk , ),,...,,( 21

)()(

nn

inin

pqqqxx = , 

1,1 −= nk . 

Для 11 −≤≤ nk  продифференцируем функцию ),(
__

qpH  по i
kp : 

=−+
∂
∂=

∂
∂

∑∑∑
=

+

−

= =

))),,...,,(,,...,(),,...,,((
),(

1
21

)(

121

)(

1

1

1 1

__
m

s
nn

n

nnn

sn
s
n

i
l

n

l

m

i

i
li

k
i
k

pqqqxqqLpqqqxpqp
pp

qpH
 

=−
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= ∑∑∑

=

+
+

−

= =

))),,...,,(,,...,(),,...,,(()(
1

21

)(

121

)(
1

1

1

1 1

m

s
nn

n

nnn

sn
s
ni

k
i
k

i
li

l
i
l

n

l

m

i
i
k

i
l pqqqxqqLpqqqxp

pp

q
pq

p

p
 

=−
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= ∑∑∑

=

+
+

−

= =

))),,...,,(,,...,(),,...,,(()(
1

21

)(

121

)(
1

1

1

1 1

m

s
nn

n

nnn

sn
s
ni

k
i
k

i
li

l
i
l

n

l

m

i
i
k

i
l pqqqxqqLpqqqxp

pp

q
pq

p

p
 

=
∂
∂−

∂
∂+

∂
∂= ∑∑∑

=
+

−

= =

)),,...,,(,,...,(
),,...,,(

)( 21

)(

1
21

)(

1
1

1

1 1
nn

n

ni
k

i
k

nn

sn
m

s

s
n

i
l

n

l

m

i
i
k

i
l pqqqxqqL

pp

pqqqx
pq

p

p
 



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Математика                                                                                           № 12 
 

 131 

,
)),,...,(,,...,(),,...,,(

)),,...,(,,...,(),,...,,(

)),,...,,(,,...,(
),,...,,(

)(

1

)(

)(
1

)(

1

1

21

)(
)(

1

)(

)(
1

)(

1

1

21

)(

1

21

)(

1
1

21

)(

1

1

1 1

∑∑

∑∑

∑∑∑

==

==
+

=
+

−

= =

∂
∂

∂

∂
−

∂
∂

+=

=
∂
∂

∂

∂−
∂

∂+=

=
∂
∂−

∂
∂+=

m

s
i
k

sn

sn
nn

n

n
m

s
i
k

nn

sn

s
n

ik

m

s
i
k

sn

sn
nn

n

n
m

s
i
k

nn

sn

s
n

i
k

nn

n

ni
k

m

s
i
k

nn

sn

s
n

i
l

n

l

m

i

l
k

p

x

x

pqqxqqL

p

pqqqx
px

p

x

x

pqqxqqL

p

pqqqx
pq

pqqqxqqL
pp

pqqqx
pqδ

 

где 
i

k
i
kt

ik

t

ikik

i
n

sn

sn
s
n qqDxDxx

p

x

x

L
p

.)1()()(
)(

)(
)( ====+

∂
∂

∂

∂−
−

, 




≠
=

=
kl

kll
k ,0

,1
δ  – символ Кронекера. 

Поскольку i
k

ik

qx 1

)(

+= , 1,1 −= nk , i
kt

ik

qDx =
− )1(

, 
( )

( )

.
( , ,..., )

n

n s

s
n

L x x x
p

x

∂=
∂

, ms ,1= , ),,...,(),( 1

)()(

nn

n

n

n

pqqxpqx = , 

то для  nk =  получим 

.

)
),,...,(,,...,

)(,,...,(

),,...,(,,...,
),,...,(

),(

.)1()(

1
)(

1

)(

1
1

)(
)(

)(

1
)(

1

)(

1
1

)(

1

)(
__

i
n

i
nt

in

t

in

m

s
sn

nn

n

ns
nnni

n

sn
in

i
n

sn
m

s
sn

nn

n

n
nni

n

sn
m

s

s
n

in

i
n

qqDxDx

x

pqqxqLq
ppqq

p

x
x

p

x

x

pqqxqLq
pqq

p

x
px

p

qpH

====

=
∂

∂−
∂
∂+=

=
∂
∂

∂

∂−
∂
∂+=

∂
∂

−

=

==

∑

∑∑

 

Для 2≥≥ kn  продифференцируем функцию ),(
__

qpH  по i
kq : 

.)
),,...,(,,...,(

)
),,...,(,,...,

(

),,...,(,,...,)),,...,(,,...,(),(

.
1

)(

1
1

1

)(

)(
1

)(

1
1

)(

)(
1

)(

11

)(

1

)(

1

__

i
k

i
kti

k

nn

n

ni
k

m

s
i
k

i
k

sn

sn
nn

n

ns
n

i
k

i
k

sn

sn
nn

n

n
i
k

nn

n

n
i
k

sn

s
n

i
ki

k

ppD
q

pqqxqqL
p

q

L

q

x

x

pqqxqLq
pp

q

x

x

pqqxqLq

q

pqqxqqL

q

x
pp

q

qpH

−=−=
∂

∂−=

=
∂
∂

−
∂
∂

∂

∂
−+=

=
∂
∂

∂

∂−
∂

∂−
∂
∂+=

∂
∂

−

=
−

−

∑  

Поскольку верно равенство 0
),...,,(

)(

)(.

=
∂

∂−
sn

n

s
n

x

xxxL
p  (по определению импульса n-го порядка) и на 

основании ранее доказанной теоремы о дифференциальной связи импульсов k-го и (k – 1)-го порядков 

),...,,(
),...,,(

),...,,(
)12(.

1)1(

)(.
)2(. +−

−−

−
−

∂

∂=
kn

i
kik

n
kn

i
kt xxxp

x

xxxL
xxxpD  заключаем, что 

.
1

)(

1
1

)),,...,(,,...,( i
k

i
kti

k

nn

n

ni
k ppD

q

pqqxqqL
p −=−=

∂
∂

−− . 

Утверждение теоремы для случая 2≥≥ kn  доказано. 
Рассмотрим случай 1=k .  

( )_ _ ( ) ( ) ( ).

1 1
( )

1 11 1 1 1

( ) .

1 1 0( )
1 1 1 1 1 1 1

( ,..., , ( ,..., , ))( , ) ( , ,..., )

( ) 0 .

nn s n n s
m m

s n n n
ni i i n s i

s s

n s
m

s i i i
n tn s i i i i i i

s

L q q x q q pH p q x L x x x x
p

q q q q
x

L x L L L L L
p D p p p

q q q q q q
x

= =

=

∂∂ ∂ ∂ ∂= − − =
∂ ∂ ∂ ∂∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − − = − = − = − = − = − = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂

∑ ∑

∑

 



2016                                      ВЕСТНИК ПОЛОЦКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА. Серия C 
 

 132 

При k = 1 из теоремы 2 о дифференциальной связи импульсов k-го и (k – 1)-го порядков 
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THE GENERALIZATION OF THEOREM OF HAMILTON- OSTROGRA DSKY SPECIAL  
IN BUNDLES OF SPEEDS OF ARBITRARY ORDER 

 
S. EHILEVSKY, O. GOLUBEVA, D. PASTUHOV, Y. PASTUHOV 

 

In the work the invariant properties of Ostrogradskii transformation m
n

m
n

L XTXTxF 1212   :)( −− →  are 
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mink ,1,,1 ==  – impulse the k-th order in the i-th coordinate. Ostrogradskii theorem generalizes to the case of 

a non-degenerate system of Euler-Lagrange equations of arbitrary order 0)
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locally equivalent to the canonical system of Hamilton equations. 
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