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Предложен метод нахождения наилучшего приближения плотности распределения Коши в пространстве 

ступенчатых функций на заданном интервале. В данной работе описан метод и алгоритм, заменяющий функ-

цию распределения Коши ступенчатой функцией, являющейся наилучшим приближением плотности распреде-

ления Коши в метрике квадратичного отклонения. По сути получен алгоритм квантования функции плотно-

сти распределения Коши в пространстве ступенчатых функций на заданном интервале. Данный метод и ал-

горитм, отличается от алгоритма квантования Ллойда.  

Ключевые слова: наилучшим приближением функции в метрике квадратичного отклонения, численная ап-

проксимация интегралов с двенадцатым порядком погрешности, алгоритм Ллойда. 

1. Введение 
Новым в данной работе является алгоритм нахождения наилучшего приближения плотности распределе-

ния Коши в пространстве ступенчатых функций на заданном интервале. 
2. Квантование функции плотности нормального распределения в метрике квадратичного отклонения  

Определение. Пусть Nm . Функция )(],[: baRbafm  называется m -кусочно-постоянной на [a,b] , 

если 1 2 1... mx x x      такие что: 

0 1 2 1... m mx a x x x b x       , 
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Множество m  ступенчатых функций ( m  уровней) )(],[: baRbafm   обозначим как ],[ baSm . 

Пусть 2: [ , ] , [ , ] , ( ) 0 [ , ]f a b f C a b f x x a b     , Nm . Для минимизации ошибки квантования тре-

буется в пространстве m ступенчатых функций найти наилучшее приближение Rbahm ],[:  функции 

:[ , ]f a b   в метрике квадратичного отклонения, такое что 2
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Получим явный вид этих уравнений. 

Пусть dyxyfxH

xg

xg



)(

)(

2

1

),()(  Известно, что  

http://www.esa-conference.ru/


2 

 

www.esa-conference.ru 

dy
x

xyf

dx

xdg
xxgf

dx

xdg
xxgf

dx

xdH
xg

xg

 




)(

)(

2
2

1
1

2

1

),()(
)),((

)(
)),((

)(
 

Пусть dxyxfyxxH k

x

x

kkkk

k

k

2
1 ))((),,(

1

 


  Так как 01 

k

k

k

k

dy

dx

dy

dx
 , то 
















 dxyxf
ydy

dx
yxf

dy

dx
yxf

y

yxxH
k

x

x
kk

k
kk

k

k
kk

k

kkkk

k

k

2212
1

1 ))(())(())((
),,(

1

 

)()(0))(()2())(( 1
2

1111





 



kkk

x

x

k

x

x

k

x

x

k

x

x k

xxydxydxxfdxyxfdxyxf
y

k

k

k

k

k

k

k

k

 

2
1

2

11

2

1

12
1

1

1 ))(())(())(())((
),,(

1

kkk

x

x kk

k
kk

k

k
kk

k

kkkk yxfdxyxf
xdx

dx
yxf

dx

dx
yxf

x

yxxH
k

k
























 

При подстановке вместо k  1k  получим  
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Для n+1 ненулевой ступеньки система (1) имеет вид : 
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И содержит 2n+1 уравнений и 2n+1 неизвестных. 
В работе при вычислении интегралов был использован алгоритм для составной интегральной квадратур-

ной формулы с 12 порядком погрешности, когда исходный отрезок интегрирования делится на число частей 

кратное десяти (11 узлов равномерной сетки на каждой части). iC , ix ,r - соответственно веса, узлы и невяз-

ка квадратурной формулы. 
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 (4) 

Интегрируя степенные координатные функции
sz 2
 на каноническом отрезке[-1,1], 100 n  число частей, 

на которое делится отрезок[-1,1], учитывая симметрию весов относительно центрального узла 0z получим: 
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Для канонического отрезка [-1,1] запишем квадратурную формулу в виде эквивалентном (4) 
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Где h - шаг интегрирования, 100 n  число отрезков, на которое делится канонический отрезок [-1,1] и 

каждая часть из k в составной формуле исходного отрезка [a,b] . 

А определённый интеграл на отрезке ],[ ba  отличается от(6) на отрезке [-1,1]длиной интервала в 
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Разбивая канонический отрезок[-1,1] 100 n равных частей (из соображений удобства разбиения), ис-

пользуя симметрию весовых коэффициентов, можно получить решение системы уравнений(5) ( 100 n ), в 

которой 6 неизвестных коэффициентов 0С , 
1С , 2С , 3С 4С , 5С  являются решением системы 612/0 n  

линейных неоднородных уравнений с 11 алгебраическим порядком точности: 
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299376

16067
,

74844
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 , 
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 , 
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5675
 ,
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  ,
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 543210 СССССС  (7) 

Проверим на компьютере, что рациональный вид коэффициентов (7)(символьное решение системы (5) 

для 100 n ) удовлетворяет с двойной точностью(16 значащих цифр). В таблице 1 в левой части указано 

точное значение интеграла 12,0,)(

1

1

 


sdzzsa s
, а справа численное значение правой части уравнений 

системы (5) - )(sb  с использованием значений весовых коэффициентов (7) ( s показатель степенной функ-

ции).  
Таблица 1. Сравнение интеграла от координатной степенной функции и квадратурной интегральной 

формулы 
a(0)=2.0000000000000000 b(0)=2.0000000000000004 
a(1)=0.0000000000000000 b(1)=0.0000000000000000 
a(2)=0.6666666666666666 b(2)=0.6666666666666669 
a(3)=0.0000000000000000 b(3)=-0.0000000000000000 
a(4)=0.4000000000000000 b(4)=0.4000000000000001 
a(5)=0.0000000000000000 b(5)=-0.0000000000000000 
a(6)=0.2857142857142857 b(6)=0.2857142857142858 
a(7)=0.0000000000000000 b(7)=0.0000000000000000 
a(8)=0.2222222222222222 b(8)=0.2222222222222223 
a(9)=0.0000000000000000 b(9)=-0.0000000000000000 
a(10)=0.1818181818181818 b(10)=0.1818181818181819 
a(11)= .0000000000000000 b(11)=-.0000000000000000 
a(12)= .1538461538461539 b(12)= .1554621683809524 
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 Из таблицы 1 видно, что алгебраический порядок точности системы уравнений (5) при 100 n  равен11, 

а порядок погрешности квадратурной формулы 
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равен 12( iС определяются с помощью (7)).  

Из (6) для 100 n  получим составную формулу: 
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в которой весовые коэффициенты iC определяются алгоритмом (9): 
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Методы точных вычислений в стеганогафии описаны также в работах[6-9]. 
Для исследования рассмотренного алгоритма разработана программа, которая позволяет получать поро-

говые уровни и ошибку приближения для различного числа n (таблица 2) с учетом интегральных квадра-
турных формул(8, 9).  

Таблица 2. Результаты исследований ошибки квантования распределения Коши для различного количе-
ства уровней 

n 8 16 32 64 128 
G= dist2 2.26*10-3 6,14 * 10-4 1,61* 10-4 4,51* 10-5 1,41* 10-5 

dist 4,76* 10-2 2,48* 10-2 1,27* 10-2 6,72* 10-3 3,75* 10-3 
 
На рисунке 1 представлен пример квантования функции плотности распределения Коши 
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)1(

1

1

1
)(

22

























 


 bпри a
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a

xf  на основе предложенного подхода в метрике квадра-

тичного отклонения для числа ступеней а)m=10 и б)m=20.(на одну сторону). Полученные значения пороговых 
уровней для n=20(m=10 ступеней): 0; 0.264; 0.387; 0.504; 0.616; 0.729; 0.848; 0.972; 1.113; 1.261; 1.440; 1.632; 1.881; 
2.155; 2.543; 2.986; 3.709; 4.588; 6.527; 9.250 

 

Рис. 1. Результат квантования: а)для m=10; б)для m=20 
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Рис. 3. Уровни квантования для m=10 

 

Рис. 4. График уровней квантования: для m=10 

На рисунке 3,4 приведен результат работы программы для поиска оптимальных уровней квантования 
для числа ступеней m=10  
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