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Аннотация: В работе рассматриваются свойства функций Гамильтона и Лагранжа в координатно -  

импульсном пространстве. Основным полученным результатом является свойство сохранения обобщенной 

энергии ранга n на экстремалях системы уравнений Эйлера-Лагранжа порядка n.Это свойство является 

достаточным, но не необходимым условием сохранения обобщенной энергии ранга n. 
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Введение. 

Гамильтон в 1835 году получил новую форму уравнений движения механических 

систем канонические уравнения Гамильтона.. Полученная система канонических уравнений содержит вдвое 

больше дифференциальных уравнений, чем у Лагранжа, но зато все они первого порядка, (у Лагранжа - 

второго).. Гамильтонова точка зрения позволяет исследовать до конца ряд задач механики, не поддающихся 

решению иными средствами (например, задачу о притяжении двумя неподвижными центрами и задачи о 

геодезических на трехосном эллипсоиде). Еще большее значение гамильтонова точка зрения имеет для 

приближенных методов теории возмущений (небесная механика), для понимания общего характера 

движения в сложных механических системах (эргодическая теория, статистическая механика) и в связи с 

другими разделами математической физики (оптика, квантовая механика и т.п. 

Подход Гамильтона оказался высоко эффективным во многих математических моделях физики. 

Первоначально вариационный принцип Гамильтона был сформулирован для задач механики, но при 

некоторых естественных предположениях из него выводятся уравнения Максвелла электромагнитного поля. 

С появлением теории относительности оказалось, что этот принцип строго выполняется и в релятивистской 

динамике. Его эвристическая сила существенно помогла разработке квантовой механики, а при создании  

общей теории относительности Давид Гильберт успешно применил гамильтонов принцип для вывода 

уравнений гравитационного поля (1915 год).Из сказанного следует, что принцип наименьшего действия 

Гамильтона(и естественным образом связанная с ним система канонических уравнений) занимает место 

среди коренных, базовых законов природы — наряду с законом сохранения энергии и законами 

термодинамики. Представленная работа является продолжением работ авторов  [9, 

10,13,16,17,18,19,20,21,22,23]. 
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Определение 2. Пусть : p
mL T X → ℜ , 
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где k
tD −  оператор  k- кратного полного дифференцирования по времени t,  называется гамильтонианом 

(функцией Гамильтона) ранга n этого преобразования двойственной к функции Лагранжа : p
mL T X → ℜ , а 

также обобщенной энергией системы, состояние которой описывается функцией : p
mL T X → ℜ  в 

локальной системе координат (x) в базе mX  расслоения p
mT X . Имеет место следующая  
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Учитывая определение    ( , , ) max(2 min( , ) , )b n p k p n k p= −  при p n=  получим 



( , , ) ( , , ) max(2min( , ) , ) max(2 , ) 2 , 1 min( , )b n n k b n p n k n n k p n k n n k так как при k p n k n= = = − = − = − ≤ ≤ ⇒ ≤    (6) 

Этот же результат получается из (3)  как  граничный случай, так как из ( ) ( )p n p n p n= ⇒ ≤ ∧ ≥  и ,значит, 

2( ) 2 max(2 , ) max(2 , ) 2 , 1 min( , )p n k n k n k p n n k n n k так как при k p n n= − = − = − = = − = − ≤ ≤ ≤  

Для каждого слагаемого вида 
( ) ( )

, ,

k i k i
i i
k n k np x p x=  – произведения импульса порядка k  на производную того же 

порядка по i-й координате – справедливо max(max(2 min( , ) , ), ) max(2 min( , ) , , )p n k p k p n k p k− = − . Энергия 

системы  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ). .

, ,
1 1 1 1

( , ) ( , , ) ( , ..., ) ( ,..., ) ( , ..., )
n m n mp k i p p k i

i i
n k n k n

k i k i

H L x H L x n L x x x p x L x x p x x x x

= = = =

= = − + = − +∑∑ ∑∑  

будет зависеть от максимального порядка производной- имеем прямую задача на max min :   

1 1 11

( , ) (max(2min( , ) , ) , , ) max (2min( , ) , , ) max (max(2min( , ) , ), ) max ( ( , , ) , )
k n k n k nk n

a n p p n k p k p p n k p k p n k p k b n p k k
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤≤ ≤

= − = − = − = (7) 
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Доказательство Леммы  завершено. 

Замечание 1 Тем не менее , можно всегда считать, что p n≥  , так как при p n<  можно определить 
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                                                                            Постановка задачи. 
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Рассмотрим следующую задачу : при каких условиях имеет ли место сохранение функции Гамильтона на 

экстремалях системы уравнений Эйлера-Лагранжа. Докажем, что при p n≤  имеет место сохранение 

функции Гамильтона на экстремалях системы уравнений Эйлера-Лагранжа,.   Ранее было доказано [16], что 
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Теорема 1 доказана.  
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Теорема 2 доказана. 

Теорема 3  Пусть : p
mL T X → ℜ ,  
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 Теорема 3 доказана. 

Очевидным следствием теоремы 3 является очевидная  
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Замечание 2  : p
mL T X → ℜ ,  

( )
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L x x  – локальная запись функции L  в локальных координатах (x) в 

базе mX  расслоения p
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,то есть на 1 меньше, чем система уравнений Эйлера-Лагранжа и по теореме 4 является интегралом этой 

системы. Теорема 3 сформулирована для  p n≤    .Для обобщения теоремы 3 докажем следующую  
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mL T X → ℜ , 
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Доказательство.  
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Учитывая тождество 
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( )
( ( 1, , )) ( ( , , )). .

1 1

, 1 ( 1)

( ,..., )
( , ,..., ) ( , ,..., ) ( 1) ( ) , 1, , 0,

p
b n p k b n p k

i k n k n k

k n i t n i

L x x
p x x x p x x x D i m k n

x

+
+ − + −

+ +

∂
= + − = =

∂

  (26) 

Подставим (26) в (25): 
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В (27) было использовано: 
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Теорема 5 доказана. 

Теорема 3 сформулирована для1 p n≤ ≤ . Обобщением теоремы 3 для  любого p∈� является 

Теорема 6 Пусть : p
mL T X → ℜ ,  
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порядка(функциональная часть системы уравнений Эйлера-Лагранжа порядка n  

Доказательство. Проведем методом математической индукции по n .    
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По теореме 1   
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База индукции доказана. Индуктивный переход.  Пусть утверждение справедливо для n ∈�  : 
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Докажем, что 
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ABOUT INTEGRALS OF GENERALIZED ENERGY AT THE EXTREMALS  

OF THE EULER-LAGRANGE EQUATION SYSTEM 
 

 

Y. PASTUKHOV, D. PASTUKHOV 

The paper considers the properties of the Hamilton and Lagrange functions in the coordinate - momentum space. 

The main result obtained is the property of conservation of generalized energy of rank n on the extremals of the 

system of Euler-Lagrange equations of order n. This property is a sufficient but not necessary condition for the 

conservation of generalized energy of rank n. 

Keywords: Hamilton function, variation problem, fiber space of velocities,, Euler-Lagrange equations, smooth 

manifolds, energy tensor, tensor of generalized momentum, non-degenerate function. 
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