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УДК 517.51 

Наилучшее приближение ступенчатыми функциями в метрике 
квадратичного отклонения для плотности распределения Лапласа 

Пастухов Ю.Ф., Пастухов А.Ю., Пастухов Д.Ф. 

Предложен метод нахождения наилучшего приближения плотности для монотонно-убывающих функций 
в пространстве ступенчатых функций в метрике квадратичного отклонения на заданном интервале и при-
менен для плотности распределения Лапласа. Работа может быть полезна для специалистов по цифровой 
обработке сигналов. 

1. Наилучшее приближение(квантование) функции в метрике квадратичного отклонения  
Определение. Пусть . Функция называется -кусочно-постоянной на , если 

 такие что: ,   

. 

Множество  ступенчатых функций (  уровней)  обозначим как . 
Пусть , . Для минимизации ошибки квантования требуется в про-
странстве ступенчатых функций найти наилучшее приближение  функции  в мет-
рике квадратичного отклонения, такое что . С учетом этого, расстояние 

оценивается как: 

 

Пусть ступенчатая функция  равна константе на отрезке , при этом функция 
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   описывает квадрат отклонения ступенчатой функции 

 от функции нормального распределения . Необходимое условие экстремума функ-
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Отсюда следует :  
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Для n+1 ненулевой ступеньки система (1) имеет вид : 
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И содержит 2n+1 уравнений и 2n+1 неизвестных. 
В работе при вычислении интегралов был использован алгоритм для составной интегральной квадратур-

ной формулы с 16 порядком погрешности, когда исходный отрезок интегрирования делится на число частей 
кратное четырнадцати (15 узлов равномерной сетки на каждой части). 

iC , ix , r - соответственно веса, узлы и 

невязка квадратурной формулы. 
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Интегрируя степенные координатные функции sz 2  на каноническом отрезке[-1,1], 
0

14n   число частей, на 

которое делится отрезок[-1,1], учитывая симметрию весов относительно центрального узла 0z  получим: 
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Для канонического отрезка [-1,1] запишем квадратурную формулу в виде эквивалентном (4) 
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Где h – шаг интегрирования, 
0

14n   число отрезков, на которое делится канонический отрезок [-1,1] и 

каждая часть из k в составной формуле исходного отрезка [a,b] . 
А определённый интеграл на отрезке [ , ]a b  отличается от(6) на отрезке [-1,1] длиной интервала в 
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   раз, используем замену переменных и формулу(4) 
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Разбивая канонический отрезок[-1,1] 
0

14n  равных частей (из соображений удобства разбиения), исполь-

зуя симметрию весовых коэффициентов, можно получить решение системы уравнений(5) ( 140 n ), в которой 

6 неизвестных коэффициентов
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нейных неоднородных уравнений с 15 алгебраическим порядком точности: 
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Проверим на компьютере, что рациональный вид коэффициентов (7)(символьное решение системы (5) для

0
14n  ) удовлетворяет с двойной точностью(16 значащих цифр). В таблице 1 в левой части указано точное 

значение интеграла 
1

1

( ) , 0,16
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a s z dz s



  , а справа численное значение правой части уравнений системы (5) - 

( )b s  с использованием значений весовых коэффициентов (7) ( s показатель степенной функции).  

Таблица 1. Сравнение интеграла от координатной степенной  
функции и квадратурной интегральной формулы 

a(0)=2.0000000000000000 b(0)=2.0000000000000009 
a(1)=0.0000000000000000 b(1)=0.0000000000000001 
a(2)=0.6666666666666666 b(2)=0.6666666666666665 
a(3)=0.0000000000000000 b(3)=0.0000000000000000 
a(4)=0.4000000000000000 b(4)=0.4000000000000000 
a(5)=0.0000000000000000 b(5)=0.0000000000000000 
a(6)=0.2857142857142857 b(6)=0.2857142857142856 
a(7)=0.0000000000000000 b(7)=0.0000000000000000 
a(8)=0.2222222222222222 b(8)=0.2222222222222221 
a(9)=0.0000000000000000 b(9)=0.0000000000000000 
a(10)=0.1818181818181818 b(10)=0.1818181818181817 
a(11)=0.0000000000000000 b(11)=0.0000000000000000 
a(12)=0.1538461538461539 b(12)=0.1538461538461538 
a(13)=0.0000000000000000 b(13)=0.0000000000000000 
a(14)=0.1333333333333333 a(14)=0.1333333333333333 
a(15)=0.0000000000000000 b(15)=0.0000000000000000 
a(16)=0.1176470588235294 b(16)=0.1179107308149041 
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Из таблицы 1 видно, что алгебраический порядок точности системы уравнений (5) при
0

14n   равен 15, а 

порядок погрешности квадратурной формулы 
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в которой весовые коэффициенты 
i

C определяются алгоритмом (9): 
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Методы точных вычислений в стеганогафии описаны также в работах[6-9]. 
Для исследования рассмотренного алгоритма разработана программа, которая позволяет получать поро-

говые уровни и ошибку приближения для различного числа n (таблица 2) с учетом интегральных квадратурных 
формул(8, 9).  

Таблица 2. Результаты исследований ошибки приближения плотности  
распределения Лапласа для различного количества ступеней 

n 8 16 32 64 128 
G= dist2 1.032*10-3 2,72* 10-4 6,78* 10-5 2,01* 10-5 5,05* 10-6 

dist 3,21* 10-2 1,65* 10-2 8,23* 10-3 4,48* 10-3 2,25* 10-3 
 
На рисунке 1 представлен пример приближения функции плотности распределения Лапласа 

1
( ) e  1 , 0 ( ) e  

2 2

x x
f x при f x

  
      

 на основе предложенного подхода в метрике квадратичного от-

клонения для числа ступеней а)m=10 и б)m=20.(на одну сторону). Полученные значения пороговых уровней 
для n=20(m=10 ступеней): 0 ; 0.075 ; 0.156 ; 0.239 ; 0.331 ; 0.424 ; 0.528 ; 0.635 ; 0.756 ; 0.881 ; 1.025 ; 1.175 ; 1.352 ; 
1.541 ; 1.774 ; 2.027 ; 2.365 ; 2.747 ; 3.371 ; 4.160 

 

Рис. 1. Результат квантования: а) для m=10; б) для m=20 
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Рис. 3. Уровни квантования плотности распределения Лапласа для m=10 

 

Рис. 3. График уровней квантования: для m=10 

На рисунке 3 приведен результат работы программы для поиска оптимальных уровней квантования для 
числа ступеней m=10  
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