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Исследован закон преобразования компонент импульсов порядка 0k   ранга  n   при замене 

координат в базе 
m

F  расслоения    
n

r m
T F - они преобразуются как тензор типа (0,1)  ( ковектор ) .   
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Введение. 

Вариационное исчисление является одним из старейших и богатых содержанием и приложениями 

разделов математического анализа. Вариационные задачи (например, изопериметрические) рассматривались и в 

древности, но исследовались геометрическими методами. Поэтому началом зарождения вариационного 

исчисления можно считать работу Ферма 1662 г., в которой аналитическими методами исследована задача о 

распространении света из одной оптической среды в другую и о преломлении света на границе двух сред. Далее 

аналогичные (но  более общие) вариационные задачи исследовались Ньютоном (задача о наименьшей 

поверхности вращения - в 1685 г.), Д. Бернулли (задача о брахистохроне) и др. 

            В 1696 г. И. Бернулли сформулировал и опубликовал математическую проблему с предложением для 

математиков своего времени заняться ее решением. В задаче о брахистохроне требовалось найти форму 

гладкой кривой, соединяющей две точки так, чтобы материальная точка, двигаясь по ней без трения под 

действием силы тяжести, прошла участок между этими точками за минимальное время. Задача была решена 
крупнейшими учеными того времени – Я. Бернулли, Г. Лейбницем, Г. Лопиталем и И. Ньютоном. Свои 

подходы к решению этой задачи предложили Л. Эйлер и Ж. Лагранж, что привело к рождению вариационного 

исчисления. Эти решения наметили многие направления будущей общей теории. И. Бернулли исходил из 

оптико-механических аналогий, Я. Бернулли применил принцип Гюйгенса, Г. Лейбниц решил задачу, заменяя 

кривую ломаными, заложив тем самым основу прямым методам в вариационном исчислении.  

       Фундаментальность законов сохранения заключается в их универсальности. Они справедливы при 

изучении любых физических процессов (механических, тепловых, электромагнитных и др.). Они одинаково 

применимы в релятивистском и нерелятивистском движении, в микромире, где справедливы квантовые 

представления, и в макромире, с его классическими представлениями. Дифференциально-геометрическое 

рассмотрение импульса-энергии в физической и математической  постановке изложен  в литературе [1-8,11]. 

Свойства тензора энергии-импульса при простейших линейных преобразованиях координат – времени 
объясняет  законы сохранения импульса в макроскопической системе. Но тензор энергии-импульса в 

дифференциальной форме является инвариантным относительно произвольного невырожденного 

преобразования координат,  что приводит к локальным законам сохранения энергии-импульса, например, в 

физике элементарных частиц. Функция Лагранжа определяет некоторую вариационную задачу, например, 

минимизацию интеграла действия в механической системе и динамику этой системы (уравнения Эйлера-

Лагранжа). Если интегрант (подынтегральная функция в простейшей вариационной задаче) вырожден  

относительно переменных времени либо координат, то это вырождение приводит соответственно к закону 

сохранения энергии либо импульса относительно данной координаты. Задача Лагранжа содержит также 

уравнения связи (ограничения на краевые условия неизвестной функции). Переменные в уравнениях связи 

могут содержать производные выше второго порядка по времени от координат. Эти производные неявно входят 

в функцию Лагранжа, зависящую от ограничений. Поэтому рассмотренная задача актуальна в робототехнике, 
где перемещение механизмов могут иметь старшие производные по времени. Представленная работа является 

продолжением работ авторов  [9, 10,13,16,17,18,19,20,21,22,23,24,27,28]. 

 



 

Постановка задачи и основные определения. 
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 . Далее следует обобщение определения обобщенного импульса для многомерной 

вариационной задачи. 
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нуль-импульс (функционал в  уравнении Эйлера-Лагранжа в многомерной вариационной задаче).  
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Вначале сформулируем и докажем утверждения при 1r   
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Доказательство проведем методом математической индукции. База индукции 1k  
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Индуктивный переход. 
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. Теорема 1 доказана. 
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При pk  доказательство проведем методом математической индукции. База индукции pk   

По Теореме 1, имеем        




















 )),...,,(
)(

(
),...,,(

)1(_

1

)(
_

)()(

)(

)( km

l

lk

l

i

jpjp

k

ik

xxxfx
x

xx

xx

xxxx
 

( ) ( 1)_ _ _ _

( ) ( )
1 1

1,( ) ( , ,..., ) ( ) ( )
( )

0,

k l k

i i i
m m

l l

j jl k j k j l j
k k

j lx x x f x x x x x x x

j lx x xx x



 

    
        

    

 символКронекера  

База индукции доказана.  Индуктивный переход. Пусть утверждение теоремы справедливо при pk   

Введем функции ),...,,(),...,,(

)(

)(

)( k

ik

k

i

k xxxxxxxF


 , 

lsm

l

k

s
ls

i
ki

kt
ik

t

ik

x

x

F
FDxDx

)1(

1 0
)(

)(
)1(

)(



 









. 






























 

 



 




 )()(
),...,,(

)(

)1(

)(

)1(

1 0
)()(

2)1(

1 0
)()()(

)(

)1(

jp

ls

ls

i

k

lsm

l

k

s
lsjp

i

k

lsm

l

k

s
ls

i

k

jpjp

l

ik

x

x

x

F
x

xx

F
x

x

F

xx

xxxx
 

= jp

i
k

lsm

l

k

s
jpls

i
kl

j
s
pls

i
k

lsm

l

k

s
lsjp

i
k

x

F
x

xx

F

x

F
x

xx

F
)1(

)1(

1 0
)()(

2
1

)(

)1(

1 0
)()(

2

)()(




 





 


















                              (9) 

По предположению индукции
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Учитывая (11) и (12)  получим выражение для  (10): 
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Теорема 2  доказана. 

 

Обобщением теоремы 2 в многомерном случае является  
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Доказательство. Проведем по индукции по  индексу r  расслоения 
n

r
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Индуктивный переход:. Пусть утверждение теоремы справедливо при всех значениях индекса от 1 до r  

включительно 

( )

1
1

1
1

(1) (| |)
( )

...
1 1 1

( ) ( )

...

( ) !( ( )) , , ! ! ,( , ,..., ) ( ( ))
! ( )!

0, :

, 1,
il i

l lr
r

s sr
r

i i

i lr ril s l s sl i i
x x l t l ij

i i k
s j s j j

x x

i i

f f lf f C D C l l kf f f f f f
s l sf

f f f
l s i l s

l s l s i r


  



                  


 
 



 





 
 

1, , 1,( )
( ),

0, :

i

l s l s l i i

s l x sj

i i

l s l s i rf f
C D

l s i l sf


     

    
     1 1 1

!
,

!( )!
i i

i i

r r r
l ss i

s l l
i i i

i i i

l
C C

s l s  

     


    (15) 
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  (20)        Теорема 3 доказана. 

Теорема 4 (Тензор Эйлера-Лагранжа, закон преобразования импульсов при замене системы координат в базе 

m
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Функция : ( ) ( )f f f f -гладкая замена в базе многообразия 
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преобразуются как  тензор типа (0,1) (ковектор): 
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который назовем тензором Эйлера-Лагранжа . 
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Подставляем левую часть (26) (преобразованную левую часть (24))   в (23): 

1

( )

| |

0,

0

,

| |

( ,..., )
( 1) ( )

r
s

n

n
s s

x

j

x

s s

r jn
p

L f f
D

f




 







1 1

( )

| |

1
| | 0 | | 0

(
(

( ),..., ( ))
(

(
1) ( )

)
)

r r
l

n

s

i

l s l s

s

n m n
s

x i
i

s s l l

l j

x

x

L f f

f

f f
C D

f
D

f

f

 
 


   



 








  


 

1 1 1 1

1

( ) ( )

| | | |

1
0 0 0 0

( ) ( )
( )) (

( ( ),..., ( )) ( ( ),..., ( ))
( )1) ( 1) )( (

r r r r
l l

n n

s s s s

x xi i

s l s lx l

i i
m n n n n m

l s l s l s l s

s l x s l xj j
i i

s l s x

L f f f f L f f f f
D

f f f f
C D C D

ff
D

ff
   

   

 

 

 
      

 
  

 
 


  


  

 
                

                      

1 1

( )

|

1
0 0

| ( ( ),..., ( ))
( 1) (

( )
( )))(

r r
l

j

n

s s

xs i
i

s l

i
n n m

l s l s

l x

l xs

L f f f f
DD

f

f f
C

f
 

 






  









                  (27) 

По теореме Лейбница  
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(29) доказывается индукцией по  по индексу r .База индукции 1r   есть –это формула Лейбница 
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Подставляем в (31) очевидное тождество   
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В последней сумме в (33) сделаем замену , 0,l s u k s u l u k s u k           
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(35) следует  из  следующих  очевидных   преобразований          
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-символ Кронекера  (36)                                            
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Подставляем (37) в  (34) :  
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Где функция 
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  равна 1 только при l u ,  преобразуем (40)  
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   (41) 

Теорема 4 доказана. Таким образом,  получено обобщение основного результата работы авторов  [10] ,в 

которой этот результат был доказан   при 1r   в  расслоении скоростей 
n

m
T X . 

В данной работе результат был сформулирован и доказан для  r N   в расслоении 
n

r m
T F   конечного 

порядка n индекса r - многомерное уравнение Эйлера-Лагранжа(0-импульс) преобразуется как тензор типа 

(0,1) –ковектор при замене координат в базе 
m

F  расслоения 
n

r m
T F . 
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EULER-LAGRANGE TENSOR IN A BUNDLE 
n

r m
T F  . 

(CONVERSION OF MULTI-DIMENSIONAL GENERALIZED 0-IMPULSE) 

Y. PASTUKHOV, D. PASTUKHOV  

(POLOTSK STATE UNIVERSITY) 

The paper introduced the concept of the generalized pulse  rank n      
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Studied the law of transformation of order 0k     component pulses rank n    at change of coordinates in the 

base 
m

F   of the bundle 
n

r m
T F - they transform as a tensor of type (0,1) (covector). 
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Key words: Euler-Lagrange equations, smooth manifolds, fiber space of velocities, momentum of the system, 

geometry of differential equations. 
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