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УДК 514  

Тензор Эйлера-Лагранжа в расслоении 𝑻𝒓𝒏𝑭𝒎 
(преобразование многомерного обобщенного 0-импульса) 

Пастухов Ю.Ф., канд. физ.-мат. наук, доц.; 
Пастухов Д.Ф., канд. физ.-мат. наук, доц.  

Полоцкий государственный университет 

Аннотация .В работе введено понятие многомерного обобщенного импульса ранга    
  

Исследован закон преобразования компонент импульсов порядка  ранга  при замене координат в базе 
 расслоения - они преобразуются как тензор типа (0,1) ( ковектор ).  

    

Ключевые слова: уравнения Эйлера-Лагранжа, гладкие многообразия, расслоенное пространство скоро-
стей, импульс системы, геометрия дифференциальных уравнений. 

Euler-Lagrange tensor in a bundle 𝑻𝒓𝒏𝑭𝒎 
(conversion of multi-dimensional generalized 0-impulse) 

Pastukhov Y., Pastukhov D. 
Polotsk state university 

The paper introduced the concept of the generalized pulse rank   
   

Studied the law of transformation of order  component pulses rank  at change of coordinates in the base 
 of the bundle - they transform as a tensor of type (0,1) (covector). 

    

Keywords: Euler-Lagrange equations, smooth manifolds, fiber space of velocities, momentum of the system, geome-
try of differential equations. 

Введение. 
Представленная работа является продолжением работ авторов [1,2,4,7,8,9,10,11,12,13,14,16]. 
Постановка задачи и основные определения. 
Пусть  - гладкое многообразие размерности . - гладкое расслоенное пространство струй по-

рядка n ( -струй)с началом в  и концом в многообразии . В локальных координатах  в  и  в 

 струя имеет вид  ,  Множество 

струй  многообразия  образует расслоенное над базой  пространство 

.  назовем расслоением скоростей порядка  индекса .  
-гладкая функция в точке  , .  

В локальных координатах  

 , . Далее следует обобщение определения многомерного обобщенного импульса. 

Определение 1.Система функций  с мультииндексом  
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 , , , ,   

называется обобщенным импульсом ранга n для функции , где 
- локальная запись функции  при выборе локальных координат  в базе  расслоения . 

Функция  называются ( ) 

компонентой обобщенного импульса  ранга  по ой координате или импульсами порядка  ( -им-
пульсами) по ой координате обобщенного импульса  ранга . При 

 в локальных координатах  в 

базе  расслоения   

   (3) 

нуль-импульс (функционал в уравнении Эйлера-Лагранжа в многомерной вариационной задаче).  
 

=  

 ,  

Теорема 1 Пусть , , - невырожденное преобразование координат в базе глад-
кого многообразия  расслоения скоростей порядка , , тогда для 

,   

 

   

(4) 

 

 

Теорема 5 (Тензор Эйлера-Лагранжа, закон преобразования импульсов при замене системы координат в 
базе  расслоения  ). Пусть  - гладкая функция.  

Функция -гладкая замена в базе многообразия  расслоения . 
Тогда -импульсы ранга  (функционалы в многомерной системе уравнений Эйлера)  

 преобразуются как ковектор (тип(0,1) ) 

  ,   (5) 

который назовем тензором Эйлера-Лагранжа. 
Доказательство. По определению многомерного обобщенного импульса  
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   (8) 

 По теореме 1  

   (9) 

Подставляем в (8) правую часть (9): 
 

    (10) 

Подставляем левую часть (10) (преобразованную левую часть (8)) в (7): 
 

  

     (11) 

По теореме Лейбница     (12) 

   (13) 

(13) доказывается индукцией по индексу . База индукции  есть –это формула Лейбница 
По предположению индукции и теореме Лейбница получим 

 

    (14) 

 , ,  

 . По теореме Лейбница(одномерный случай  ) 

   (15) 

Подставим(15) в (14): 
    (16) 

  

 

  (17) 

и (12),(13) доказаны. Поставляем (12) в (11) и учитывая (13) для : 
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    (18) 

    (19) 

Подставляем в (19) очевидное тождество  (20) ,которое следует из определения  

 

 ,  получим 

 

 

 

   (21) 

В последней сумме в (21) сделаем замену  

  (22) 

Пусть , преобразуем (22):  

  (23) 

(23) следует из следующих очевидных преобразований  

 

  

и (23) доказано. 

-символ Кронекера (24) 

Подставляем (24) в (23) получим: 
   (25) 

Подставляем (49) в (46) :  

1 1

(

1
0 0

)

| | ( ( ),..., ( ))( 1) ( ( ( )( )))
r r

l

in n ml s l s
s

s

n

s s
xl x

l
j

l
i

s x
i

L f ff fC D
f

f fD
f

a a
a= a=
=

-

=
= ==å å

¶
j =å

¶

¶
-

¶
å å

1 1

( )

| |

0,1
0 0

( ( ),..., ( ))( 1) ( ( ( )( ( )( ) )) )
r r

l

in n ml s l s
s l x j

s

i
s l

n

s u u s u
s x xi

u u s
s l x

f fC L f f f fC D D D
ff

a a
a= a=

-

=

-

=
=

=
= £

=å å

¶
= j =

¶
åå

¶
å - å

¶

1 1

( )

| |

01
0

,
0

( )( ) )( )( ( ),..., ))( 1) ( ( ( )
r r

l

n
ss u u

s x i

in n ml s l u
s l

u
x

x j
i

s l
u s

s l

f fC D
f

L f f f fC D
f

a a
a= a=

=

-

=
=

= £
= =å å

¶
= j =

¶
åå

¶
å - å

¶

1 1
0

( )

|

1

|

0
0

( ( ),..., (1 ( )(( ) ))) )) ( ( ( )
r r

l

n
s

s s u u
u s x i

u
s l x

in n ml s l u
s l x j

i
s l

f fC D
f

L f f f fC D
f

a a
a= a=

-

=
== = =

=
å å

¶
= jå å å

¶
- jå

¶ ¶
s u u s u
l s l l uC C C C -

-=

1 1 1 1

! ! ! ! ( )!
!( )! !( )! ( )! !( )! !( )! ( )!( )!

r r r r
s u i i i i i i
l s

i i i ii i i i i i i i i i i i i i i i i i

l s l l l uC C
s l s u s u l s u s u u l u l s s u= = = =

-
= = = =Õ Õ Õ Õ

- - - - - - -

1 1 1 1

! ( )!
!( )! ( )!( )!

i i i
i i i

r r r ru s u u s ui i i
l l u l l u

i i i ii i i i i i i

l l u C C C C
u l u l s s u

- -
- -

= = = =

-
= = =Õ Õ Õ Õ

- - -
1l

s
s
u l s uj = Û³ ³ ³j

1 1

( )

1

| |

0
0

0

( ( ),..., ( ))( ( ( )( ) )) ( ) )1 (
r r

l

n
s

s s u u
u s x

in n ml s l u
s l x j

x
i

l
i

u
ss l

L f f f fC D
f

f fC D
fa a

a= a=

-

=
=

= = =
=

å å

¶
j =

¶
å å

¶
- jåå

¶

1 1

( )

1
0 0

| |

0

( ( ),..., ( ))( 1) ( ( )( ) ))( ( )
r r

l

n
s

s s u u
u s

in n ml s u l u
s l u x j

i
x i

u
s l xs l

f fC D
f

L f f f fC D
f

a a
a= a=

- -
-

=
== =

=
=å å

¶
= j =å å

¶
- jå

¶
å

¶

1

1 0, 0
0

( )

( ( ),..., ( ))( ) ( )( ) (( 1) )
r

l

i
sm n l sl u l s u

x s l uj
i u u l

l
u

n
l

u u
l x ui

l x

L f Df
f

f f
f

f fC D C
a

a=

- -
-

= ==
==

£
å

¶
= - j =å å å

¶

¶
jå

¶

1

,

( )

1 0
0

( )( ) (( ( ),..., ( ) )( ( 1)))
r

l

n

u u
l x i

l s u
l

im n l sl u s u
x l uj

u u l
x

i
l

f fL f f f fC D
f

D C
fa

a=

³

- -
-

= = £ ³
= =å

¶
= -åå å

¶

¶
¶

å

, 0,l s u k s u l u k s u k³ ³ = - Þ - ³ ³ = +

0 0 0
( 1) ( 1) ( (( 1) 1) ( 11) )s s u k u k ks u s u s u k k

l u l u l u l u l u

l l u l u l uu

l s u s u k k k
C C C C C+ +- - -

- - -

- - -

³ =
- -

³ = = =
= -å å å å å- - = - = - = - =

0
1( 1) ( ) k

l

u

uu
l

k

kC -

-

=
= -- å

1, ( ,.... ), 0, 1,r il u a a a a a i r- = = ³ =

1
0

1

0 0 1 1. 0.. 0
( 1) ( 1) (( 1) ( 1) ( 1) (( 11 ) )) 1

j

r
a ki

r
j

j j j j

j j
j

i

k ar rk k kk kk k
l u a a a

kj

l u a au u u u

k k k k j
C C C C=

³ ³

-

= = = =
-

== =

å
- = - = - - =å- - - = -Õå åå Õ

1
0

1

. 1.. 0
( 1)( 1)

r
a ki i

r
j

j j

j

au k

k k

k r

a
j
C=

³ ³
== =

å
- =Õ- å

1

1 1 1
0 0 0

1
1.. 1 .

1 ...

1. 0 ... 0 .. 0
( 1) ...( 1) ( 1) ( 1) ..1 .( 1) ( )j j j

rr r
a k a k a k

j

i i i i

r r

i

r
j r

i

r rk k kk k k k k k
a a a a

j

a a au u

k k k k j k k
C C C C

³ ³ ³ ³ ³ ³
= = = = = =

+

= =
= - - =- - = - = -Õ Õå å å

1

1
1
1

2

2 1 ..

0 0

.

0
... ( 1) ...

r
r r

r
r

a a a
k k k

k
a

k k

k
aC C+

= = =
- =å å å

1 2
1 1 2 2

1 2
1 20 0 0 01

1( .1) (( 1) ( 1 . 1)) . ( ) ( 1)
jr j jr r

r j
r j

aa a a r k kk k k k k k
a

u
a a a

k

u

k k kj
C C C C

= = = ==
- - - = -å å-å- Þå Õ

1

1
0

... 0 01 1
( 1) (( 1) ( ) 1)1

r
j j

j j j

jr
a

j

ki i

j

j

au u k
k ar rk k

a a
kjk jk

C C
³

=

³
== == =

å
Þ - -å - = -åÕ Õ

0 0
0

0

0
0

1 ( 1) , 0 1, 0 1, 0
( 1) ,

0, 0 0, 00 ( 1) (1 1) 0, 0
j

j j
j

j jj j j
j

j
j

ja j jk k
a

a a jk k a
k j ja j

k

C a a a
C a Z

a aC a +
=

=

ì = - = = =ì ìï ï ï- = = = d = Îå í í í> ¹= - = - = >å ï ïï î î
î

0

0 0

01 1

1, 0 1, 1, 0 1, 0
( 1) ( 1)

0, :
( 1)

0 0, 0 0, 0

j
j j

j j
j

r rar rk k j k k
a a a l ur rkj j

j

l uu

k

a j r a Z a Z
C C

j a a Z a Z

-

=

+ +
-

== =
+ +

ì Û = = ì ì= Î = Îï ï ï- = d = = = = d = -åÕ Õ í í í
$ > > Î ¹ Îïî

- å
ïï îî



5 
www.esa-conference.ru 

    (26) 

Где функция       (27)  

Подставляем (26) в (21) :  
 

   (28) 

 

 

Теорема 2 доказана. Результат является обобщением работы авторов [2] для . 
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