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О НЕКОТОРЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ АНАЛОГА ТРЕТЬЕГО 

И ПЯТОГО УРАВНЕНИЙ ПЕНЛЕВЕ В СИММЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЕ 

 

А.А. ГРИГОРЬЕВ  

(Белорусский государственный университет, г. Минск) 
 

Изучается система обыкновенных дифференциальных уравнений, которая может быть рас-

смотрена как аналог третьего и пятого уравнений Пенлеве в симметрической форме более высокого 

порядка. Рассмотрены различные формы записи этой системы и приведены соответствующие им пре-

образования Бэклунда. Для данной системы указаны случаи значений параметров, в которых удается 

найти общее решение или некоторые первые интегралы. Найдены стационарные решения и условия их 

существования. Показано, что решения аналогов пятого уравнения Пенлеве в окрестности нуля и бес-

конечности могут иметь полюса любого порядка, а решения аналогов модифицированного пятого урав-

нения Пенлеве не могут иметь полюсов порядка выше первого. Изучена структура рациональных реше-

ний и найдены необходимые и достаточные условия их существования. 
 

Введение. В данной статье рассматриваются свойства иерархии систем уравнений, являющихся 

обобщениями высших порядков третьего и пятого уравнений Пенлеве. Третье  
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и пятое уравнение Пенлеве [1]:  
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где , ,  и  – произвольные комплексные постоянные, были найдены в начале ХХ века как уравнения с 

решениями без критических подвижных особых точек, решения которых не могли быть выражены через 

элементарные и известные специальные функции. В настоящее время известно, что к данным уравнениям 

можно прийти при рассмотрении задач распространения волн на мелкой воде [2], уравнений типа синуса 

Гордона [3], некоторых случаев уравнений типа Эйнштейна [4], уравнений Максвелла – Блоха взаимо-

действия когерентного излучения с веществом [5] и других нелинейных задач. Более подробное рас-

смотрение свойств данных уравнений, а также их решений приведено, например, в [6]. 

Отметим, однако, что данные уравнения допускают решения с критическими особыми точками, 

которые являются неподвижными, т.е. их положение не зависит от произвольных постоянных интегри-

рования. В связи с этим рассматривается также модифицированное третье уравнение Пенлеве:  
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и модифицированное пятое уравнение Пенлеве:  
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которые получаются при замене = etz  соответственно в уравнениях (1) и (2). Для данных уравнений 

показано в [7, 8], что все его решения являются мероморфными функциями в комплексной плоскости 

или могут быть продолжены до них. 

М. Ноуми в работах [9, 10] предложил следующую систему уравнений в качестве симметрической 

формы записи пятого уравнения Пенлеве:  
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Здесь )(= tff ii
, а постоянные комплексные параметры таковы, что 

3

=0
= 0.i

i
h    

М. Ноуми в [10] рассматривает лишь случай = 1/2   в уравнении (2). Мы покажем, как система (5) 

приводится к более общему случаю пятого уравнения Пенлеве (2), а также в двух случаях – к третьему 

уравнению Пенлеве (1). 
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Отметим предварительно, что при замене переменных = , =t ht f h f  в системе (5) мы вновь 

получим систему вида (5), но для 1=h . Поэтому с самого начала, не ограничивая общности, можно 

рассматривать лишь случай 1=h . Введём замену = e .tz  Получим  

0 0 1 2 2 3 2 0 0 2 1 1 2 3 3 0 3 1 1 3

2 2 3 0 0 1 0 2 2 0 3 3 0 1 1 2 1 3 3 1

' = ( ) (1/2 ) , ' = ( ) (1/2 ) ,

' = ( ) (1/2 ) , ' = ( ) (1/2 ) ,

zf f f f f f f f zf f f f f f f f

zf f f f f f f f zf f f f f f f f

       


       
         (6) 

где )(= zff ii
. Данная система имеет два первых интеграла: 0 2 0=f f С z  и 1 3 1=f f С z . С помощью 

этих соотношений исключим 
2f  и 

3f . Имеем  
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 Первое из уравнений линейно по 
1f , поэтому можно выразить 

1f  и подставить его во второе 

уравнение. Если 00 C , то после замены 
w

zC
f

1
= 0

0
 придём в точности к (2) с параметрами:  

2 2 2 2
0 2 0 1 1 3 0 1= /2, = /2, = ( ), = /2.С С С С                                              (8) 

 В случае же когда 0=0C , приходим к (1) относительно )(0 zf  с параметрами:  

2
1 1 3 1= ( );  = 0;  = ;  = 0.С С                                                       (9) 

Таким образом, имеем три случая: 1) при ненулевых постоянных 0С  и 1С  все решения 
if  системы (5) 

выражаются через решения пятого уравнения Пенлеве; 2) при 0 = 0С  и 1 0С   все
if  с четными 

индексами выражаются через решения третьего уравнения Пенлеве, а с нечетными – через решения 

пятого уравнения Пенлеве; 3) при 0 1= = 0С С  все решения 
if  системы (5) выражаются через решения 

третьего уравнения Пенлеве. 

Вернёмся к системе (5). Известно, что данная система допускает преобразования Бэклунда, составля-

ющие расширенную аффинную группу Вейля порядка 3, состоящую из операторов si: 
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где /4i , и оператора циклической перестановки индексов , действующего также в группе /4 . 

Рассматривая все нечетные порядки, которые больше трех, в [9] вводится иерархия аналогов (5) 

высших порядков:  
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где )(= tff ii
.  

В такой записи системы предполагается, что все индексы выбираются из группы  2)/(2 n .  

К примеру, при 1=n  получим систему (5), а при 2=n  первое уравнение данной системы будет иметь вид:  
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 Кроме того, из условия получения системы (11) следует, что = 0i h  . Отметим вновь также, 

что система (11) является инвариантной относительно преобразования: 

  2
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 Таким образом, как и ранее, без ограничения общности можно рассматривать лишь случай 1=h . 

И, наконец, для данной системы очевидны два первых интеграла:  
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Для данной иерархии систем уравнений в [9] рассмотрена структура Пуассона, найден гамильтониан, 

найдено представление в билинейной форме через τ-функции. В [10] предложен алгоритм построения 

пары Лакса. В этой работе мы изучаем структуру и свойства решений данной системы при 2=n , с целью 

проверить, сохраняются ли аналогии в аналитических свойствах решений. В случае положительного 

результата можно будет пытаться обобщить это исследование на произвольное натуральное n . 

Прежде чем приступить к рассмотрению решений, введем в систему (11) две замены переменных. 

После замены зависимых переменных 
/2( ) = e ( )t

i if t f t
, убирая тильды, имеем  
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              (15) 

и далее при замене независимой переменной = etz в (15) система примет вид:  
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 После данных замен мы потеряли стационарность систем и их преобразований Бэклунда. С другой 

стороны, в уравнениях пропало слагаемое 2/if , и первые интегралы приняли наиболее выгодный вид  

0 2 4 0 1 3 5 1= ;  =f f f С f f f С                                                       (17) 

для обеих систем (15) и (16).  

Введем следующие обозначения:  
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                    (18) 

Это существенно упростит запись: с учетом известных интегралов (17) системы (15) и (16) можно 

записать следующим образом: 
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Такая запись является оптимальной в следующем смысле: при аналогичных заменах в исходной 

иерархии (11) при 1=n  получаются системы уравнений, решения которых алгебраически выражаются 

через решения соответствующих случаев уравнений Пенлеве. А сами эти случаи определены явно за-

данием констант 0С  и 1С  в самих уравнениях. Действие преобразований Бэклунда (10) на переменные 
if  в 

данном случае примет вид:  

- для системы (19): 

 ( ) = ; ( ) = , ( = 1); ( ) = , ( 1);
e

i
i i i i j j i j jt

i

s f f s f f j i s f f j i
f


                           (21) 

 - для системы (20):  

( ) = ; ( ) = , ( = 1); ( ) = , ( 1).i
i i i i j j i j j

i

s f f s f f j i s f f j i
z f


                               (22) 

Обратим особое внимание, что величины 0С  и 1С  инвариантны относительно si. 

Теперь приступим к изучению свойств решений. 
 

Аналоги разрешимых в элементарных функциях случаев третьего и пятого уравнений Пенлеве. 

Как мы видели в (9), в случае 0 1= = 0С С  все решения первого члена иерархии аналогов можно 

выразить через решения третьего уравнения Пенлеве (1) с параметрами = = = = 0.     В этом случае 

общее решение третьего уравнения Пенлеве может быть выражено в элементарных функциях [6]. Покажем, 

что при 0 1= = 0С С  общее решение систем-аналогов также выражается в элементарных функциях. 

При подстановке 
315 = fff   и 

204 = fff   в члены 
i  обнаруживается, что все они равны:  

  310322== fffffi  . 
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Система (19) примет вид:  
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Из этих уравнений имеем  
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 Следовательно, 
022 = fkf , 

044 = fkf , 
133 = fkf , 

155 = fkf , где 
ik  – произвольные постоянные интегри-

рования такие, что 0=1=1 5342 kkkk  , и учитывая равенство: 
5

0 1
=0

= = 1i
i

A A  , имеем также 

0 1 = e tf f K 
. Подставив в первое уравнение (23), получим линейное уравнение первого порядка с 

постоянными коэффициентами:  

   0 0 0 2 3' = 2 1 1 .f f A K k k                                                      (25) 

 Его общее решение: 
 2 2 3 3 0

0 0
2 2

= e
t k k K k K K A

f k
   

, где 
0k произвольная постоянная интегри-

рования. Таким образом доказана 

ТЕОРЕМА 1. Все решения системы (19) при 0 1= = 0С С  имеют вид: ( ) = eb t
if t a , где ba, . 

В случае 0 = 0С  и 1 0С   решения системы (5) 
0f  и 

2f  выражаются через решения третьего 

уравнения Пенлеве (1) с параметрами 
2

1 1 3 1= ( ), = 0, = , = 0С С       , а решения 
1f  и 

3f  – через 

решения пятого уравнения Пенлеве (2) с параметрами 
2 2
0 2= /2, = /2, = 0, = 0.        

Значит, при рассмотрении аналогов высших порядков в ситуации 0 = 0С  и 1 0С   мы имеем дело 

со смешанным случаем. И для третьего, и для пятого уравнений Пенлеве с этими наборами параметров 
найдены общие решения [6]. Ожидаемо, что в данном случае уже не получается выразить общее решение 
в элементарных функциях в общем случае, однако удается найти несколько интегралов. 

Система (19) имеет вид:  
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f f f f f f f f A f
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                         (26) 

ТЕОРЕМА 2. Система (26) имеет следующие стационарные решения:   

- при 00 A  и 01 A  1 3 1 51 1
0 2 4 1 3 5

1 1 1

= = = 0, = , = , = ;
С СС

f f f f f f
A A A

 
                                    (27) 

- при 0=0A  и 1=1A  0 2 4 1 1 1 3 1 3 5 1 5= = = 0, = , = , = ;f f f f С f С f С                                          (28) 

- при 1=0A  и 0=1A  стационарное решение существует только в случае 1 3 5= = = 0    и имеет вид:  

.,,0,=== 531420 ffffff                                                            (29) 

Других стационарных решений нет. 

Доказательство. Поскольку решения стационарны, то 0='if . Коэффициенты при et  в каждом 

уравнении также равны нулю. Поэтому имеем из каждого из уравнений  

0 0 1 1 1 1 0 2 1 3 1 3 0 4 1 5 1 5= = = = = = 0.A f С A f A f С A f A f С A f                                (30) 

Учитывая, что 0=== 420 fff  обращает в ноль коэффициенты при et  в каждом уравнении, это 

доказывает формулы (27) и (29). В случае же 0=0A  и 1=1A  при произвольных 0 2 4,  ,  f f f  получаем 
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1 1 1 3 1 3 5 1 5= , = , = .f С f С f С    Подставим эти значения, а также 
204 = fff   в систему (26). Тогда из 

суммы первого и второго уравнений следует 0=0f , а из разности второго и четвертого – 0=2f , что 

автоматически влечет и 0=4f . Теорема доказана. 

Замечание. Теорема 2 справедлива и для соответствующего случая ( 0 = 0С  и 1 0С  ) системы (20). 

Следствие. Система (26) не имеет рациональных решений, отличных от констант. Система (20) 

при 0 = 0С  и 1 0С   может иметь рациональные решения при любом наборе параметров i таком, что 

либо 1 0,A   либо 1 3 5= = = 0   . Эти решения могут быть получены с помощью преобразований 

Бэклунда (22). 

ТЕОРЕМА 3. Система (26) имеет следующие интегралы:   

- для 0=r , 1=r  и 2=r :  

2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2( e )( e ) = ;t t
r r r r r r rf f f f K                                             (31) 

- для любого из 0=s , 1=s  или 2=s , при условии, что 2 1 0s  :  

2 2 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2( e ) = ( e );t t
s s s s s s s s sf f f K f f f                                      (32) 

- для любого из 0=s , 1=s  или 2=s , при условии, что: 2 1 = 0 :s   

2 2 2 2 1 2 2 1 2 2( ) = e ,t
s s s s s sf f K f f f                                                         (33) 

где 
iK  – произвольные постоянные интегрирования. 

Доказательство. Докажем сначала существование интеграла (31). Поскольку при зафиксированных 

0 = 0С  и 1 0С   система (26) становится инвариантной относительно увеличения каждого индекса 
if  и i  

на два, то достаточно провести доказательство только для одного r.  

Пусть 1=r . Сложим третье уравнение (26), умноженное на 
3f , с четвертым, умноженным на 

2f ,  

а также сложим третье уравнение, умноженное на 
1f , со вторым, умноженным на 

2f . Упрощая, имеем:  

3 2 2 3 0 2 3 1 2 3 1 2 3 2 3

1 2 1 2 0 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2

' ' = ( );

' ' = ( ).

t

t

f f f f A f f A f f C f e f f

f f f f A f f A f f C f e f f

      


     

                                  (34) 

Произведем замену переменных 
21= ffu  и 

32= ffv . Учитывая 1=10 AA  , имеем  

1 3 2 1 2 1 1 2 1 2= , = .t tv C f ve C f v u C f ue C f u                                           (35) 

Теперь выразим из обоих равенств 
2f  и приравняем. Получим  

3 1

= .
t t

v v u u

e v e u

  

   
                                                                     (36) 

Это уравнение легко интегрируется при замене переменных 1 = etu u , 1 = etv v . В результате имеем  

2
1 3( e )( e ) = e .

Kt tu v                                                                   (37) 

Возвращаясь к переменным
if , имеем интеграл (31). Первая часть теоремы доказана.  

Перейдем к доказательству второй части. Не ограничивая общности, зафиксируем 0=s . Сложим 

первое уравнение (26), умноженное на 
1f , со вторым, умноженным на 

0f . Сложим второе уравнение, 

умноженное на 
2f , с третьим, умноженным на 

1f . И, наконец, из первого уравнения, деленного на 
0f , 

вычтем третье, деленное на 
2f :  

1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1

2 1 1 2 0 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2

0 0 2 2 1 0 2

' ' = ( );

' ' = ( );

'/ '/ = ( ).

t

t

t

f f f f A f f A f f С f e f f

f f f f A f f A f f С f e f f

f f f f e С f f

      



     


  

                                      (38) 

 Введем замену переменных 
10= ffu  и 

21= ffv . Из первых двух уравнений имеем  

1 1 0 1 0 1 1 2 1 2= , = .t tu С f ue С f u v С f ve С f v                                                   (39) 
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Выразим отсюда 
0f  и 

2f  и подставим в правую часть третьего уравнения (38). Получим  

0.=
2

2

0

0

11 f

f

f

f

ve

vv

ue

uu
e

tt

t  



















                                                     (40) 

Вновь используя замену 1 = etu u , 1 = etv v , интегрируем это уравнение. Имеем равенство  

       1 1 0 2 1ln e ln e ln ln = ,t tu v f f K                                               (41) 

потенцируя которое и возвращаясь к переменным 
if , получим интеграл (32). Этот интеграл выведен в 

предположении, что 1 0.  Если же 1 = 0 , то имеем 

0 1 2 1 0 1 2 1( e ) = (e ) 1.t tf f f K f f f K                                                  (42) 

Поэтому при 1 = 0  поступим следующим образом: сложим первое и второе уравнения (38) и 

введем замену )(= 201 fffw  . С учетом 1=10 AA   и 1 = 0  получим  

1 2 0(1 ( )) = 0.tw e С f f w                                                            (43) 

Подставив в это равенство 
0f  и 

2f  из (40), получим  

0.=1
)(

)(

)(

)(

)(

)(











tw

tw

tv

tv

tu

tu                                                           (44) 

При интегрировании этого равенства получаем интеграл (33). Теорема доказана. 

Замечание. Теорема 3 не даёт общего интеграла системы (26), поскольку константы 
iK  могут 

зависеть друг от друга. Так, например, в случае 1 1 3 5= = = = 0A     для интегралов (31) и (33) имеется 

взаимосвязи вида: 2
1 3

1
= ;K

K K
  4

3 5

1
= ;K

K K
 0

5 1

1
= .K

K K
  

 

Аналог общего случая пятого уравнения Пенлеве.  Здесь мы рассмотрим системы (19) и (20) в 

случае 0 0С   и 1 0С  .  

Рассмотрим подробно систему (19):  

 

 

 

 

0 0 1 2 1 4 3 4 3 2 5 2 4 5 0 0 0 0

1 1 2 3 2 5 4 5 0 3 4 3 0 5 1 1 1 1

2 2 0 3 3 4 0 5 0 1 4 1 4 5 0 2 0 2

3 3 0 1 4 1 4 5 2 1 0 5 2 5 1 3 1 3

4 4

' = ;

' = ;

' = ;

' = ;

' =

t

t

t

t

t

f e f f f f f f f f f f f f f A f С

f e f f f f f f f f f f f f f A f С

f e f f f f f f f f f f f f f A f С

f e f f f f f f f f f f f f f A f С

f e f

       

       

       

       

 

 

2 1 0 5 2 5 0 1 0 3 2 3 0 4 0 4

5 5 0 1 0 3 2 3 2 1 4 1 3 4 1 5 1 5

;

' = .t

f f f f f f f f f f f f A f С

f e f f f f f f f f f f f f f A f С










       


       

                          (45) 

ТЕОРЕМА 4. Для любого набора параметров i , допустимого (18), система (45) при 0 0С   и 1 0С   

имеет следующие стационарные решения:   

- при 00 A  и 01 A  стационарное решение существует для следующих значений параметров i , 

определенных с точностью до циклической перестановки индексов:  

0 1 2 3 4 5

0 0

0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

( , , , , , )

( , 1 , 0, 0, 0, 0 )

( , 0, 0, 1 , 0, 0 )

( , (1 2 ) / 2, , (1 2 ) / 2, 0, 0 )

( , (1 3 ) / 3, , (1 3 ) / 3, , (1 3 ) / 3 )

( ,          0,            ,          1 ,         ,            0        

     

 

 

     

        

       )

                                      (46) 

и решение имеет вид:                   0 2 1 2 1
2 2 1

0 1

= ; = ; , = 0,2;r s
r s

С С
f f r s

A A




 
                                              (47) 

- при 1=0A  и 0=1A  стационарное решение существует только в случае 2 1 = 0s  для всех 0,2=s .  
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Допустимые значения параметров и соответствующие им решения, определенные с точностью до 

циклической перестановки индексов, имеют вид:  

0 2
2

0

= , = 0, 2,r
r

С
f r

A


                                                              (48) 

 

0 2 4 1 3 5

1

1

1

1 1 1

1 1

1

1 1 1

( , , ); ( , , )

(1, 0, 0) ( , 0, 0)

(1, 0, 0) (0, , 0)

(1, 0, 0) (0, 0, )

(1, 0, 0) ( , , )

(1/ 2, 1/ 2, 0) ( / 2, / 2, 0)

(1, 1, 1) ( , 0, 0)

(1/ 3, 1/ 3, 1/ 3) ( / 3, / 3, / 3)

f f f

С

С

С

С С С

С С

С

С С С

  





                                                (49) 

- при 0=0A  и 1=1A  стационарные решения определяются пунктом 2 данной теоремы при 

увеличении всех индексов на 1.  

Других стационарных решений нет. 

Доказательство. Поскольку Constfi = , из системы (45) сразу имеем  

0 2 2 0 1 2 1 2 1 1= 0; = 0; , = 0,2.r r s sС f A С f A r s                                            (50) 

Отсюда сразу получаются выражения для решений (47) и (48). Предположим 00 A  и 01 A  и 

подставим решения (47) в систему (45). Имеем  

      
    

      
     

0 1 2 4 4 3 5 2 3 5 1 4 3 5 0 3 5 2 3 5

2 0 1 3 5 4 1 3 5 3 0 1 5 2 4 1 5

0 1 2 3 4 5

= 0, = 0,

= 0, = 0.

1 = 0.

                   

                 


      

  (51) 

Поскольку 
5

=0
= 1i

i
 , не ограничивая общности предположим, что 0 0  . Возможны  

три случая:  

(а) 4 2= = 0  ;  

(б) 4 = 0  и 2 0  ;  

(в) 4 0   и 2 0  .  

При 4 2= = 0   из (51) следует  1 3 5 = 0    и  3 1 5 = 0   , для чего необходимо, чтобы 

два из трех i  с нечетными индексами были равны нулю. Это доказывает первую и вторую строки (46). 

При 4 = 0  и 2 0   сложим второе уравнение (51), умноженное на 5 3 1( ),    с четвертым, умно-

женным на 1 5 3( )   , получим 1 3 5 0 1 3 2 1 5( ( ) ( ) = 0.          

Непосредственной подстановкой в (51) проверяется, что это возможно лишь либо при 3 = 0,  

либо при 5 = 0, что доказывает третью строку (46).  

Как видим, если некоторое = 0i , то по крайней мере одно из  1 1,i i   тоже равно нулю. 

Поэтому в случае 4 0   и 2 0   получается, что все 0i  . При сокращении уравнений (51) на i  из 

первого и второго уравнений последовательно получаем:  

        
  

1 2 3 2 5 2 1 2 3
4 0

1 3 5 1 3 5 3 5

2
= ; = ,
        

 
       

                                (52) 

откуда следует, что 1 3 5= =    и 0 2 4= =   , дказывая четвертую строку (46), либо два из нечетных i 

равны нулю, что доказывает пятую строку (46). Первая часть теоремы доказана. 
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Во второй части теоремы рассматривается случай 1=0A  и 0=1A .  

Из (50) следует 1 3 5 = 0.       

Тогда система (45) примет вид:  

             
         

0 3 4 2 1 2 4 5 2 4 2 5 4 0 1 0 4 3 0 4 0 2 4

1 5 0 2 4 3 0 2 4 3 1 0 2 4 5 0 2 4 1 3 5 1

= 0, = 0, = 1

= 0, = 0, = .

f f f f f f

f f f f f f f f f С

                    


               

 (53) 

 Мы вновь, не ограничивая общности, предположим 0  и рассмотрим три варианта для 2  и 4 .  

Из 4 2= = 0   сразу следует 0 1 3 5 3 1 5= 1 ( ) = ( ) = 0f f f f f f    , откуда получаются четыре 

первые строки (49).  

При 4 = 0  и 2 0   имеем 2 0 1 3 5 1 3 5 0= 1 = ( )(1 2 ) = 0f f f f f f        , что дает пятую 

строку (49).  

И, наконец, при 4 0   и 2 0  , учитывая 4 0 2= 1    и 
3115 = fff  , получаем при 0 1    

 

 1 01 0 3 0 2
1 3 0 2 4

0

1( 1) 2 (1 )
= = = = .

2 1 2

СС f
f f

    
   

 
                          (54) 

 А при 0 = 1  имеем 0=3f  и либо 4 1 1= 1,  = ,f С   либо 2 5 1= 1, =f С  , что доказывает послед-

ние две строки таблицы (49) и завершает доказательство теоремы. 

Замечание. В отличие от случая с 0 = 0С , рассмотренного в теореме 2, данная теорема сильно 

ограничивает набор параметров .i  Это ставит вопрос об условиях существования рациональных реше-

ний системы (20), который будет более подробно рассмотрен в дальнейшем. 

Перед этим, однако, необходимо разобраться с аналитическими свойствами решений системы (45),  

и в особенности с полярными степенными разложениями. Мы обращаем особое внимание, что в данном 

случае из-за высокой симметричности системы, а также свойств полиномов 
i не удается применить ме-

тод Пенлеве – Ковалевской (описание метода см., например, в [11]) для нахождения локального общего 

решения. Фактически он не позволяет определить даже возможные порядки полюсов решений. Поэтому 

для определения их мы вынуждены использовать непосредственную подстановку степенных разложений 

в систему (45). Из аналитических свойств решений модифицированного пятого уравнения Пенлеве (4), 

описанных в [6], известно, что решения (19) при 1=n  могут иметь лишь простые полюса. Оказывается, 

что это свойство справедливо и для (45). 

ТЕОРЕМА 5. При 0 0С   и 1 0С   справедливы следующие утверждения:   

- система (45) в окрестности 
0= tt  может иметь степенные разложения решений с полюсами не 

более чем первого порядка;  

- система (19) в окрестности точки 0= 0z z   может иметь степенные разложения решений с 

полюсами не более чем первого порядка;  

- система (20) в окрестности точек 0=z  и =z  может иметь степенные разложения решений с 

полюсами или нулями любого порядка.  

Доказательство. Начнем доказательство с первого утверждения теоремы. Рассмотрим линейное 

уравнение первого порядка:  

( ) = e ( ) ( ) ( ) , 0.tf t f t t A f t С С                                                       (55) 

 Обратим внимание, что при 0   формальное решение в виде степенного ряда в окрестности 

точки 0=t t  может существовать только если )(t  может быть представлено в окрестности 0=t t  степен-

ным рядом с полюсом не более чем первого порядка. Действительно, пусть младший член разложения f  

есть p

p ttk )( 0 , а   имеет член в разложении с минимальной степенью 0( ) ,q
q t t  0<q . Тогда мини-

мальная степень )( 0tt   в левой части (55) есть 1)( p , а в правой – )( qp . Следовательно, для того 

чтобы существовало хотя бы какое-нибудь 
pk , отличное от нуля, необходимо 1q . С другой стороны, 

при = 0  возможно решение 0=f , для существования которого никаких ограничений на   не накладывается. 

Каждое уравнение (45), рассмотренное в отдельности, является линейным уравнением первого 

порядка вида (55). Пусть все 0.i   Тогда ни для какого i  невозможно решение 0=if . Следовательно, 
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для того чтобы (45) имела решение в виде степенного разложения по целым степеням 0( ),t t  необхо-

димо, чтобы для всех 
i , 0,5=i  точка 

0= tt  была либо регулярной, либо полюсом первого порядка.  

Таким образом, если у 
i  не может быть полюсов порядка выше первого, то и у любой линейной 

комбинации 
i  не может быть таких полюсов.  

Рассмотрим линейную комбинацию:  

5 3 2 1 0 0 2 4 1 3 5 1 0 02 3 = (2 )( ) = (3 ).f f f f f f С f С                            (56) 

Очевидно, у 
0f  не может быть полюса порядка выше первого. А в силу инвариантности системы (45) 

относительно циклической перестановки индексов это справедливо и для остальных 1,5=, ifi
. 

Теперь рассмотрим тот случай, когда существует = 0i  и соответствующее 0=if . Пусть для 

определенности 4 = 0. Возможны два случая: существует еще 4i  такое, что = 0,i  или же все 

остальные i  ненулевые. Пусть 1 = 0  и 0=1f . С учетом (17) имеем:  

                                         0 1 0 0 1 1 0 0 2 1 0= ( ); = ( 2 ); = ;С f С С С f С f      
(57) 

3 0 3 1 4 0 1 3 5 0 3= ( ); = ( 2 ); = .С f С С С f С f      

Откуда заключаем, что если среди 
2f , 

3f , 
5f  и 

0f  есть не нулевые, то они могут иметь только про-

стые полюса. Случай 1 = 0  и 0=1f  рассмотрен. Пусть теперь 2 = 0  и 0=2f . Подставляя в 
i , имеем:  

0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 2 0 1 1

3 0 1 0 3 1 4 0 1 3 0 1 5 0 1 0 3 1

      = ( )( 2 ); = ( 2 )( ); = ( 2 );

= 2 ( ); = ( 2 ) 2 ; = 2 ( ).

C f C f C f C f f C f

f f C f C C C f f f f f C f f

        

        
              (58) 

Откуда вновь заключаем, что если среди 
1f , 

3f , 
5f  и 

0f  есть не нулевые, то они могут иметь лишь 

простые полюса. Случай 2 = 0  и 0=2f  рассмотрен полностью. Пусть, наконец, 3 = 0  и 0=3f .  

В этом случае все функции 
1f , 

2f , 
5f  и 

0f  имеют вид: ( ,2)= /( 1)i Mod i if С w  , где 
iw  решение моди-

фицированного пятого уравнения Пенлеве с 0.   В этом случае 1iw  может иметь ноль не более чем 

первого порядка и, соответственно, 
if  не может иметь полюс порядка выше первого. Случай 3 = 0  

и 0=3f  рассмотрен полностью. Случаи 5 = 0  или 0 = 0  приводят к требуемому результату при 

циклической перестановке индексов в уже рассмотренных случаях. Наконец, если кроме 4 = 0  все 

остальные 0,i   имеем:  

0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 2 0 1

3 0 1 0 3 1 4 0 1 3 0 1 5 0 1 0 3 1

= ( )( 2 ); = ( 2 )( ); = ( 2 1);

= 2 ( ); = ( 2 ) 2 ; = 2 ( ).

С f С f С f С f f С f

f f С f С С С f f f f f С f f

        

        
              (59) 

Кроме того, справедлива формула (56) поскольку она не зависит от 
4 . Значит, если у 

0f  есть 

полюс, то это простой полюс. Из интегралов (17) следует, что поскольку 0=4f , то и 
2f  может иметь 

лишь простой полюс. Из выражения для 
0  в (59) заключаем, что и 

1f , и 
10 ff  могут иметь лишь 

простой полюс. Тогда из выражения для 
4  в (59) следует, что и для 

3f  возможен только полюс первого 

порядка. Первая часть теоремы доказана. Вторая часть теоремы непосредственно вытекает из первой. 

Действительно, поскольку система (20) получается из системы (19) заменой переменных = etz , то если 

бы для системы (20) был возможен полюс в точке 
0= zz  порядка выше первого, то и система (45) имела 

бы полюс того же порядка в точке )(= 0zLnt , что невозможно. Для доказательства третьей части 

теоремы достаточно заметить, что при 5 4= = 0   и 5 4= = 0f f  система (20) превращается в сим-

метрическую форму пятого уравнения Пенлеве. В этом случае все функции 
1f , 

2f , 
5f  и 

0f  имеют вид: 

( ,2)= /( 1)i Mod i if С w  , где 
iw  – решения пятого уравнения Пенлеве.  

Как известно [6] 
iw  может иметь полюс в точке 0=z  любого порядка. Следовательно, 

if  может 

иметь ноль любого порядка. Тогда из преобразований Бэклунда (22) вытекает, что и полюс также 

возможен любого порядка. Теорема доказана. 
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Следствие. На основании известных преобразований Бэклунда (21) и (22), а также доказанной 

теоремы заключаем, что решения системы (45), а также системы (20), полученные в виде степенных 

рядов в окрестности точек 0=t t  и 0= 0z z   соответственно, могут иметь нули не более чем первого 

порядка. 

Теперь мы можем получить необходимые и достаточные условия существования рациональных 

решений системы (20). Мы будем искать эти условия только для таких наборов 0 1 5= ( , ,..., )  α , где 

все ( ) 0,iRe   поскольку орбита любого набора 6α  такого, что
5

=0
= 1,i

i
  относительно преобразований 

Бэклунда (22) проходит через некоторое α~ , у которого все ( ) 0.iRe    Доказательство этого факта 

приведено в [12], там же приведен алгоритм нахождения α~  по известному α . 

ТЕОРЕМА 6. Система (20) в случае 0 0С   и 1 0С   и набора параметров 0 1 5= ( , ,..., )  α  такого, 

что ( ) 0iRe    имеет рациональные решения ),...,,(= 510 ffff  только при следующих α , определенных с 

точностью до циклической перестановки индексов:  

0 1 2 3 4 5

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

( , , , , , )

( , 1 , 0, 0, 0, 0), ( ) [0,  1];

( , 0, 0, 1 , 0, 0), ( ) [0,  1];

( , (1 2 ) / 2, , (1 2 ) / 2, 0, 0), ( ) [0,  1/ 2];

( , (1 3 ) / 2, , (1 3 ) / 2, , (1 3 ) / 2), ( ) [0,  1/ 3].

Re

Re

Re

Re

     

   

   

       

          

                       (60) 

Доказательство. Уравнения (20) имеют вид:  

( 2) 0 ( 2)' = ; = 0,5,i i i i mod i i modz f z f A f С i                                               (61) 

а каждое их рациональное решение может быть представлено как  

  ..........= ,

1

,1

,0,

2

,2,1
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1

1,,
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k
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z

r

z

r

z

r
f                (62) 

Сложим первое уравнение (61), умноженное на 
1f , со вторым, умноженным на 

0f . Упрощая с 

учетом 0 2 4 0=f f f С  , 1 3 5 1=f f f С   и 1=10 AA  , имеем  

0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0( ) = ( ) .z f f zf f С f С f f f С f С f                                          (63) 

Если мы будем рассматривать, что происходит с полиномиальной частью
if , то увидим, что макси-

мальная степень z в левой части этого равенства составит )( 10 pp  , а в правой – )(1 10 dpp  ,  

где d  – максимальная степень z  в разности 0 1 1 0( ).С f С f   

Для того чтобы равенство было возможно, необходимо 1d . Значит, полиномиальные части 

0 1С f  и 1 0С f  равны.  

Поскольку равенство (62) остается верным при циклической перестановке индексов, то получаем, 

что если существует 0>ip , то 
510 =...== ppp  и 0, 1 1, 0 5, 00 1 5

= = ... =p p pr С r С r С .  

Учитывая, что 0=
4

4,
2

2,
0

0, ppp rrr   и 0=
5

5,
3

3,
1

1, ppp rrr  , получаем, что все 0=,
i

pir .  

Аналогично можно получить и тот факт, что каждое 
iq  может быть равно либо нулю, либо еди-

нице. То есть все полюса у рациональных решений простые.  

Таким образом, имеем, что точка =z  является регулярной точкой для рациональных решений. 

Представим
if  в виде 

,0 ,1 ,

1

= , = , = ... ,
i i i m

i i i i i
m

k k k
f r K r Const K

z z z z z

 
    

  
                             (64) 

и подставим в первое уравнение (60). Имеем  

0 0 0 0 0 0 0 0 0' = ( ) ( ) .zK z K r A K r С                                                      (65) 
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Будем писать )(0 K  или )(0 r  в качестве обозначения 
0 , вычисленного не на наборе ),...,,(= 510 ffff , 

а на наборах ),...,,(= 510 KKKK  или ),...,,(= 510 rrrr  соответственно. Тогда при непосредственной под-

становке получаем соотношение:  

      ).(222)(2)(22)(22=

,)()(=

32002310003110

0000

tKrrtKrtKrtKrr 





rK
                (66) 

Подставив это в (65), получим  

      0.=)()()(' 0000000000000000000 CrAzrbrKKKAzKzK  rKrK       (67) 

Перейдем в этом уравнении к пределу при z . Учитывая структуру 
0K , 

0  и 
0 , имеем  

  0.=)( 000000 CrAzr  r                                                        (68) 

Аналогичным образом это равенство может быть получено для каждого 
ir , следовательно, набор 

rf =  является стационарным решением системы (61). Тогда утверждение (60)  нашей теоремы является 

непосредственным следствием условий существования стационарных решений (46) и (49). Теорема 

доказана. 
 

Заключение.  На основной вопрос исследования свойств решений системы (11) при 2=n  о том, 

имеются ли аналогии со свойствами третьего и пятого уравнений Пенлеве в симметрической форме, мы 

можем ответить утвердительно.  

Теоремы 1 и 3 обобщают случаи, когда можно найти общее решение или интегралы; теорема 5 

говорит об аналогичных аналитических свойствах решений; теоремы 2, 4 и 6 показывают аналогию в 

необходимых и достаточных условиях существования рциональных решений. Это говорит о том, что 

подобное исследование этих свойств для произвольного n  возможно и представляет интерес. 
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