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  ФОРМАЦИИ ГРУПП  

С МАКСИМАЛЬНОЙ L -КОМПОЗИЦИОННОЙ НИЛЬПОТЕНТНОЙ ПОДФОРМАЦИЕЙ 

 

канд. физ.-мат. наук, доц. В.Г. САФОНОВ, П.А. ЖИЗНЕВСКИЙ  

(Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины) 
 
Изучение и классификация частично композиционных формаций конечных групп неразрывно свя-

заны с исследованием их внутренней структуры. При этом важной особенностью исследуемой форма-
ции является не только наличие в ней подформаций того или иного вида, но и их взаимное расположе-
ние, а также структурные свойства решетки подформаций определенного вида. Представлено полу-
ченное описание L -композиционных ненильпотентных формаций с максимальной L -композиционной 
нильпотентной подформацией. 

 
1. Введение. В работе рассматриваются только конечные группы. Мы используем терминологию, 

принятую в [1 – 3]. В работах Л.А. Шеметкова, А.Н. Скибы, В.В. Аниськова, В.Г. Сафонова, Д. Джехада, 
В.М. Селькина и др. изучались формации различных типов, имеющие заданные ограничения на системы 
или решетки их подформаций. В 2000 году в работе А.Н. Скибы и Л.А. Шеметкова [3] был разработан и 
представлен идейный материал теории частично композиционных формаций, позволяющий использо-
вать методы и конструкции теории насыщенных формаций, а также методы общей теории решеток при 
исследовании частично композиционных формаций. В дальнейшем, в работах [4, 5] были описаны ми-

нимальные ω-композиционные не H -формации, где H  – формация классического типа.   

В данной статье, основываясь на результатах работ [3 – 5], мы даем описание L -композиционных 
ненильпотентных формаций, имеющих максимальную L -композиционную нильпотентную подформацию. 

 

2. Определения и обозначения. Напомним некоторые определения и обозначения.  

Класс всех простых групп обозначают I . Для произвольного класса простых групп T  через T   

обозначают множество TI \ . Пусть L  – произвольный непустой класс простых групп. Тогда любую 

функцию вида:  

  },группформации{}{:  LLf  

принимающую одинаковые значения на изоморфных группах называют L -композиционным спутником. 

Символом L обозначают совокупность всех абелевых групп из L , а через L – совокупность 

всех простых неабелевых групп из L . Для произвольного класса простых групп T  символ TE  обозна-

чает класс всех таких групп, у которых все композиционные факторы принадлежат T . По определению, 

единичные группы принадлежат TE .  

Символом )(X  обозначают совокупность всех таких простых групп A , что KHA /  для некото-

рого композиционного фактора KH/  группы XG .  

Символом )(GC A  обозначается пересечение всех централизаторов таких главных факторов KH/  

группы G , что )/( KHA   ( GGC A =)( , если группа G  таковых главных факторов не имеет). Наряду 

с записью )(GC p
Z

 применяется более короткая запись )(GC p . Если A – простая неабелева группа, то 

)(=)( AE
A GGC . Если pZA = , то 

cp

p GGC G=)( , где cpG  – класс всех таких групп, все главные  

p -факторы которых центральны, т.е. )/(/ KGZKH   для всех главных p -факторов группы G  [3]. Если 

F – формация, то через 
FG обозначают F -корадикал группы G , т.е. пересечение всех тех нормальных 

подгрупп M  из G , для которых FMG/ . Если F  – радикальный класс, то символом FG  обозначают 

произведение всех нормальных F -подгрупп группы G . В частности, LEG  есть произведение всех нор-

мальных LE -подгрупп группы G , т.е. всех нормальных подгрупп, у которых композиционные факторы 

из L . Через XH  обозначают класс всех гомоморфных образов групп из X . 

Для произвольного L -композиционного спутника f полагают:  

  }.)(всехдля)()(/и)'(/|{=)( LLLL  GAAfGCGfGGGfCF A
E   

Если формация F  такова, что )(= fCFLF  для некоторого L -композиционного спутника f , то 

говорят, что она L -композиционна, а f  – L -композиционный спутник этой формации. 
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Пусть X  – произвольная совокупность групп, A – простая группа. Тогда полагают:  











).(если,

);(если),|)(/(form
=)(

X

XX
X





A

AGGCG
C

A
A  

Для произвольного набора }|{ Iif i   L -композиционных спутников if  через iIi f  обозначает-

ся такой спутник, что )(=))(( AfAf iIiiIi    для всех }{LL A .  

Пусть }|{ Iif i   набор всех L -композиционных спутников формации F . Тогда спутник iIi f  

называется минимальным L -композиционным спутником F .  

Вместо символа Lc
  (объединение в решетке Lc ) используют L . Для произвольной совокупно-

сти L -композиционных формаций }|{ Iii F  полагают ),(form=)|( iIii cIi FF LL
   в частности, 

)(form= HMHM LL Uc .  

Пусть }|{ Iif i   – некоторая система L -композиционных спутников. Тогда через )|( Iif i   обо-

значают такой спутник f , что ))((form=)( AfAf iIi , в частности, ))()((form=))(( 2121 AfAfAff  , 

если по крайней мере одна из формаций )(Af i . Если же =)(Af i  для всех Ii , то полагают 

)(Af . 

Пусть H  – произвольный класс групп. Тогда формация F  называется Lc
H -критической [6], или 

иначе, минимальной L -композиционной не H -формацией [7], если HF , но HF 1  для каждой соб-

ственной L -композиционной подформации 1F  из F . В частности, если L -композиционная формация 

F  ненильпотентна, но нильпотентна каждая ее собственная L -композиционная подформация, то F  

называют минимальной L -композиционной ненильпотентной формацией. 

Символом XL formc  обозначается пересечение всех тех L -композиционных формаций, которые 

содержат класс групп X . Пересечение всех L -композиционных формаций, содержащих данную груп-

пу G , снова является L -композиционной формацией. Такую формацию называют однопорожденной 
Lc -формацией, или однопорожденной L -композиционной формацией, и обозначают Gc formL

. 

Максимальной L -композиционной подформацией L -композиционной формации F  называется 

всякая такая ее собственная L -композиционная подформация M , что для любой L -композиционной 

подформации H  из F  с условием FHM   выполняется }.,{ FMH  

Напомним, что решетка называется модулярной, если для любых элементов ,  ,  x y z  решетки из 

.)(=)( zyxzyzzx    

Пусть F  – непустая L -композиционная ненильпотентная формация. Тогда символом NFF L /  

обозначается такая подрешетка решетки 
Lc , которая состоит из всех L -композиционных формаций, 

заключенных между NF  и F .  
 

3. Используемые результаты. Нам понадобится следующий частный случай леммы 5 из [3]. 

ЛЕММА 1. Если XF L form= c  и f – минимальный L -композиционный спутник формации F , то 

справедливы следующие утверждения: 

1) )|/(form=)'( XL L GGGf E ; 

2) ))((form=)( ACAf X  для всех LF  )(A ; 

3) =)(Af  для всех )(\ FL A ; 

4) если )(= hCFLF , то для всех  LF)(pZ   

  1),=)(,)(|(form=)( GOZhGGZf ppp F  

 для всех 
 LF)(A   

  ))()(Soc)(|(form=)( AEGиAhGGAf  F  

 и  

  1);=)'(|(form=)'( LFLL EGиhGGf   

 5) )(=)( FX  .  
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ЛЕММА 2 [2]. Пусть A – монолитическая группа с неабелевым монолитом; M  – некоторая  

τ-замкнутая полуформация и Mform
nlA . Тогда MA .   

Частным случаем теоремы 1 работы [4] является 

ЛЕММА 3.  Пусть f  –  минимальный L -композиционный спутник формации F  и H – кано-

нический L -композиционный спутник формации H . Тогда в том и только том случае F  является  

LH
c

-критической формацией, когда  

,form= GcLF  

где G – такая монолитическая группа с монолитом R, что либо  =)( LR  и )'(Lf  – LL
c

H ))'(( -критическая 

формация, либо L)(R , )()( GRRCG    и )(Af – Lc
AH ))(( -критическая формация, где )(RA  .  

 

ЛЕММА 4 [2]. Пусть F  – произвольная непустая формация и пусть у каждой группы XG   

F -корадикал FG не имеет фраттиниевых G -главных факторов. Тогда если A  – монолитическая груп-

па из FX \form , то XHA .   
 

ЛЕММА 5 [1]. Пусть GsA form , где G  – конечная группа. Тогда имеют место следующие 

утверждения: 

 1) экспонента группы A не превосходит экспоненту группы G ; 

 2) каждый главный фактор группы A  изоморфен некоторому главному фактору группы G ; 

 3) каждый композиционный фактор группы A  изоморфен некоторому композиционному факто-

ру группы G ; 

 4) ступень любого нильпотентного фактора группы A  не превосходит наибольшую из ступеней 

нильпотентных факторов группы G .   
 

ЛЕММА 6. [2] Если )(= fCFLF  и )()(/ pp ZfGOG F для некоторой группы LpZ , то FG .   
 

ЛЕММА 7. [5] Пусть F  и H  –  -композиционные формации и одна из формаций F  или H  раз-

решима. Тогда если HF , то в F  имеется по крайней мере одна минимальная  -композиционная не 

H -подформация.  
 

ЛЕММА 8. [3] Для любого непустого множества простых групп L  и любого целого неотрица-

тельного n  решетка L
nc  алгебраична и модулярна.  

 

ЛЕММА 9. [8] Пусть A – модулярная решетка. Тогда отображение ],,[],[: bbabaa   где 

,bxx   является изоморфизмом.  
   

4. Основной результат 
 

ЛЕММА 10.  Пусть if – минимальный L -композиционный спутник формации iF , Ii . Тогда 

)|(= Iiff i   – минимальный L -композиционный спутник формации )|(= Iii  FF L .   

Доказательство. Пусть F  – формация из условия леммы и пусть iIi FX = , ))((= XM E . Из  

леммы 1 имеем )(=)( FX  . Пусть h  – минимальный L -композиционный спутник формации F . Пока-

жем, что )()( AhAf   для всех }{LL A . Если )(\ XL A , то по лемме 1 =)(Af i  для любого Ii . 

Значит, =)(Af . С другой стороны, из того, что h  – минимальный L -композиционный спутник фор-

мации F , снова применяя лемму 1 имеем =)(Ah . Значит, =)(=)( AhAf  для всех )(\ XL A . 

Пусть LX  )(A . По лемме 1 имеем:  

=)|)(/(form=))((form=)( iIi
AA GGCGCAh FXX    

).(=)|)((=))((form=))|)(/(form(form= AfIiAfAfGGCG iiIii
A

Ii    F  

Аналогично,  

=))|/(form(form=)|/(form=)( iEIiiIiE GGGGGGh FFXL LL   

).(=)|)((=))((form LLL   fIiff iiIi  

Значит, )|(= Iiff i   – минимальный L -композиционный спутник формации F . Лемма доказана. 
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ЛЕММА 11. Пусть M  – L -композиционная нильпотентная формация и m  – её минимальный 

L -композиционный спутник, )(  L . Тогда  

















).(\=,

;=,

;)(=(1),

=)(

ML

LNM

LM





ASесли

Sесли

ASесли

Sm   

Доказательство. Из леммы 1 имеем  















),(\=,

;=),|/(form

;)(=),|)(/(form

=)(

ML

LM

LMM

L





ASесли

SеслиGGG

ASеслиGGCG

Sm E

A

 

Пусть LM  )(= AS . Заметим прежде, что так как M – нильпотентная формация, то 

 LM )(  и  LMLM )(=)(  . Тогда, если MG , то GGC A =)(  и  

(1)=)/(form=))(/(form=)( GGGCGSm A . 

Пусть теперь L =S  и MG . Покажем, что  NML )(m . Так как LEG  холлова подгруппа 

группы G , то NLEGG/ . Так как MG , то ML EGG/ . Значит,  NMLEGG/ . Следовательно,  

 NMML L )|/(form=)( GGGm E . 

Пусть  NMG . Тогда 1=LEG  и )(/=/1 LL mGGGG E . Значит, )(LNM   m . Итак, 

 NML =)(m . Если )(\= ML AS , то из описания спутника m  имеем =)(Am . Лемма доказана. 

Из леммы 3 с учетом замечания 3 работы [3] вытекает 
 

ЛЕММА 12.  Формация F  в том и только том случае является минимальной L -композиционной не-

нильпотентной формацией, когда ,form= GcLF  где G  – такая монолитическая группа с нефратти-

ниевым монолитом 
NGP = , что либо  =)( LP , либо L)(P  и выполняется одно из сле-

дующих условий: 

1) QPG ][=  – группа Шмидта с 1=)(Ф G , где )(= PCP G  – абелева p -группа, )(  Lp  и 

qQ |=|  – простое число; 

2) P  – неабелева группа.  
 

ТЕОРЕМА 1. Пусть }|{= Iii  H  – некоторый набор минимальных L -композиционных нениль-

потентных формаций, M – L -композиционная нильпотентная формация. Тогда, если H  – некоторая 

минимальная L -композиционная ненильпотентная подформация из )|( Iii  HM LL , то H . 

Доказательство. Пусть )|(= Iii  HMF LL  и mf ,  – минимальные L -композиционные спутни-

ки формаций MF,  соответственно, и для каждого Ii  пусть ih  – минимальный L -композиционный 

спутник формации iH . 

По лемме 10 )))(()((form=)))((form)((form=)( AhAmAhAmAf iIiiIi     для всех }{LL A . 

Ввиду леммы 11 имеем: 















 ,=,

);(\=,

;)(=(1),

=)(

LNM

ML

LM

Sесли

ASесли

ASесли

Sm







 

где )(  L . Заметим, что так как M – нильпотентная формация, то 
 LMLM )(=)(  . Следо-

вательно, L -композиционный спутник f  допускает следующее описание: 

,)())),((((1)form=)( LF   AеслиAhAf iIi  

)(\)),((form=))((form=)( FL   AеслиAhAhAf iIiiIi   

и   ))).(()((form=)( LNML   iIi hf   
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Так как H  – минимальная L -композиционная ненильпотентная формация, то по лемме 12 

Hc form= LH , где H  – такая монолитическая группа с нефраттиниевым монолитом NHP = , что либо 

 =)( LP , либо L)(P  и выполняется одно из следующих условий: 

1) QPH ][=  – группа Шмидта с 1=)(Ф H , где )(= PCP H  – абелева p -группа, )(  Lp  и 

qQ |=|  – простое число; 

2) P  – неабелева группа. 

Пусть  =)( LP . Так как FHH , то )))(()((form=)(/ LNMLL   iIiE hfHH  . 

Но, в этом случае 1=LEH . Значит, )))(()((form LNM   iIi hH  .  

Если P  – неабелева группа, то по лемме 2 ))(()( LNM   iIi hH  . Так как  NMH , 

то найдется такое Ii 0 , что 
00

)( iihH HL  , т.е. 
0
iHH  .  

Поскольку 
0

iH – минимальная L -композиционная ненильпотентная подформация и 
0
iHH  , то 

0
= iHH , т.е. H . 

Пусть теперь P – абелев монолит. Так как для любого Ii  iH  – минимальная L -композиционная 

ненильпотентная формация, то по лемме 12 ii Hc form= LH , где iH – монолитическая группа с нефрат-

тиниевым монолитом N
ii HP = . По лемме 1  

.)/(=,form=))/((form=)( LLL EiiiiEiii HHAгдеAHHh   

Ввиду того, что NH , имеем  

=\)))(()((form NLNM   iIi hH 

,\})|{)((form=\))form()((form= NNMNNM IiAA iiIi      

где 




 1.)(,)(/

1,=)(,
=

LL

L

N EiEii

Eii
i

HеслиHH

HеслиH
A  

Заметим, что для любой группы }|{)( IiAT i  NM  её N -корадикал NT  не содержит 

фраттиниевых Т-главных факторов. Следовательно, используя лемму 4, а также учитывая, что 

 NMH , получаем, что H  является гомоморфным образом некоторой группы из }|{ IiAi  . 

Пусть H  является гомоморфным образом группы LEjjj HHA )(/
000

 . Если 1)(
0

LEjH , то 
0

jA  

нильпотентна. Значит, любой гомоморфный образ группы
0

jA также нильпотентен. Получили противоре-

чие с тем, что H  ненильпотентна. Следовательно, 1)(
0

LEjH  и 
00

jj HA  . Значит,  
00

jjHH H ,  

т.е. 
0

jHH  . Так как 
0

jH – минимальная L -композиционная ненильпотентная подформация и 
0

jHH , 

то 
0

= jHH , т.е. H . 

Пусть теперь L)(P  и относительно группы H  выполняется условие 1). Понятно, что 

)(HCP p . Тогда  

))).((((1)form=)()(// piIip
p ZhZfHCHPHQ    

Так как N  )))((((1)form piIi Zh , то )))((((1)form)))((((1)form piIipiIi ZhsZh    . 

Значит, по лемме 5 Q  изоморфна некоторому главному фактору некоторой группы 

))(((1) piIi ZhG   .  

Так как 1Q , то найдется такое Ik 0 , что 
00

)( kpk ZhQ H , т.е.  

)()(/
00

pkk
p ZhQHCH H . 
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Поскольку )()( HOHC p
p  , то )()(/

00
pkkp ZhHOH H . Следовательно, по лемме 6 

0
kH H , 

т.е. 
0

kHH . Ввиду того, что 
0

kH – минимальная L -композиционная ненильпотентная подформация и 

0
kHH  получаем, что 

0
= kHH , т.е. H . 

Пусть, наконец, относительно группы H  выполняется условие 2). Тогда ))((form)(/ AhHCH iIi
A

  . 

Поскольку A  – неабелева и )(PA  , то 1=)(HC A . Значит, ))((form AhH iIi  . Следовательно, по 

лемме 2 )(AhH iIi , а значит, найдется такое Il 0 , что 
00

)( ll AhH H , т.е. 
0

lHH . Поскольку 

0
lH – минимальная L -композиционная ненильпотентная подформация и 

0
lHH , то 

0
= lHH , т.е. H . 

Теорема доказана. 
  

ТЕОРЕМА 2. В том и только том случае L -композиционная ненильпотентная формация F  име-

ет нильпотентную максимальную L -композиционную подформацию, когда HMF L= , где M – L -

композиционная нильпотентная формация, H  – минимальная L -композиционная ненильпотентная 

формация, при этом: 

 1) всякая L -композиционная нильпотентная подформация из F  входит в );( NHM L   

 2) всякая L -композиционная ненильпотентная подформация 1F  из F  имеет вид ).( 1 NFH L   

Доказательство. Необходимость. Поскольку F  – L -композиционная ненильпотентная фор-

мация, то по лемме 7 в формации F  имеется по крайней мере одна минимальная L -композиционная 

ненильпотентная подформация H . Так как при этом FNM = – максимальная нильпотентная  

L -композиционная подформация в F , то HMF L= . 

Достаточность. Пусть HMF L= , где M  – L -композиционная нильпотентная формация,  

H  – минимальная L -композиционная ненильпотентная формация. И пусть 00 = HMF L , где 0H  – 

максимальная L -композиционная подформация в H . Тогда ввиду лемм 8 и 9 имеем:  

000 /)(=/ HMHHMHMHM LLLLLLL   

 ./=)(/=)(/ 000 HHHHMHHHMH LLLLL   

Из того, что 0H  максимальна в H  получаем, что 0HM L  максимальна в HM L . Следова-

тельно, формация 1F  является максимальной L -композиционной подформацией в F . Так как H  – ми-

нимальная L -композиционная ненильпотентная формация, то 0H – максимальная L -композиционная 

нильпотентная подформация в H . Учитывая это и то, что M  нильпотентна получаем, что формация 0F  

нильпотентна. 

Докажем теперь второе утверждение теоремы. Из теоремы 1 следует, что в F  нет минимальных 

L -композиционных ненильпотентных подформаций, отличных от H . Понятно, что HN   – макси-

мальная L -композиционная подформация в H . Ввиду лемм 8 и 9 имеем: 

=)(/=)(/ MHNHMMHNF LLLLL   

./=))((/)(/))((= NHHMNHHHMHNHMHN LLLLLLL    

Тогда MHN L )(  – максимальная L -композиционная подформация в F . Следовательно, по-

скольку NF  , то всякая нильпотентная подформация из F  входит в )( NHM L  . 

Пусть теперь 1F  – произвольная L -композиционная ненильпотентная подформация из F . Тогда 

ввиду леммы 7 1FH . Следовательно, ввиду леммы 8 имеет место 

)(=)(== 1111 MFHMHFFFF LL  . 

Теорема доказана. 
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 В случае когда IL = , получаем 
  

СЛЕДСТВИЕ 1 [9]. В том и только том случае ненильпотентная с-формация F  имеет макси-

мальную нильпотентную с-подформацию, когда HMF c= , где NM  , H  – cN -критическая фор-

мация, при этом: 

1) всякая нильпотентная с-подформация из F  входит в );( NHM c  

2) всякая ненильпотентная с-подформация 1F  из F  имеет вид ).( 1 NFH  c  
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