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МАТЕМАТИКА 
 

 
УДК 512.542 
 

О КОНЕЧНЫХ ГРУППАХ ( )Chev p , 2p  , С ХОЛЛОВЫМИ {2, }r -ПОДГРУППАМИ 

 

д-р физ.-мат. наук, проф. Э.М. ПАЛЬЧИК 

(Полоцкий государственный университет) 
 

В некоторых задачах теории конечных групп возникает необходимость знать простые неабелевы 

группы, которые имеют холловы 2{ , r } -подгруппы, где r нечетный простой делитель порядка группы.  

В этой работе предполагается, что r пробегает все нечетные простые делители порядка группы, от-
личные от s и t. С использованием результатов Е.П. Вдовина и Д.О. Ревина [6, 10] в работе получено 

описание простых неабелевых групп из множеств ( )Chev p , 2p  , Spor . Кроме того, описаны такие груп-

пы из множества { / 5}nA n  с использованием известного результата Ф. Холла из [8]. Конечные про-

стые группы с таким свойством из множества (2)Chev  описаны в работе [7]. 
 

1. Введение 
 

В работе используются стандартные обозначения и терминология из теории конечных групп, ко-
торые можно найти в [1 – 4]. Кроме [4] для групп лиевского типа используется терминология из [5] и [6]. 

 

2. Обозначения и терминология 
 

Для удобства чтения приведем основные обозначения: 

-   – множество некоторых простых чисел; 

-  – множество простых чисел, такое, что    ; 

- ( )n  – множество различных простых делителей натурального числа n; 

- | |X  – порядок конечной группы Х; 

- ( ) (| |)X X  ;  

- S -подгруппа – холлова  -подгруппа А группы Х такая, что ( )A    и индекс | : |X A ее в Х 

есть  -число; 

- ( )Syl Xp  – множество S p -подгрупп группы Х. 

Следуя [7], будем говорить, что группа Х удовлетворяет свойству (или обладает свойством): 

- E , если она обладает холловой  -подгруппой; 

- C , если она удовлетворяет свойству E  и любые две ее холловы  -подгруппы сопряжены в Х; 

D , если она удовлетворяет свойству C  и любая ее  -подгруппа лежит в некоторой холловой 

 -подгруппе. 

- [ ]n  – целая часть рационального числа n; 

- ( , )m n  – наибольший общий делитель чисел m и n; 

- /a b  – а делит b ( /a b  – а не делит b); 

- AwrB  – сплетение группы А с помощью группы В; 

- Zn , Dn , En  – соответственно циклическая, диэдральная, элементарная абелева группа порядка n; 

- ( )GF q  – поле Галуа порядка 
nq p , где р – характеристика поля; 

- под группой Шевалле понимается любая фактор-группа универсальной группы Шевалле; 
- любая группа Шевалле Х рассматривается над конечным полем K характеристики р и с Х ассоци-

ируется система корней Ф, обозначения типов систем корней стандартны [4, 5]; 

- поле K считается равным полю 
2( )GF q , если Ф имеет тип 

2Al , 
2D l , 

2
6E ; полю 

3( )GF q , если 

Ф имеет тип 
3

4D ; полю ( )GF q  – в остальных случаях. Во всех случаях поле ( )GF q  называют полем 

определения группы Х; 

- всякая группа Шевалле Х обладает двумя характерными подгруппами В и N такими, что X BN B , 

( )B N PX , где ( )P Syl Xp ; H B N   – абелева p -группа, B P H λ , H N , /N H W  – группа 

Вейля системы корней Ф для Х и ассоциируется далее с Х. Н называют подгруппой Картана; В – под-
группой Бореля; N – мономиальной подгруппой группы Х.  
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Группа W порождается s инволюциями wi , 1 i s  , с полным множеством определяющих соот-

ношений ( ) 1i jk
w wi j  , 1 ,i j s  . Число s называется рангом группы W и лиевым рангом группы Х; 

- параболической подгруппой группы Х называется любая подгруппа, содержащая ( )N P BX  ; 

- все конечные группы Шевалле с полем определения ( ) ( )nGF p GF q  (нормальные и скручен-

ные типы) мы обозначаем символом ( )Chev p . Если мы желаем подчеркнуть, что речь идет о присоеди-

ненной версии группы X Chev  (с ( ) 1Z X  ), то условимся писать 
aX Chev  (или ( )aX Chev p ); 

- S n  – симметрическая группа перестановок и символов; 

- An  – знакопеременная группа перестановок и символов; 

- X   – коммутант группы Х. 
 

3. Используемые результаты 
 

В дальнейшем нам понадобятся сведения об универсальных группах из множества ( )Chev p , 

2p  , которые приведены в лемме 3.11 в работе [6]. Мы приведем эти сведения в удобной для дальней-

шего использования форме. 

3.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть Х – конечная универсальная группа лиева типа с полем определения ( )GF q  

характеристики 2p  , 
nq p . Пусть S – силовская 2-подгруппа из Х, Т – максимальный тор в Х такой, 

что ( )S N TX . (По лемме 3.11 в [6] в качестве Т можно взять подгруппу Картана Н, если 1 (mod 4)q  , 

либо тор Т известного порядка, если 1 (mod 4)q   ). 

Пусть ( )P Syl Xp , B P H λ  – подгруппа Бореля в Х, N – мономиальная подгруппа в Х (так что 

X BNB , /W N H  – группа Вейля, ассоциированная с Х). 

3.2. ЗАМЕЧАНИЕ. В дальнейшем запись 3.1X   означает, что имеют место обозначения, указан-

ные в определении 3.1. 

3.3. ЛЕММА. ([6], лемма 3.11). Пусть 3.1X  , 
2 2 1(3 )2

kX G  . Тогда для Н и Т имеют место 

следующие утверждения: 

(1) ( )X A ql , | | ( 1)lH q  , ( ) / 1N H H Sl  , | | ( 1) ( 1)k l kT q q    , ( ) / 2N T T Z wr Sk ,  

где 
1

2

l
k

 
  
 

; 

(2) 
2 2( )X A ql , | | ( 1) ( 1)k l kH q q    , ( ) / 2N H H Z wr Sk , 

1

2

l
k

 
  
 

;  

                 | | ( 1)lT q  , ( ) / 1N T T Sl  ; 

(3), (4) ( )X B ql , ( )C ql , 2l  , | | ( 1)lH q  , ( ) / 2N H H Z wr Sl , 

            | | ( 1)lT q  , ( ) / 2N T T Z wr Sl ; 

(5) ( )X D ql , 3l  , | | ( 1)lH q  , 1( ) /
2lN H H E Sl λ ;  

если l – четное, | | ( 1)lT q   и 1( ) /
2lN T T E Sl λ , 

если l – нечетное, 
1| | ( 1) ( 1)lT q q   , ( ) / 2 1N T T Z wr Sl  ; 

(6) 
2 2( )X D ql , 3l  , 

1| | ( 1) ( 1)lH q q   , ( ) / 2 1N H H Z wr Sl  ; 

если l – нечетное, | | ( 1)lT q  , 1( ) /
2lN T T E Sl λ ; 

если l – четное, 
1| | ( 1) ( 1)lT q q   , ( ) / 2 1N T T Z wr Sl  ; 

(7) ( )2X G q , 
2| | ( 1)H q  , ( ) / 12N H H D ; 

2| | ( 1)T q  , ( ) / 12N T T D ; 

(8) ( )4X F q , 
4| | ( 1)H q  , 

7 2| ( ) / | 2 3N H H   , 
2( ( ) / ) (3) (3)2 2O N H H SL SL  , 

2( ) / ( ( ) / ) 4N H H O N H H E ; 
4| | ( 1)T q  , ( ) / ( ) /N T T N H H ; 
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(9) ( )6X E q , 
6| | ( 1)H q  , 

7 4| ( ) / | 2 3 5N H H    , ( ( ) / (3)4N H H PSp  имеет порядок 
6 42 3 5  ); 

4 2| | ( 1) ( 1)T q q   , ( ) /N T T  содержит 2S -подгруппу из ( ) /N H H ; 

(10) 
2 2( )6X E q , 

4 2| | ( 1) ( 1)H q q   , 
7 2| ( ) / | 2 3N H H   , ( ) /N H H  изоморфна ( ) /N H H  в (8);  

6| | ( 1)T q  , ( ) / ( ) /N T T N H H  в (9); 

(11) ( )7X E q , 
7| | ( 1)H q  , 

10 4| ( ) / | 2 3 5 7N H H     ; если ( ) /W N H H , 

        то / ( ) (2) (2)7 6W Z W O Sp   имеет порядок 
9 42 3 5 7   ; 

7| | ( 1)T q  , ( ) /N T T W ; 

(12) ( )8X E q , 
8| | ( 1)H q  , ( ) /N H H W  имеет порядок 

14 5 22 3 5 7   , / ( ) (2)
8

W Z W O ;        

8| | ( 1)T q  , ( ) /N T T W ;  

(13) 
3 3( )4X D q , 

3| | ( 1)( 1)H q q   , ( ) / 12N H H D ;  

        
3| | ( 1)( 1)T q q   , ( ) / 12N T T D , (лемма 6.10 в [6]). 

3.4. ЛЕММА. Пусть 3.1X  , 
2 2 1(3 ).2

kX G   Пусть t – нечетный простой делитель порядка 

группы, ( ) { , ,2}X p t   , p t . Предположим, что в Х есть холловы {2, }r -подгруппы для всех r . 

Тогда силовские r -подгруппы R в Х 3r   можно выбрать так, что они удовлетворяют следующим условиям: 

(1) R H  при 1 (mod 4)q  ; R T  при 1 (mod 4)q   ; 

(2) силовские ( {3}) -подгруппы порождают абелеву холлову ( {3}) -подгруппу K; 

(3) ( ) ( )N H N R  (при 1 (mod 4)q  ) и ( ) ( )N T N RX   (при 1 (mod 4)q   ); 

(4) если 3p t   и K H  ( )K T , то 
| | | |

2 3
| | | |

X X a b d cq t
H T

 
   

 
 для подходящих натуральных 

чисел a, b, c, d, где 
d ndq p  – порядок силовской р-подгруппы группы Х; а 

( ) ( )
2 3

| | | |

p X p X a b ct
H T

  
  

 
; 

(5) если 3p t   в Х есть холлова {2, 3} -подгруппа L, то или ( )L N H  ( ( ))L N T  для некоторой 

подгруппы Картана Н (некоторого тора Т) и 
( ) ( )

| | | |

p X p X ct
HL TL

  
 
 

,  ( ) ( )

| | | |

p X p X c cHL TLt t
H TH T

  
  

 
, 

или ( )1 1X A q  с | | 48{2,3}X  или 24 и | | 120{2, 3, 5}X    ; 

(6) если 3p   или 3t  , то K есть  -группа и 
( ) ( )

2
| | | |

p X p X a ct
H T

  
 

 
; 

Доказательство. Пусть ( )R Syl Xr , ( )Syl XsQ , где { , }r s   . Пусть SR  и 
xS Q  – холловы 

{2, }r - и {2, }s -подгруппы из Х. По теореме 5.2 из [6] при 1 (mod 4)q   R и Q  лежат в некоторых под-

группах Картана Н и yH , y X , так как любые две подгруппы Картана сопряжены в Х. Тогда 

1y H


Q . 
1 1 1( )x y xS yS y y y
   Q Q . Так как Н – абелева группа, то 

1R y y Q  также является абе-

левой группой. Поэтому K – абелева ( {3}) -подгруппа. Так как R – силовская подгруппа в Н, то она 

является характеристической подгруппой в Н. Поэтому ( )R N HX . Из условия леммы следует, что 

(| : |) {2, 3, , }X H p t . Предположим, что в Х имеется холлова {2, 3} -подгруппа L. Из теоремы 5.5 в [6] 

следует, что L лежит в нормализаторе некоторой подгруппы Картана либо в нормализаторе некоторого 

максимального тора известного порядка, и по лемме 3.11 в [6] все эти торы сопряжены в Х, либо является 

холловой {2, 3} -подгруппой в группе ( )1A q  с | ( ) | 48 или 241 {2, 3}A q    , или | ( ) | 1201 {2, 3, 5}A q  . Эти-

ми рассуждениями утверждения (1) – (5) доказаны для 1 (mod 4)q  . Если же 1 (mod 4)q   , то в приве-

денных рассуждениях можно заменить Н на Т, так как Т также является абелевой группой, которую нор-

мализует некоторая силовская 2-подгруппа из Х (по теореме 5.2 (2) в [6]), а все такие торы сопряжены в Х 

по лемме 3.11 (2) в [6]. Утверждение (6) есть следствие из предыдущих рассуждений, теоремы 4.2 (далее 

в разделе 4) и теоремы 5.2 в [6]. Этим лемма полностью доказана. 
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3.5. ЛЕММА. Пусть х – натуральное число. Тогда  

(1) 
2( 1, 1) {1, 2}x x   ; 

(2) 
2 2( 1, 1) 1x x x    ; 

(3) 
2( 1, 1) {1, 3}x x x    , 

2( 1, 1) {1, 3}x x x    ; 

(4) 
2 2( 1, 1) 1x x x x     ; 

(5) числа ( 1)x  , 
2 1x x  , 

4 3 2 1x x x x    , …, 
2 2 1 1n nx x x     попарно взаимно просты; 

(6) числа 
2( 1)x  , 

2 1x x  , 
4 3 2 1x x x x    , …, 

2 2 1 1n nx x x     попарно взаимно просты; 

(7) числа ( 1)x  , 
2( 1)x  , 

2 1x x  , 
4 3 2 1x x x x    , …, 

2 2 1 1n nx x x     попарно вза-

имно просты, исключая 
2( 1, 1) {1, 2}x x   ; 

(8) 
8 4( 1, 1) {1, 3}x x x    . 

Доказательство. Эти утверждения элементарны. Докажем, например, (5), (6) и (8). 

(5). То, что 
2( 1, 1) 1x x x     очевидно. По предположению индукции 

2 2 1( 1, n nx x x     

1) 1x    . Предположим, что 
2 2 2 11 ( 1, 1)n nd x x x x        . Тогда 

2 2 2/( )nd x x     

2 2( 1),nx x x     т.е. 
2/( 1)nd x x   , что противоречит предположению индукции. 

Аналогично доказывается, что 
2 2 2( 1, 1) 1nx x x x x        и 

4 3 2( 1,x x x x     

2 1) 1nx x    , и так далее. 

(6). Идея доказательства по индукции из (5) используется и здесь для доказательства, что 

2 2 2( 1, 1) 1nx x x x      . 

(8). Предположим, что 
8 41 ( 1, 1)d x x x     . Тогда d делит разность этих чисел.  

Получаем последовательно: 
8 4 7 3/( ) ( 1)d x x x x x x     ; 

7 3 6 2/( 1 1) ( 1)d x x x x x x       ; 

6 2 5/( ) ( 1)d x x x x x x     ; 
5 4/( 1 1) ( 2)d x x x x x      ; 

4/( 2)d x  .  

Кроме того, 
2 4/( 1) /( 1) /( 1)d x x x   . Поэтому 

4 4/( 2 1) 3d x x    . 

Аналогично, если 
8 41 ( 1, 1)d x x x     , то 

8 4 7 3/( ) ( 1)d x x x x x x     ; 

7 3 6 2/( ) ( 1)d x x x x x x     ; 
6 2 5/( ) ( 1)d x x x x x x     ; 

5 4/( ) ( 2)d x x x x x    .  

Кроме того, 
8 4 4/( 1) /( 1) ( 1)( 1)d x x x x     ; 

4/ ( 1)d x  , иначе 
8/d x . Поэтому 

4/( 1)d x  .  

Но тогда 
4 4/( 2 1) 3d x x    . Лемма доказана. 

3.6. ЛЕММА. ([9]). Пусть р, r – простые числа, m и n – натуральные числа. Если 1m np r  , то 

( , )m np r { 2 3 2(3 , 2 ), (3, 2), ( , 2 ), (2 , )
l mp r , где m – простое, l – натуральное число или 0}. 

3.7. ЛЕММА. Пусть p, r, m, n – как в лемме 3.6. Тогда для 
kq p    

2 1 2 ;3a bq   , где k, a, b – 

натуральные числа. 

Доказательство. Предположим противное, тогда 
2(2 , )a kp  или 

2(3 , )b kp  не удовлетворяют за-

ключению леммы 3.6. Лемма доказана. 

3.8. ТЕОРЕМА. [11]. Пусть Х – простая неабелева группа с абелевой 2S -подгруппой. Тогда 

2 2 1{ ( ), 3 (mod8); (2 ), (3 ), }2 2 2 1
n kX L q q L G J   . 

 

P
ol

ot
sk

S
U



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Математика                                                                                             № 9 

 

 19 

4. Основной результат 

4.1. ТЕОРЕМА. Пусть 
2 2 13.1, (3 )2

kX  X G   . Пусть t – нечетный простой делитель числа | |X ; 

( ) {2, , }X p t   . Предположим, что в Х имеются холловы {2, }r -подгруппы для всех 3 r  и хол-

лова {2, 3} -подгруппа при 3p t  . Тогда 

(1) ( )1X A q , 1 2 mq t    или 1 2 mq t   ; 

(2) ( )1X A q , 1q   делит 
42 3 ct  , если 

3( 1) / 2 3 cq t   , то 3 (mod8)q   ; 

(3) ( )1X A q , 1q   делит 
42 3 ct  ; если 

3( 1) / 2 3 cq t   , то 3 (mod8)q   ; 

(4) ( )1X A q , 
3( 1) / 2 3 cq t   , 5p   или 

2 1 0 (mod5)q    и 3 (mod8)q   , или  

                          
3( 1) / 2 3 cq t   , 5p   или 

2 1 0 (mod5)q    и 3 (mod8)q   . 

(5) (5)2X A , 
2 (7)2A ; 

(6) 
2(5 )1X A , (11)1A , (13)1A , (23)1A . 

Доказательство. По условию теоремы {2, 3}p , поэтому рассмотрим отдельно 13 возможностей. 

1) ( )X A ql . Пусть сначала 3p t  . Пусть   . Из лемм 3.4 (6), 3.4 (4) и 3.3 (1) тогда следует, что  

1( 1)
1 2 3

( 1)

l iq
a b ci t

lq

 
   



                                                           (4.1) 

или                                                        

1( 1)
1 2 3 ,

( 1) ( 1)

l iq
a b ci t

k l kq q

 
   

 


                                                          (4.2) 

где 
1

2

l
k

 
  
 

. 

В правой части (4.1) и (4.2) имеется два нечетных взаимно простых множителя 3 и t. В левой части выра-

жений (4.1) и (4.2) имеются множители 
3 4 51 1 1

1 1 1

q q q

q q q

  
  

  
 и соответственно 

3 4 51 1 1

1 1 1

q q q

q q q

  
  

  
, 

которые имеют делители 
2 2 4 3 2( 1)( 1)( 1),q q q q q q q        попарно взаимно простые по лемме 3.5 (6), 

причем 
2 1q   – четное число, поэтому 

2 1q   есть степень числа 2, что невозможно по лемме 3.7. По-

этому 1 5i   , 3l  . 

Пусть 3l  . Из лемм 3.4 (5, 6) и 3.3 (1) следует, что 
2 3 41 1 1 1

1 1 1 4!

q q q ct
q q q

  
  

  
 или 

2 3 41 1 1 1

21 1 1 2 2

q q q ct
q q q

  
  

   
 ввиду 2k  . То есть 

12 2 2( 1) ( 1) ( 1)
32 3

cq q q q t      


,                                                   (4.3) 

или                                                    
12 2 2( 1) ( 1) ( 1)
32

cq q q q t       .                                                    (4.4) 

В левых частях выражений (4.3) и (4.4) есть три четных множителя 
2 2( 1) ( 1)q q  . Поэтому 

2( 1)

4

q 
 и 

2 1

2

q 
 – нечетные числа.  

Из леммы 3.5 (6) теперь следует: либо 
2 1 ,q q t   c   и 

2 1
1,

6

q 
 либо 

2 1
1

3

q q 
  и 

2 1

2

q mt


 , m c . Очевидно, что ни одна из этих возможностей не может иметь места. 
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Пусть 2l  , 1k  . Тогда из лемм 3.4 (5) и 3.3 (1) следует, что 
2 31 1 1

1 1 3!

q q ct
q q

 
 

 
 или 

2 31 1 1

1 1 2

q q ct
q q

 
 

 
. То есть  

12( 1) ( 1)
6

cq q q t     ,                                                             (4.5) 

или                                                                
12( 1) ( 1)
2

cq q q t     .                                                            (4.6) 

Из (4.5) и (4.6) следует, что 
( 1)

2

q 
 и 

( 1)

2

q 
 – нечетные числа. Из леммы 3.5 (5) следует, что либо 

1
1

2 3

q 



 и 

2 1q q t   , c  , либо 
1

1
2

q

mt





 и 

2 1 3q q   . Это возможно лишь при 5q p  . 

Группа (5)2A  есть в заключении теоремы. Она имеет холлову {2, 3} -подгруппу. 

Из леммы 3.5 (3) следует, что 
1 2, 1 {1, 3}

2

q
q q

 
   

 
. Так как 3t  , то 

2 1q q t   , c  , а 

1 2q  , 3q  . Это противоречит условию, что 3q  . 

Наконец, пусть 1l  , 1k  . Тогда из лемм 3.4 (5) и 3.3 (1) следует, что 
2 1 1

1 2

q ct
q





 или 

2 1 1

1 2

q ct
q





. Тогда 1 2q t   , c   и 1 2 mq t   , m c . Эти группы есть в заключении теоремы. 

Кроме того, из теоремы 5.5 (c, d) в [6] следует, что в группах ( )1A q  с | ( ) | 48 или 241 {2,3}A q    и с 

| ( ) |1 {2,3,5}A q  есть холлова {2, 3} -подгруппа. Если | ( ) | 4X  , то из [13] следует, что это группы 

( )1A q  с 
2{5 ,11,13, 23}q . Эти группы имеются в заключении теоремы. 

Если предположить, что в этих группах | ( ) | 4X  , то в Н или Т по условию и лемме 3.4 (2) есть 

холлова  -подгруппа и из леммы 3.4 (4) следует, что ( 1) / 2 3a cq t   , 3a   или 4, или ( 1) / 2 3a cq t    с 

3a   или 4. Кроме того, если | ( ) | 1201 {2,3,5}A q  , то из теоремы Диксона [1, теорема 2.8.27] следует, 

что тогда 5p   или 
2 1 0 (mod5)q   , а из теоремы 3.8 [11] следует, что 3 (mod8)q    в случаях с 

| ( ) | 241 {2,3}A q   и | ( ) | 1201 {2,3,5}A q  . 

Пусть теперь 3p   или 3t  . Из предыдущих рассуждений и леммы 3.4 (6) следует, что доста-

точно рассмотреть случаи с 2l  , 1k   и 1l  , 1k  . Из теоремы 5.2 в [6] следует, что холлова 

({2} ) -подгруппа М лежит в ( )N H  или в ( )N T , а холлова  -подгруппа K лежит в Н или Т. Поэтому 

( ) | ( ) |p X N H  или ( ) | ( ) |p X N T  делит 
ct . По лемме 3.3 (1) при 2l  , 1k   ( ) 2N T T Z , а 

( ) 3N H H S . Поэтому ( ) | |p X H  или ( ) | |p X T  делит ( ) cN H H t  и ( ) cN T T t соответственно. 

То есть в силу леммы 3.4 (6) 
2 3( 1)( 1)

2
2( 1)

q q ct
q

 



 или 

2 3( 1)( 1)
2

( 1)( 1)

q q ct
q q

 


 
. 

Тогда 
2( 1)( 1) 2 cq q q t     или 

2( 1)( 1) 2 cq q q t    . Так как 
2 1q q   есть число нечетное, то в 

первом случае 1 2q  , что невозможно, а во втором ( 1) {2, 6}q    в силу леммы 3.5 (3). Это дает {3, 7}q . 

При этом 3p   влечет {3, 9}q , а 3t   влечет {7}q . Но при 7q   
2 1 57 3 19q q      и 3t  . При 

9q   
2 1 91 7 13 aq q t      . Группа (3)2A  не удовлетворяет условию, так как ( (3)) 32A  . 

Если же 1l  , 1k  , то по лемме 3.3 (1) ( ) 2N T T Z , ( ) 2 2N H H S Z  , и 
2 1

2
1

q ct
q





 или 

2 1
2

1

q ct
q





. Эти группы есть в заключении (1) теоремы. 
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2) 
2 ( )X A ql , 1l  . Пусть сначала 3p t  . Предположим, что ( {3})   . Из лемм 3.4 (4), 

3.4 (6) и 3.3 (2) тогда следует: 

что                                                                 

1 1( ( 1) )
1 2 3

( 1) ( 1)

l i iq
a b ci t

k l kq q

  
  

 


,                                       (4.7) 

или                                                                 

1 1( ( 1) )
1 2 3 ,

( 1)

l i iq
a b ci t

lq

  
  




                                       (4.8) 

где 
1

2

l
k

 
  
 

. 

Из леммы 3.5 (7) следует, что в левых частях выражений (4.7) и (4.8) имеются нечетные попарно 

взаимно простые делители 
3 51 1

1 1

q q

q q

 
 

 
. В правых частях выражений (4.7) и (4.8) есть только два 

нечетных простых делителя: 3 и t. Поэтому 5l  . Кроме того, в левых частях (4.7) и (4.8) есть множитель 

2 1q   
4 1

1

q
в 

q

 
 
 
 

 взаимно простой по лемме 3.5 (7) с 
1

1

mq

q




, 3; 5m  . По лемме 3.7 

2 1q   не может 

быть степенью числа 2. Поэтому 5m   и 4l   в (4.7) и (4.8). 

Пусть 3l  , 2k  . Тогда (4.7) и (4.8) принимают вид: 

2 3 41 1 1 22 2!
1 1 1

q q q ct
q q q

  
   

  
,                                                    (4.9) 

или                                                                
2 3 41 1 1

4!
1 1 1

q q q ct
q q q

  
  

  
.                                                    (4.10) 

По лемме 3.7 
2 1 2q   . По лемме 3.5 (2) 

2 2( 1, 1) 1q q q    . Поэтому (4.9) не может иметь 

места. 
2 1 3q q   . Поэтому 

2 1 cq q t   , 
2 1 3 2q    , 3   в (4.10). Из леммы 3.5 (1) следует, что 

1   в (4.10). Но и это невозможно. 

Наконец, пусть 2l  , 1k  . Тогда (4.7) и (4.8) принимают вид: 

2 31 1
2

1 1

q q ct
q q

 
 

 
,                                                               (4.11) 

или                                                                   
2 31 1

3!
1 1

q q ct
q q

 
 

 
.                                                              (4.12) 

Из (4.11) следует, что 1 2q  , 3q  , что противоречит условию, что 3p  . Из (4.12) и 

2( 1, 1) 1q q q     следует, что 
2 1 cq q t   , 1 6q  . Откуда 7q p  , 

2 (7)2X A , 

3 3 7 3| | 7 48 (7 1) 2 3 7 43X         . В Х есть холлова {2, 3} -подгруппа, лежащая в ( )N T , где 
6| | 2T  . 

Она есть в заключении теоремы. 
Пусть теперь 3p   или 3t  . Из предыдущих рассуждений и леммы 3.4 (6) следует, что достаточно рас-

смотреть случай с 2l  , 1k  . Тогда, как и в случае 1), на основании теоремы 5.2 в [6] и леммы 3.3 (2) получа-

ем, что 
2 3( 1)( 1)

2
( 1)( 1)

q q ct
q q

 


 
 или 

2 3( 1)( 1)
2

2( 1)

q q ct
q

 



 (по лемме 3.4 (6)). Откуда 

2( 1)( 1) 2 cq q q t     

или 
2( 1)( 1) 2 cq q q t     и эта ситуация исключается как и ситуация с 2l  , 1k   в случае 1). 

3); 4) ( )X B ql , ( )C ql , 1l  .  

Пусть сначала 3p t  . Из лемм 3.4 (4), 3.4 (6) и 3.3 (3, 4) следует, что  

2( 1)
1 2 3

( 1)

l iq
a b ci t

lq


  



.                                                           (4.13) 
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Анализ выражения (4.13) делаем отдельно для ( 1)lq   и ( 1)lq  . В левой части (4.13) имеются 

множители: 

3 2 2 22 4 6 ( 1) ( 1)( 1)( 1) для ( 1) , 3;1 1 1

3 2 2 21 1 1 ( 1) ( 1)( 1 1)( 1) для ( 1) , 3.

lq q q q q q   q  lq q q

lq q q q q q q q  q  l

           
   

           

               (4.14) 

Из лемм 3.5 (2), 3.5 (4) и 3.7 следует, что эти множители не могут делить число 2 3a b ct  . Поэто-

му пусть 2l  . Тогда (4.13) принимает вид: 

2 2 2 2( 1) ( 1) 2 2! для ( 1)

2 2 2 2( 1) ( 1) 2 2! для ( 1)

cq q t   q

cq q t   q

     

     

                                                       (4.15) 

Из леммы 3.5 (1) следует тогда, что 
2 1 2 cq t   , 

21 2q    или 
2 21 2 cq t   , 1 2q  , или 

2 1 cq t  , 
31 2q   . По условию теоремы 3mq  . Поэтому либо 5q  , либо 7q  . Если 7q  , то 

2 1 cq t  . Поэтому 5q  . Но тогда 1 6q   в (4.15) для 
2( 1)q  . То есть может иметь место лишь вто-

рая строка в (4.15), когда 
2| | ( 1)T q  , то есть когда 1 (mod 4)q   . Но для 5q   это невозможно. 

Кроме того, по теорема 5.5 (e, g) из [6] в группах ( )3B q  и ( )4B q  имеются холловские {2, 3, 5, 7} -под-

группы, изоморфные соответственно (2)7  и 2. (2)
8
 . Но в них нет холловых {2, 3} -подгрупп по тео-

реме 1.2 в [10]. Этим случаи 3) и 4) исключаются из рассмотрения. 

Пусть теперь 3p   или 3t  . Из предыдущих рассуждений и леммы 3.4 (6) следует, что доста-

точно рассмотреть случай с 2l  . Как и в случаях 1) и 2) получаем на основании леммы 3.3 (3), что 

2 2 3( 1) ( 1) 2 cq q t    или 
2 2 3( 1) ( 1) 2 cq q t   . Из леммы 3.6 (2) в [7] и 3.6 (3) в [7] получаем соответ-

ственно: 

q p , 1 2bq   , 
2 1 2 aq t    или  

{3, 9}q  или q p  и 1 2bq   , 
2 1 2 aq t   . 

Из леммы 3.5 (1) следует, что 1 2q   или 1 2q  , {3, 9}q  (так как 
2 3( 1) 2q  . Поэтому 

3q   или 9. Группа (3)2B  не удовлетворяет условию теоремы, так как ( (3)) 32B  . Если же 9q  , то 

2 2 2 3( 1) ( 1) 8 2 41 / 2 cq q t      . Этим случаи 3) и 4) исключаются из рассмотрения. 

5); 6) ( )X D ql , 
2 2( )D ql , 4l  . В этих случаях из лемм 3.4 (4), 3.4 (6) и 3.3 (5, 6) следует, что  

1 2( 1) ( 1)
1 2 3

( 1)

ll iq q
a b ci t

lq


 

  


,                                           (4.16) 

или                                                              

1 2( 1) ( 1)
1 2 3

1( 1) ( 1)

ll iq q
a b ci t

lq q


 

  
 


,                                          (4.17) 

или                                                              

1 2( 1) ( 1)
1 2 3

1( 1) ( 1)

ll iq q
a b ci t

lq q


 

  
 


,                                          (4.18) 

или                                                              

1 2( 1) ( 1)
1 2 3

( 1)

ll iq q
a b ci t

lq


 

  



.                                          (4.19) 
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Поскольку в (4.16) – (4.19) 4l  , то даже при 4l   имеем то, что левая часть выражений (4.16) – (4.19) 

не может делить правую.  

В самом деле, 

4 2 4 6( 1)( 1)( 1)( 1) 3 2 2 3 2 4 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1)( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( 1)
4( 1)

q q q q
q q q q q q q q q q q

q

   
            


 

в силу лемм 3.5 (4), 3.5 (2) и 3.7 не может делить число вида 2 3a b ct  . Точно так числа 

4 2 4 6( 1)( 1)( 1)( 1) 4 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1)( 1);
4( 1)

q q q q
q q q q q q

q

   
      


 

4 2 4 6( 1)( 1)( 1)( 1) 3 2 2 2 2( 1)( 1) ( 1) ( 1)( 1);
3( 1) ( 1)

q q q q
q q q q q q q

q q

   
       

 
 

4 2 4 6( 1)( 1)( 1)( 1) 4 2 2 2 2( 1)( 1)( 1) ( 1)( 1);
3( 1) ( 1)

q q q q
q q q q q q q

q q

   
       

 
 

4 2 4 6( 1)( 1)( 1)( 1) 4 2 2 2 2( 1)( 1)( 1) ( 1)( 1)
3( 1) ( 1)

q q q q
q q q q q q q

q q

   
       

 
 

не могут делить число 2 3a b ct  . 

Число                  
4 2 4 6 4 2 2 3 2( 1)( 1)( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1)

4 1( 1)

q q q q q q q q q q

qq

         
 


 

4 3 2 2 2( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1)

1

q q q q q q q

q

      



 

является целым как индекс подгруппы в группе. Так как 
2( 1, 1) 1q q q    , 

2( 1, 1) {1, 3}q q q     по 

лемме 3.5 (3), то 1q { 2 3 , 
22 3 , 

32 3 , 
42 3 , 

52 3 , 32 , 42 , 52 }, {5,11, 23, 47, 7, 31}q . 

Если 5q  , то 
2 1 31q q    и 31t  . Но тогда 

2 1 26 2 13 / 2 3 31a b cq       . 

Если 11q  , то 
2 1 133 7 19 / 2 3a b cq q t       . 

Если 23q  , то 
2 1 553 7 79 / 2 3a b cq q t       . 

Если 47q  , то 
2 1 2257 37 61 / 2 3a b cq q t       . 

Если 31q  , то 
2 1 331 3q q    , 

2 1 2 481 2 13 37 / 2 3 331a bq         . 

Если 7q  , то 
2 1 57 3 19q q     , 

2 21 50 2 5 / 2 3 19a bq       . 

Поэтому и (4.19) не может иметь места. 

7) ( )2X G q . Из лемм 3.4 (4), 3.4 (6) и 3.3 (7) следует, что 
6 2( 1)( 1)

2 2( 1) 2 3

q q ct
q

 

 
. То есть  

3 2 2( 1)( 1)( 1) 2 3 cq q q q t      .                                                 (4.20) 

Из леммы 3.5 (4) следует, что 
2 1 3q q    и (4.20) не может иметь места. 

8) ( )4X F q . Из лемм 3.4 (4), 3.4 (6) и 3.3 (8) следует, что 
12 8 6 2( 1)( 1)( 1)( 1) 7 22 3 .

4( 1)

q q q q ct
q

   
   

6 6 4 4 3 3 2( 1)( 1)( 1)( 1)( 1)( 1)( 1)

4( 1)

q q q q q q q

q

      



 

3 2 6 2 4 3 2 7 2( 1)( 1)( 1)( 1)( 1)( 1)( 1)( 1)( 1) 2 3 cq q q q q q q q q q q t              . 
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Так как 
3 21 ( 1)( 1)q q q q     , то из леммы 3.5 (4) следует, что либо 

2 1 3q q    или 
23 , либо 

2 1 3q q    или 
23 . Это невозможно. Этим 8) доказано, так как случай с 

4( 1)q   в знаменателе анало-

гично исключается. 

9); 10) ( )6X E q , 
2 2( )6E q .  

Эти случаи исключаются, как и 8).  

Из лемм 3.4 (4), 3.4 (6) и 3.3 (9, 10) следует, что для ( )6X E q  имеем: 

12 9 8 6 5 2( 1)( 1)( 1)( 1)( 1)( 1) 7 42 3 5
| | (или | |)

q q q q q q t

H   T

     
  .                     (4.21) 

Так как 
6| | ( 1)H q  , то 

3 3 6 3 6 3 4 2 2 5 2 3 3( 1)( 1)( 1)( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1)( 1)

( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)

q q q q q q q q q q q q q

q q q q q q

            
  

     
 

2 2 6 2 6 3 4 2 5( 1)( 1)( 1)( 1)( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1)( 1)( 1)q q q q q q q q q q q q q q q                   

2 2 7 4( 1)( 1)( 1) 2 3 5 .tq q q q q         

Из лемм 3.5 (2) и 3.5 (4) следует, что такое деление в натуральных числах не может иметь места. 

Так как 
4 2| | ( 1) ( 1)T q q   , то из (4.21) получаем: 

12 8 6 2 9 51 1 1 1 1 1 7 42 3 5
1 1 1 1 1 1

q q q q q q t

q q q q q q

     
      

     
.                     (4.22) 

Из леммы 3.5 (6) следует, что 
9 51 1

, 1
1 1

q q

q q

  
  
  
 

 и оба эти числа – нечетные. Кроме того, в мно-

жителе 
8 1 4 2( 1)( 1)( 1)

1

q
q q q

q


   


 есть делитель 

2( 1)q  , который по лемме 3.5 (6) также взаимно 

прост с 
9 1

1

q

q




 и 

5 1

1

q

q




. Теперь из леммы 3.7 следует, что (4.22) не может иметь места. 

Если же 
2 2( )6X E q , то из леммы 3.3 (10) имеем: 

12 9 8 6 5 2( 1)( 1)( 1)( 1)( 1)( 1) 7 22 3
4 2 6( 1) ( 1) ( 1)

q q q q q q ct
q q  (или q )

     
 

  
.               (4.23) 

Из леммы 3.5 (7) следует, что 
9 51 1

, 1
1 1

q q

q q

  
  
  
 

 и оба эти числа нечетные. Поэтому 
8 1

( 1)

q

q





 

4 4 2 2 4( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1)

( 1) ( 1)

q q q q q

q q

    
 

 
 имеет множитель 

2( 1)q  , который по лемме 3.5 (7) взаимно 

прост и с 
5 1

1

q

q




, и с 

9 1

1

q

q




. Но тогда 

2 7( 1) / 2q  , что невозможно по лемме 3.7. 

11) ( )7X E q , так как по лемме 3.3 (11) | ( ( ) / ) | | ( ( ) / ) | 4N H H N T T   , что противоречит лем-

ме 3.4 (4) (
( )

3
| |

p X

H

 
 

 
 ,

( )
3

| |

p X

T

 
 

 
 ). 

12) ( )8X E q  по той же причине, что и ( )7X E q . 
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13) 
3 3( )4X D q . Как и выше, по лемме 3.3 (13) 

8 4 6 2( 1)( 1)( 1) 22 3
3( 1)( 1)

q q q q ct
q q

   
  .                                               (4.24) 

или 
8 4 3 2( 1)( 1)( 1) 2 3 cq q q q t      . 

       
8 4 2 2 2( 1)( 1)( 1) 2 3 cq q q q q t      .  

Из леммы 3.5 (3) следует, что 
2( 1, 1) {1, 3}q q q    , 

2( 1, 1) {1, 3}q q q    . 
2 1q q   – нечетное 

число. Если 
23/( 1)q q  , то из (4.24) следует что 3 /( 1)q  и 

8 43 / ( 1)q q  . Но тогда по лемме 3.5 (8) 

8 4( 1, 1) 1q q q    . Тогда 
8 4 1 mq q t   , m c , 1 2q  , что невозможно. Точно так же, если 

8 43/( 1)q q  , то эти же рассуждения приводят к противоречию. Итак, 
8 4 1 ,mq q t   2 1 ,nq q t    n c . 

Тогда из (4.24) следует, что 3 / ( 1)q , ибо в правой части (4.24) нет 
23 . Итак, (4.24) невозможно. 

Заметим, что в случаях 5) – 13) лемма 3.4 (6) не может иметь места. Теорема доказана. 

Следующая теорема объясняет условие теоремы 4.1. 

4.2. ТЕОРЕМА. Пусть 3.1X  . Тогда в Х нет холловой {2, }p -подгруппы, исключая (3)2X A . 

Доказательство. Пусть А – холлова {2, }p -подгруппа в Х. По теореме 3.3 [10] либо A B , либо А – 

параболическая подгруппа в Х. Если A B , то из абелевости H B  следует, что ( )2S Syl X  является 

абелевой группой и из теоремы 3.8 следует, что / ( ) ( )2X Z X L q , 3 (mod8)q    или 
2 2 1(3 )2

kG 
.  

Из теоремы 1.2 в [10] следует, что в группе 
2 2 1(3 )2

kG 
 нет холловой {2, 3} -подгруппы. Из теоремы 

2.8.27 в [1] следует, что в группах ( )2L q  нет холловых {2, }p -подгрупп. Поэтому таких подгрупп нет и в 

( )1A q . 

Тогда впредь можно считать, что А – параболическая подгруппа в Х и B A . Из теоремы 5.2  

в [10] следует, что Х не может быть изоморфна группам ( )B ql , ( )C ql , ( )7E q , ( )8E q , ( )4F q , ( )2G q , 

2 ( )A ql , 
2 ( )6E q , 

2 ( )2G q , ( )2D qm , 
2 ( )2 1D qm . 

Поэтому остается рассмотреть случаи, когда 
2( ), ( ), ( ), ( )2 2 1 6X D q D q A q E qm m l  . Так как по 

условию, 2p  , то по теоремам 6.3 и 8.3 в [10] исключаются из рассмотрения группы ( )2D qm  и 

2 ( )2 1D qm . 

Пусть теперь ( )X A ql . Если 3p  , то по теореме 3.1 в [12] в Х нет холловых {2, }p -подгрупп. 

Поэтому пусть 3p  .  

Из доказательства теоремы 10.2 в [10] следует, что либо 
21 2 2 2 3 2 4| | ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)A q q q q q     , 

либо ( 1) / 2| | ( 1)
1

ll l iA q q
i

 
 , где 1l   – нечетное простое число. 

Но тогда порядок силовской 2-подгруппы, которую содержит А, выразится числом 

2 2 2 3 2 4( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 2aq q q q                                                       (4.25) 

или                                                                 ( 1) 2
1

l i aq
i

 
 .                                                                 (4.26) 

Из (4.25) тогда следует, что 
43 2 1n m   для m a . По лемме 3.6 это невозможно. Из (4.26) анало-

гично получаем, что 
23 2 1n m   ( 1l   – нечетное простое число). По лемме 3.6 это возможно лишь в случае 

1,n  3,m  2,l  3p q  . Тогда 
2 4(3 1)(3 1) 2 ,   (3)2X A . 

3 2 3 4 3| (3) | 3 (3 1)(3 1) 2 3 132A        . 

По теореме 7.2 в [10] группа ( )6E q  не имеет собственной холловой {2, }p -подгруппы. Этим тео-

рема доказана. 
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4.3. ТЕОРЕМА. Пусть X Spor  или { / 5}X A nn  . Предположим, что t, s – нечетные простые дели-

тели порядка группы Х, ( ) {2, , }X t s   . Предположим, что в Х имеются холловы {2, }r -подгруппы R для 

всех r из  . Тогда  

(1) 11X M , 
4 2| | 2 3R   , | | 5 11X R   . 

(2) 7Х A ; 8X A . 

Доказательство. Утверждение (1) следует из теоремы 4.1 в [14] и таблицы 5.3 в [15]. Утверждение (2) 

следует из следствия 4.4 в [6] и теоремы А.4 в [8]. 

4.4. ТЕОРЕМА. Пусть 
2 2 1(3 )2

kX G  . Пусть t, s – нечетные простые делители порядка группы Х, и 

в Х нет холловых {2, } и {2, t}- подгрупп.s - ( ) {2, , }X t s   . Тогда в Х нет холловых {2, }r -подгрупп 

для некоторых r .  

Доказательство. Предположим, что в Х есть холловы {2, }r -подгруппы для всех r . Из теоремы 4.2 

следует, что 3 . Поэтому 3 s . Из леммы 5.1 в [6] следует, что в Х есть холлова {2, 7} -подгруппа и 

холлова подгруппа М порядка 2 ( 1)a q  , 2a   или 1. Пусть 7 r  . Как и в доказательстве леммы 3.4 (2), 

легко показывается, что силовские r-подгруппы порождают абелеву подгруппу K, лежащую в одной из 

сопряженных с М. Тогда 3 ( ) : 7 8cX K t    . Или 
3( 1)( 1)

7
2 ( 1)

q q ct
a q

 
 


, 

2( 1)( 1) 2 7a cq q q t      , где 

2 13 kq  . Поэтому 7 /( 1)q  ввиду теоремы Эйлера. Тогда 1 2q  , или 2a ct  а 
2 1 7q q    и 3q  . 

Но 
2( (3)) 32G   и группа не удовлетворяет условию теоремы. Теорема доказана. 
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