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Рассматривается сжато-изогнутый стержень. Материал стержня характеризу-

ется различными модулями упругости при растяжении и сжатии. Получено диффе-

ренциальное уравнение оси сжато-изогнутого стержня. Найдены формулы для 
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A rod is considering under combined axial and lateral loads. Material of a rod has different 

elastic modules under tension and compression. The differential equation of an axis of a rod 

subjected to combined axial and lateral loads is obtaining. Formulas for determining the pa-

rameters of stress-strain state in an arbitrary section are founding. 
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В линейной теории расчета стержневых конструкций конструкционный материал, 

как правило, считается однородным изотропным упругим телом, поведение которого 

описывается модулем упругости E одинаковым при растяжении и сжатии. Однако, как 

показывают экспериментальные исследования модули упругости при растяжении и 

сжатии для ряда современных конструкционных материалов могут существенно раз-

ниться [1]-[3].  

Академиком Амбарцумяном С.А. была построена феноменологическая теория, 

описывающая поведение разномодульного материала и предлагающая общие методы 

решения задач теории упругости из такого материала [4]. Поведение разномодульного 

материала описывается билинейной диаграммой σ ε−  с различными модулями упру-
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гости при растяжении 
+

E и сжатии 
−

E . Степень разномодульности конструкционного 

материала характеризуется  коэффициентом 
 

E

E
µ

−

+= .                                                                         (1) 

 

Расчеты отдельного стержня с учетом разномодульности материала при некото-

рых простейших видах нагружения были выполнены рядом авторов и сводка основных 

результатов решения этих задач приведена в [4]. 

Рассматривается прямолинейный гибкий сжато-изогнутый стержень, нагружен-

ный постоянной продольной силой и поперечной нагрузкой (рис.1) 

 

 
 

Рисунок 1. – Сжато-изогнутый стержень 

 

Принимается, что стержень выполнен из разномодульного материала. Попереч-

ное сечение стержня симметричное произвольной формы (рис. 2). 

 

 
 

Рисунок 2. – Симметричное поперечное сечение стержня 

 

где A− - площадь сжатой части сечения с центром тяжести в точке c− ; A+ -  площадь растяну-

той части сечения с центром тяжести в точке c+ . Общая площадь поперечного сечения 

A A A− += + . 
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Напряженно-деформированное состояние (НДС) стержня в начале координат ха-
рактеризуется начальными параметрами 

 

0 0 0 0(0) ,  (0)= ,  (0)= ,  (0)y y y y M M Q Q′ ′= = . 
 

Для описания прогибов рассматриваемого сжато-изогнутого стержня используем 
приближенное дифференциальное уравнение изогнутой оси стержня с учетом разно-
модульности материала [6] 

 

( )
( )

2

2

d y M x

dx D x
= − ,                                                                       (2) 

 

где ( )М x  - изгибающий момент в произвольном сечении; ( )D x  - изгибная жесткость 

поперечного сечения стержня с учетом влияния разномодульности материала.  

Входящий в (2) изгибающий момент ( )М x ,  для рассматриваемой схемы нагру-

жения стержня описывается выражением 
 

( ) [ ] ( )
2

0 0 0( )
2

i i

qx
M x M Q x N y x y P x a= + + − − − −∑ .                                   (3) 

 

Входящая в (2) величина ( )D x  , связана с обычной изгибной жесткостью попе-

речного сечения 
zEI соотношением [5] 

 

zEI
D

ζ
= ,                                                                            (4) 

 

где ζ  - коэффициент влияния разномодульности конструкционного материала на из-

гибную жесткость поперечного сечения. Для симметричного поперечного сечения про-
извольной формы он описывается выражением 

 

( ) ( ) 

Iz

I x I x
ζ

µ+ −=
+

, 

 

где ( )I x−  и ( )I x
+  характеризуют моменты инерции, соответственно, сжатой и растяну-

той частей поперечного сечения относительно нейтральной оси.   
С учетом (3), (4) уравнение (2) примет вид 
 

( )
2 2

0 0 02
2

i i

z z

d y N qx
y M Q x Ny P x a

dx EI EI

ζ
ζ+ = − + − − − −∑

 
 
 

.                   (5) 

 

Полученное уравнение (5) описывает изогнутую ось гибкого сжато-изогнутого стерж-
ня с учетом разномодульности его материала.  Общее решение уравнения имеет вид 

 

( ) ( )*

1 2cos siny x C nx C nx y xζ ζ= + + ,                                            (6) 
 

где     
z

N
n

EI
= ; 
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( )*
y x - частное решение неоднородного уравнения 

 

( ) ( ) ( )
2 2

* 0 0
0 2 3 4

sin 1 cos
2

i
i

i i

z z

P
M Q x q n x

y x y n x a n x a nx
n EI n EI n EIz

ζ
ζ ζ ζ

∑+
= − + − − − − − −

  
     

  

. 

 

Произвольные 1 2,  C C определяются из граничных условий на левом конце стержня 
 

( )
( )

0

0

;

.

0

0

y y

y y

=

′ ′=
 

 

Используя эти условие, найдем 
 

0 0
1 2 02 2

1
,   

z z

M Q
С C

n EI n EIn
ϕ

ζ
= = +

 
 
 

.                                        (7) 

 

Подставляя (7) в общее решение (6), получим формулу для прогибов сжато-
изогнутого стержня  

 

( ) ( ) ( )0 0
0 0 2 3

sin sin
cos 1 P

z z

nx M Q nx
y x y y nx nx y x

n EI n EIn

ζ ζ
ζ

ζ ζ
′= + + − + − +

 
 
 

,        (8) 

 

Дифференцируя последовательно (8), получим формулы для углов поворота, из-
гибающих моментов и поперечных сил сжато-изогнутого стержня 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
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                        (9) 

 

В формулах (8), (9), позволяющие находить параметры НДС в произвольном сече-
нии сжато-изогнутого стержня с учетом влияния разномодульности конструкционного 

материала, величины ( ) ( ) ( ) ( ),  ,  ,   P P P Py x y x M x Q x′ характеризуют влияние пролет-

ной нагрузки на соответствующий параметр НДС  
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Дифференциальное уравнение (5) и формулы (8), (9) позволяют получать реше-

ния задач расчета сжато-изогнутых стержней для различных схем опирания с учетом 

разномодульности конструкционного материала. 
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