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МЕТОДИЧЕСКИЕ СРЕДСТВА ДЛЯ ПОДГОТОВКИ И 

ПРОВЕДЕНИЯ ПРОМЕЖУТОЧНОГО КОНТРОЛЯ  ПО РАЗДЕЛУ 1: 

 «ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ» 
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Информационная таблица  «Элементы линейной алгебры» 

Матрица Аm  n – прямоугольная таблица из m 

строк и n столбцов, состоящая из элементов 

произвольной природы. ( )ij m n
A a


= . 

Аm  n + Bm  n =(aij) + (bij) 

A = ( aij) 

Аm  к  Bк  n = 
1

k

il lj

l

a b
=

 
 

 
  

A и В, что ABВA,          A0, B0, что AB=0 

А-1- обратная матрица для А n  n, если AА-1= 

=А-1А=E. 

Если ∆Аnn 0, то 

11 21 1

12 22 21

1 2

...

...1

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

A A A

A A A
A

A A A

−

 
 
  =
 
 
 

 

 

Эффективные методы вычисления ∆А: 

1) получение среди элементов произвольного 

ряда максимального количества нулей; 

2) приведение ∆А к «треугольному» виду. 

Элемент строки матрицы – крайний, если он не 

равен 0, а все элементы этой строки, 

находящиеся левее него, равны 0. 

Матрица – ступенчатая, если крайний 

элемент каждой матрицы находится правее 

крайнего элемента предыдущей строки. 

10. 

1 3 4 2

0 0 2 0

0 1 3 1

 
 
 
 − 

       20.

1 2 3 2

0 2 0 1

0 0 0 0

 
 

− 
 
 

. 

неступенчатая ступенчатая 
 

Ранг матрицы – наибольший из порядков ее 

миноров, не равных 0. 
Базисным минором называется любой из 

отличных от нуля миноров матрицы А, порядок 

которого равен r(A). 

(1) 1 1m n n mA X b   =  - матричная запись системы 

из  m  линейных уравнений с  n  неизвестными. 

Решение системы (1) – такой набор чисел 

(с1,…, сn), что при его подстановке в систему 

вместо соответствующих неизвестных каждое 

из уравнений системы обращается в тождество. 

Система называется определенной, если она 

имеет единственное решение, и неопределенной, 

если она имеет более одного решения. 

Система совместна, если она 

имеет хотя бы одно решение.  

Система, не имеющая ни одного 

решения, называется 

несовместной. 

Элементарные преобразования 

матрицы: 

1) перемена местами двух 

параллельных рядов; 

2) умножение элементов ряда на 

число, отличное от нуля; 

3) прибавление к элементам одного 

ряда соответствующих элементов 

другого, параллельного ему ряда. 

При элементарных 

преобразованиях ранг матрицы не 

изменяется. 
 

Ранг ступенчатой матрицы равен 

количеству ее ненулевых строк. 
 

Система (1) совместна тогда и 

только тогда, кода ранг матрицы 

системы равен рангу расширенной 

матрицы системы. 

( ) ( ), ( )r A r A A A b= =  

 

Если ∆А0, то система имеет 

единственное решение. 

 i

i
x


=


(формулы Крамера). 

 

Если ∆А0, то система имеет 

единственное решение.  
1X A b−=   (матричный метод 

решения системы). 

Суть метода Гаусса: 
1) привести с помощью элементарных 

преобразований над строками A  к 

ступенчатому виду; 

2) вычислить и сравнить r(A), ( )r A ; 

3) если ( ) ( )r A r A , то система 

несовместна; 

4) если ( ) ( )r A r A= , то система 

совместна, выбрать базисный минор. 

Выделить свободные и базисные 
неизвестные. Получить решение. 
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Базовый минимум к разделу  «Линейная алгебра» 

 

1. Вычислить определители второго порядка: 

а) 
2 5

2 9 3 5 18 15 3
3 9

=  −  = − =                                               Ответ: 3 

б) 
5 3

5 3 2
3 1

= − =                                                                Ответ: 2 

2. Решить уравнение:   
2 4

0
1 4

x −
=  

Решение. 

 

2 4
8 ( 4) 12

1 4

x
x x

−
= − − = −

     

12-x=0,  x=12                                                                            Ответ: 12 

 

                                     

3. Для данного определителя 

1 2 0

3 5 1

0 2 1

  найти: 
13 13, .М А  

Решение. 

13

3 5
6

0 2
М = =    , 

1 3

13 ( 1) 6 6А += −  = .                                    Ответ: 6; 2. 

 

4. Вычислить определитель третьего порядка: 

  а) разложением по первой строке; 

  б) разложением по первому столбцу; 

  в) разложением по третье  строке.  

  

                                                

4 7 2

3 1 5

5 0 7

−

−  

Решение. 

а) 

4 7 2

3 1 5

5 0 7

−

− = 
1 1 1 2 1 3

1 5 3 5 3 1
4 ( 1) 7 ( 1) ( 2) ( 1)

0 7 5 7 5 0

+ + +
− −     

 − +  − + −  − =     
       

 
4 ( 7) ( 7) ( 4) ( 2) 5 10=  − + −  − + −  = −   
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б) 

4 7 2

3 1 5

5 0 7

−

− = 
1 1 2 1 3 1

1 5 7 2 7 2
4 ( 1) 3 ( 1) 5 ( 1)

0 7 0 7 1 5

+ + +
− − −     

 − +  − +  − =     
−       

 
4 ( 7) 3 49 5 33 10=  − −  +  = −  

 

в) 

4 7 2

3 1 5

5 0 7

−

− = 
3 1 3 3

7 2 4 7
5 ( 1) 0 7 ( 1)

1 5 3 1

+ +
−   

 − + +  − =   
− −     

 
5 33 7 ( 25) 165 175 10=  +  − = − = −  

                                                                                    Ответ: -10 

 

5. Вычислить определитель третьего порядка по правилу треугольников: 

 

                                                    

1 2 3

4 6 5

2 1 1

−

−

 

Решение. 

 

        

1 2 3

4 6 5

2 1 1

−

−

= 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 - 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

= 

 

1 6 1 2 5 2 4 ( 3) ( 1) 2 6 ( 3) ( 1) 5 1 4 2 1

6 20 12 36 5 8 71

=   +   +  −  − −   − − −   −   =

= + + + + − =
 

                                                                                        Ответ: 71 

 

6. Вычислить определитель, получением в некотором ряду максимального 

количества нулей: 

 

                                           

1 2 2

2 1 2

2 2 1

−

−

−

 

Решение. 

 

     

1 2 2

2 1 2

2 2 1

−

−

−

 1
=

1 2 2

0 3 6

0 6 3

−
 2

=  
3 6

( 1) (9 36) 27
6 3

−  = − − =   
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       1 умножим первую строку на 2 и прибавим её ко второй строке и третьей; 

       2]: вычислим определитель разложением по первому столбцу. 

 

 

                                                                                               Ответ: 27      

 

7. Вычислить определитель четвёртого порядка: 

                            

2 1 5 1

3 2 1 2

1 2 3 4

1 1 5 1

−
                                                                                 

     Решение..  Разложим определитель по  первой строке. 

 

2 1 5 1

3 2 1 2

1 2 3 4

1 1 5 1

−
 =   

1 1 1 2

2 1 2 3 1 2

2 ( 1) 2 3 4 1 ( 1) 1 3 4

1 5 1 1 5 1

+ + − − +  − − +
    

1 1 1 2 1 3

2 1 2 3 1 2 3 2 2

2 ( 1) 2 3 4 1 ( 1) 1 3 4 5 ( 1) 1 2 4

1 5 1 1 5 1 1 1 1

+ + ++  − − +  − − +  − − +
 

1 4

3 2 1

1 ( 1) 1 2 3 2 (6 4 20 (6 2 40)) (9 4 10

1 1 5

++  − =  − + − + − − − + −

(6 1 60)) 5(6 8 2 (4 2 12)) (30 6 1 (2 10 9))

2 54 68 5 6 16 108 68 30 16 54

− + − + − + − − − − + + − + + =

=  − +  − = − = − =
 

 

                                                                                              Ответ: 54 

8. Вычислить определитель методом приведения его к треугольному виду:  

1 2 5 9

1 1 7 4

1 3 3 4

1 2 3 4

−

−
 

Решение. 
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1 2 5 9

1 1 7 4

1 3 3 4

1 2 3 4

−

−  1
=

1 2 5 9

0 1 2 5

0 5 2 5

0 4 2 5

−

−

− −

− −

 2

=

1 2 5 9

0 1 2 5

0 0 12 20

0 4 2 5

−

−

−

− −

 3

=  

 

1 2 5 9

0 1 2 5

0 0 12 20

0 0 10 15

−

−

−

−

 4

= 10

1 2 5 9

0 1 2 5

0 0 2 3

0 0 6 10

−

−

−

−

 5

= =10

1 2 5 9

0 1 2 5

0 0 2 3

0 0 0 1

−

−

−
= 

 

= 10 1 1 2 1 20    =  

1 умножим первую строку на (-1) и прибавим её ко второй, третьей и четвёртой 

строкам  

2умножим вторую строку на (-5)  и прибавим её к третьей строке; 

3:умножим вторую строку на (-4) и прибавим её к четвёртой строке; 

4вынесем 2 из третьей строки,  а (-5)  из четвёртой строки, поменяем местами 

третью и четвёртую строки; 

5умножим третью строку на 3 и прибавим её к четвёртой  строке. 

 

                                                                                                  Ответ: 20 

       9. Найти    произведения матриц  АВ  и   ВА    

 

  








 −
=

13

22
A ,      В= 









−− 321

201
. 

  

           Решение. 

      С= =BA  








+−+−+

−−−−−

3123)2(103)1(113

3222)2(202)1(212
= 









−

−

922

244
. 

 

      B A     -  не существует, т.к.  матрицы  В  и  А  не согласованы. 

 

          10. Найти   обратную  матрицу    для матрицы 

 

                           

3 1 2

4 2 1

3 1 5

A

− 
 

=  
 − 

. 

 

Решение.    Вычислим   det А  по правилу треугольников 
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3 1 2

det 4 2 1 36

3 1 5

A

−

= =

−

. 

      Найдем алгебраические дополнения   Аij   элементов матрицы  А. 

 

А11 = 11,             А12 = -17,                 А13 = -10, 

А21 = -3,              А22 = 21,                  А23 = 6, 

А31 = 5,               А32 = -11,                 А33 = 2. 

 

     Тогда 

                          1

11 3 5
1

17 21 11
36

10 6 2

A−

− 
 

=  − − 
 − 

. 

 

 

11.  Дана система линейных неоднородных алгебраических уравнений 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5,

2 6,

2 4.

x x x

x x x

x x x

− + =


+ + =
 + + =

 

Проверить совместна ли эта система, и в случае совместности решить ее:  

а ) по формулам Крамера;  

б ) с помощью обратной матрицы;  

в ) методом Гаусса. 

 

Решение. Совместность данной системы проверим по теореме Кронекера-Капелли. 

С помощью элементарных преобразований найдем ранг матрицы  

 А = 

1 1 1

2 1 1

1 1 2

− 
 
 
 
 

 и ранг расширенной матрицы  ( )A B =

1 1 1 5

2 1 1 6

1 1 2 4

− 
 
 
 
 

. 

Получим  

( )

1 1 1 5

| 2 1 1 6

1 1 2 4

A B

 −  
  

=   
  
  

 1
1 1 1 5

0 3 1 4

0 2 1 1

− 
 

− −
 
 − 

 2
1 1 1 5

0 3 1 4

0 1 2 3

 −  
  

− −  
  − −  

 3

 

 3
1 1 1 5

0 1 2 3

0 3 1 4

 −  
  

− −  
  − −  

 4
1 1 1 5

0 1 2 3

0 0 5 5

 −  
  

− −  
  
  

 

1 умножим первую строку на (-2) и сложим со второй затем умножим 

первую строку на (-1) и сложим с третьей  
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2 вычтем из второй строки третью строку; 

3:поменяем местами вторую и третью строку; 

 4 умножим вторую строку на (-3) и сложим с  третьей.  

 

Следовательно, 3A A Br r n= = =  (т.е. числу неизвестных). Значит, исходная 

система имеет единственное решение.  

а) решим систему уравнений по формулам Крамера 

1
1

x
x


=


, 2

2

x
x


=


, 3

3

x
x


=


, 

1 1 1

2 1 1

1 1 2

−

 = = 5 ≠ 0, x =

5 1 1

6 1 1

4 1 2

−

= 15, 

1 5 1

2 6 1

1 4 2

y = = -5, z =

1 1 5

2 1 6

1 1 4

−

=5, 

1 2 3

15 5 5
3, 1, 1.

5 5 5
x x x

−
= = = = − = =  

б) для нахождения решения системы с помощью обратной матрицы запишем 

систему уравнений в матричной форме 

A X B = , где  А = 

1 1 1

2 1 1

1 1 2

− 
 
 
 
 

, Х = 

1

2

3

x

x

x

 
 
 
 
 

,   В = 

5

6

4

 
 
 
 
 

. 

Решение определяется формулой 
1X A B−=  , где 

1A−
=

1



11 21 31

12 22 32

13 23 33

A A A

A A A

A A A

 
 
 
 
 

,  при условии  ≠0. 

Находим  А-1: 

А11=(-1)1+1
1 1

1 2 =1,         А21=(-1)2+1

1 1

1 2

−
=3, А31=(-1)3+1

1 1

1 1

−
=-3, 

А12=(-1)1+2

2 1

1 2 =-3, А22=(-1)2+2

1 1

1 2 =1,       А32=(-1)3+2

1 1

2 1 =1, 

А13=(-1)1+3

2 1

1 1 =1, А23==(-1)2+3
1 1

1 1

−
=-2,   А33=(-1)3+3

1 1

2 1

−
=3, 

1A−
=

1

5

1 3 2

3 1 1

1 2 3

− 
 
−
 
 − 

. 
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Решение системы: X =

1

2

3

x

x

x

 
 
 
 
 

=
1

5

1 3 2

3 1 1

1 2 3

− 
 
−
 
 − 

∙

5

6

4

 
 
 
 
 

=

3

1

1

 
 
−
 
 
 

. 

                                                                       Ответ: 1x =3, 2x =-1, 3x =-1. 

 

в) решим систему уравнений методом Гаусса. 

Исключим x1 из второго и третьего уравнений, затем исключим  2x  из третьего 

уравнения. Для этого первое уравнение умножим на (-2) и сложим со вторым, затем 

первое уравнение умножим на (-1) и сложим с  третьим и после элементарных 

преобразований получим  

1 2 3

2 3

2 3

5,

3 4,

2 1

x x x

x x

x x

− + =


− = −
 + = −

        

1 2 3

2 3

3

5,

2 3,

5 5.

x x x

x x

x

− + =


− = −
 =

 

Обратным ходом находим: 3 2 11, 1, 3x x x= = − = . 

                                                      Ответ: 3 2 11, 1, 3x x x= = − =  

 

12. Исследовать на совместность и решить систему уравнений  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 2,

3 3 1,

5 2 2 4.

x x x

x x x

x x x

− + =


+ − =
 − − =

 

Решение.. Проверим систему уравнений на совместность с помощью теоремы 

Кронекера-Капелли. 

( )A B =

2 3 1 2

3 1 3 1

5 2 2 4

− 
 

−
 
 − − 

 1
1 3 2 2

3 1 3 1

2 2 5 4

− 
 
−
 
 − − 

 2
1 3 2 2

0 8 9 7

0 8 9 8

− 
 

−
 
 − 

 3

 

 3
1 3 2 2

0 8 9 7

0 0 0 1

− 
 

−
 
 
 

. 

1 меняем первый и третий столбцы местами  

2 умножаем первую строку на 3 и прибавляем ко второй, затем умножаем 

первую строку на 2 и прибавляем к третьей  

3 из второй строки вычтем третью.  

Получим  2, 3.A A Br r= =  Согласно теореме Кронекера-Капелли следует 

несовместность исходной системы, так как A A Br r . 

                                                            Ответ система не имеет решений.  
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13. Решить однородную систему линейных алгебраических уравнений  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 10 0,

2 0,

2 3 4 0.

x x x

x x x

x x x

− + =


+ − =
 − + =

 

Решение. Определитель системы 

4 1 10

1 2 1 44 0

2 3 4

−

 = − = − 

−

, 

            поэтому система имеет единственное решение 1 2 3 0x x x= = = . 

                                                                 Ответ 1 2 30, 0, 0x x x= = = .  

 

Базовый минимум к разделу «Линейная алгебра» (для самостоятельного 

решения). 

 

1. Вычислить определители второго порядка: 

а) 
3 16

5 10
     Ответ: 50,        б) 

3 4

5 8

−

−
       Ответ: -4 

 

2. Решить уравнение:     
1 5

0
1 1

x

x

+ −
=

−
                     Ответ: 2i  

3. Для данного определителя 

1 2 0

3 5 1

0 2 1

  найти: 
23 23, .М А  

                                                                                                                          Ответ:  -1; 6. 

 

4. Вычислить определитель третьего порядка: 

  а) разложением по первой строке; 

  б) разложениеv по первому столбцу; 

  в) разложением по третье  строке.  

  

                                              

1 2 1

3 1 5

4 2 5

−

−  

                                                                                                     Ответ: 87 

 

5. Вычислить определитель третьего порядка по правилу треугольников: 
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1 3 2

2 8 1

1 1 2

−

 

                                                                                                  Ответ: -36 

 

6.Вычислить определитель четвёртого порядка: 

                                      

2 1 1 8

1 3 6 9

0 2 2 5

1 4 6 0

− −

−
                                                                                 

                                                                                                   Ответ: 27 

7. Вычислить определитель методом приведения его к треугольному виду:               

                                         

1 1 1 1

1 2 3 4

1 3 6 10

1 4 10 20

 

                                                                                                   Ответ: 1 

      8. Найти    произведения матриц  А  В      

 

  
3 4

2 1
A

− 
=  
 

,      В=
1 2

3 4

 
 
 

. 

  

                                                                                      Ответ: 
9 10

5 8

− − 
 
 

 

 

        9. Найти   обратную  матрицу    для матрицы 

 

                           

2 1 3

2 3 1

3 2 1

A

 
 

=  
 
 

. 

                                                          Ответ:  1

1 5 8
1

1 7 4
12

5 1 4

A−

− 
 

= −  − 
 − − 

. 

10. Исследовать на совместность и решить систему уравнений  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 4 8,

2 4 5 1,

5 6 9 2.

x x x

x x x

x x x

+ − =


+ − =
 + − =

 

                                                            Ответ система не имеет решений.  
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11.  Дана система линейных неоднородных алгебраических уравнений 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 4 12,

3 4 2 6,

2 9.

x x x

x x x

x x x

− + =


+ − =
 − − = −

 

Проверить совместна ли эта система, и в случае совместности решить ее:  

а ) по формулам Крамера;  

б ) с помощью обратной матрицы;  

в ) методом Гаусса. 

 

                                                             Ответ: 3 2 10, 4, 5x x x= = = .  

 

12. Решить однородную систему линейных алгебраических уравнений  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 3 0,

2 3 0,

3 0.

x x x

x x x

x x x

− − =


+ + =
 + + =

 

123--Ответ 1 2 30, 0, 0x x x= = = . 

13. Решить матричное уравнение 






=







217
106

65
42

X . 

Ответ: 
1 3

2 1

− 
 
 

 

 

 

Трехуровневые тестовые задания к разделу 

«Элементы линейной алгебры» 

 

Уровень I 

1. Найти значение многочлена  f(A): 

( ) 3 2 1 0
2 3,

3 2
f x x x x A

− 
= − + − + =  

 
.  Ответ: 

7 0

6 1

 
 
− 

. 

 

2. Вычислить определитель: 

1 2 3

4 7 0

2 9 3

− −

. 

а) разложением по первой строке; 

б) получением максимального числа нулей в произвольно выбранном ряду; 

в) приведением к треугольному виду. 

Ответ: 48. 
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3. Найти матрицу, обратную к матрице 

2 3 5

7 1 4

9 8 6

− 
 
− −
 
 − − 

. Проверить 

выполнимость равенства   А-1А=АА-1=Е. 

Ответ: 

38 22 17
1

6 33 27
231

65 11 23

− 
 
− − −
 
 
 

. 

 

4. Решить систему с помощью формул Крамера и матричным методом: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 3

2 6 9 11

4 3 8 2

x x x

x x x

x x x

+ − = −

− + + = −
− − + = −

.  Ответ: ( )4, 2,1− . 

5. Исследовать систему на совместность, найти ее решение: 

1 2 3 4

1 2 4

1 3 4

1 2 3 4

3 2 2 3

3 2 3

4 0

3 3 6

x x x x

x x x

x x x

x x x x

+ − + = −

− − + = −


− + =
 − + + =

. Ответ: система не совместна. 

6. Найти матрицу CBAD )43( −= , если  









−
−

=
412
321

A , 







−−
−−

=
421
312

B , 














−
−−=

32
21

21

C . 

Ответ: 
39 57

77 126

 
 
 

 

 

 

 

 

Уровень II 

1. Решить уравнение: 

2 0 3

1 7 3 0

5 3 6

x− − =

−

. Ответ: {5}. 

 

2. Вычислить, используя свойства определителей: 
2 2

2 2

2 2

sin cos 1

sin cos 1

sin cos 1

 

 

 

. Ответ: {0}. 
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3. Вычислить  А-1: 

1 2 3 4

5 6 7 2

1 0 1 2

3 4 5 6

− 
 

−
 
 −
 
 

.  

 

Ответ: 

1 1 61 23

6 5 60 60

1 3 11 11

3 10 15 30

1 1 1
0

6 12 12

1 1 3
0

10 20 20

 
− − − 
 
 −
 
 
 −
 
 

− − 
 

. 

 

4. Найти ранг матрицы приведением к ступенчатому виду. 

2 0 8 1 5

3 1 7 2 4

8 2 6 3 13

11 3 13 5 17

− − 
 

−
 
 − − − −
 

− 

. Ответ: {3}. 

 

5. Исследовать систему на совместность и определенность. В случае 

совместности, найти решение. 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 3 2

6 3 2 5 3

6 3 4 8 13 9

4 2 2 4

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

− + + + =


− + + + =


− + + + =
 − + + + =

. 

 

Ответ:  совместна и неопределенна, (с1, с2; 5-с1+4с2; -3; 1+2с1- с2). 
 

6. Решить однородную систему: 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 6 2 7 4 0

2 3 4 2 0

5 9 3 6 0

7 9 3 5 6 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ − + + =


+ − + + =


+ − + + =
 + − + + =

. 

Ответ: (0;   с1-2с2;   3с1;   0;   3с2). 

 
 равен двум.  

Уровень III 

 

1. Найти ранг матрицы: 
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а) 

1

2

3

n n n

n n n

n n n

n n n n

 
 
 
 
 
 
 
 

;  Ответ: n. 

 

б) 

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

 
 
 
 
 
 
 
 

,  Ответ: n. 

 

2. Решить матричное уравнение: 

1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 3 1 4 5 6 4 5 6

0 2 1 7 8 0 7 8 0

X

−     
     

−   =
     
     −     

.   Ответ: 

1 4
1

7 7

2 1
1 .

7 7

4 2
1

7 7

 
− 
 
 − −
 
 
 − − 
 

 

 

3. Вычислить определители приведением к треугольному виду: 

а) 

1 2 2 1

1 2 3 1 0

2 3 4 0 0

2 1 0 0 0

1 0 0 0 0

n n n

n n n

n n n

− − − − −

− − − −

− − −

− −

−

, Ответ: ( )
( )1

21 .
n n−

−  

 

б) 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

n

n

−

−
,   Ответ: 0. 

 

Числа 255, 391, 578 делятся на 17. Не вычисляя значение определителя  

2 5 5

3 9 1

5 7 8

  доказать, что он тоже делится на 17. 

 

4. Исследовать систему на совместность и определенность. Найти решение: 
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1 2

1 3

1 2 4

1 2 1

... 2

... 3

... 3

....................................

... 3

n

n

n

n

x x x n

x x x n

x x x x n

x x x n−

+ + + = −


+ + + = −



+ + + + = −



+ + + = −

. 

 
 

Ответ: Система совместна и определенна, единственное решение 

( )1;1;1, ;1− .  

5.  Докажите, что третья строка матрицы 












 −

=

13168

542

121

A  является линейной 

комбинацией первых двух. Найдите коэффициенты этой линейной комбинации. 

Ответ: (2,3) 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ СРЕДСТВА ДЛЯ ПОДГОТОВКИ И ПРОВЕДЕНИЯ 

ИТОГОВОГО КОНТРОЛЯ  ПО РАЗДЕЛУ 1 

 

                                    Контрольная работа  

 

1. Решить систему линейных уравнений: 

а)  по формулам Крамера, 

б)  с помощью обратной матрицы 

     
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 3,

2 4,

4 4 3.

x x x

x x x

x x x

− + =


+ + = −
 + + = −

 

Ответ: (1,-3,-1) 

2. Решить систему: 

 

1 2 3

1 2 3

1 3

1,

2 5,

2 3 2.

x x x

x x x

x x

+ + =


− + = −
 + = −

 

Ответ: нет решений 

3. Решить систему: 

 

1 2 4 5

1 3 5

2 4 5

3 5 7,

2 3 4,

3 6.

x x x x

x x x

x x x

+ − + =


− + =
 + − =

 

Ответ: (115-53с1-13с2,-36+18с1-6с2,(-26+20с1-15с2,)/3,с1,с2) 

4. Решить систему: 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 0,

2 3 0,

3 5 4 0.

x x x

x x x

x x x

+ + =


− + =
 − + =

 

Ответ: 
11 1

, ,
7 7

c c c
 
− − 
 

 

5.   Решить систему: 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 0,

0,

3 3 0.

x x x

x x x

x x x

− + =


+ + =
 + + =

 

Ответ: (0,0,0) 
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ГЛОССАРИЙ 

 

№ 

п/п 
Новые понятия Содержание 

1 2 3 

1 

Матрица – 

прямоугольная таблица 

порядка 

 m  n, обозначаемая 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

 

прямоугольная таблица из  m n  

элементов, где первое число  m  равно 

числу строк, а  n  – числу столбцов 

матрицы  А; коротко матрица  А  

обозначается ( )ij
mn

A a= . 

2 Элементы матрицы 

числа  ija ,  из которых состоит матрица; 

индексы определяют положение элемента 

в таблице: первый индекс-число строк; 

второй индекс- число столбцов. 

3 
Квадратная матрица 

порядка  n 

матрица, число строк которой равно числу 

ее столбцов и равно числу  n. 

4 
Главная диагональ 

квадратной матрицы 

образуется элементами с одинаковыми 

индексами   а11, а22, …, ann. 

5 Симметричная матрица 

квадратная матрица, элементы которой, 

симметричные относительно главной 

диагонали, равны:  

, 1,2,..., ; 1,2,...,ij jia a i m j n= = = . 

6 Единичная матрица (Е) 

квадратная матрица, на главной диагонали 

которой стоят единицы, а остальные 

элементы нулевые. 

7 

Произведение матрицы  

Amхn  (порядка m  n) на 

матрицу  Bnхk (порядка  n 

 k)  

матрица  Cmk (порядка mk), элементы 

которой вычисляются по формуле  

1 1 2 2 ...ij i j i j in njC a b a b a b=  +  + +  , 

1,2,..., ; 1,2,...,i m j k= = . 

8 
Определитель 

квадратной матрицы 

число, которое ставится в соответствие 

матрице  А  и вычисляется по ее 

элементам. 

 

1 2 3 
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9 

Алгебраическое 

дополнение  ijA  элемента  

ija  

величина  ( )1
i j

ij ijA M
+

= − , где ijM  - 

определитель порядка (n-1), полученный 

вычеркиванием  i-той строки и  j-того 

столбца, на пересечении которых стоит 

элемент  ija . 

10 Вырожденная матрица 
матрица, у которой определитель равен 

нулю. 

11 
Обратная матрица для 

матрицы  А. 

квадратная матрица  
1A−
, которая 

удовлетворяет условию 
1 1A A A A E− − =  = ; обратная матрица  

1A−
 существует тогда и только тогда, 

когда исходная матрица невырожденная, 

det 0A . 

12 Ранг матрицы  А 
наибольший из порядков миноров данной 

матрицы, отличных от нуля. 

13 

Элементарные 

преобразования матрицы 

А 

− перестановка местами двух 

параллельных рядов матрицы; 

− умножение всех элементов ряда 

матрицы на число, отличное от нуля; 

− прибавление ко всем элементам ряда 

матрицы соответствующих элементов 

параллельного ряда, умноженных на одно 

и то же число. 

14 Ступенчатая матрица 

матрица, обладающая следующими 

свойством: если в  i-той строке матрицы 

левее элемента  aij  стоят только нули (aij  

- первый отличный от нуля элемент в  i-

той строке), то ниже этого элемента в  j-

том столбце стоят только нули. 

15 Метод Гаусса 

метод приведения произвольной 

матрицы к ступенчатому виду с 

помощью элементарных преобразований. 
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1 2 3 

16 
Угловые элементы 

ступенчатой матрицы 

первые отличные от нуля элементы 

каждой строки, «стоящие на углах» 

ступенчатой матрицы; число угловых 

элементов ступенчатой матрицы равно 

рангу исходной матрицы. 

17 

Система из  m  линейных 

уравнений с  n  

неизвестными 

система вида 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...

............................................

...

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =


+ + + =


 + + + =

,  

 

где ( )1 2; ; ...; nx x x x=  - вектор 

неизвестных, подлежащих определению. 

18 Матрица системы 

матрица коэффициентов при 

неизвестных  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

 

19 
Расширенная матрица 

системы 

матрица, полученная присоединением 

столбца из свободных членов  

1 2, , , mb b b  к матрице системы 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

m m mn m

a a a b

a a a b
A

a a a b

 
 
 =
 
  
 

. 

20 
Векторно--матричная 

запись системы 

запись системы в виде  Ax b= . 

21 Однородная система 

Система уравнений, в которых вектор 

правых частей является нулевым 

вектором: 0b = ; 0Ax = . 
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1 2 3 

22 
Неоднородная система 

уравнений 

система, в которой хотя бы в одном 

уравнении справа стоит ненулевой 

элемент: 0b  . 

23 Решение системы 

такой вектор  ( )1 2, , , nx x x x= , что при 

подстановке чисел  1 2, , , nx x x  в 

уравнения системы, получаются верные 

равенства. 

24 Совместная система система, у которой существует решение. 

25 Несовместная система система, у которой нет решений. 

26 

Критерий (необходимое и 

достаточное условие) 

совместности системы 

равенство рангов основной и 

расширенной матрицы. 

27 Общее решение системы совокупность всех решений системы 

28 
Частное решение 

системы 

решение, которое получается из общего 

решения путем подстановки вместо 

свободных переменных конкретных 

численных значений. 

29 

Метод Гаусса для 

решения системы 

уравнений 

метод, состоящий из прямого и 

обратного хода: 

1. прямой ход метода Гаусса – 

приведение системы к ступенчатому 

виду с помощью элементарных 

преобразований; 

2. обратный ход – выбор свободных и 

базисных переменных и получение 

формул общего решения. 

30 
Общее решение 

неоднородной системы 

решение, состоящее из суммы общего 

решения однородной системы и 

некоторого частного решения 

неоднородной. 

31 

Определенная система 

или имеющая 

единственное решение 

система, которая имеет единственное 

решение (у которой число угловых 

элементов в ступенчатой форме равно 

числу переменных, т.е. ранг системы 

равен числу переменных). 
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ЗАДАЧИ ПРОФЕССИОНАЛЬНО ОРИЕНТИРОВАННОГО ХАРАКТЕРА. 

1. Для сдачи в эксплуатацию машиностроительного завода необходимо 

подвести электропитание в заводские цеха и установить типы электрооборудования, 

приведенные в таблице. 

Тип работ Затраты времени на оборудование цеха одним типом 

электрооборудования (чел-ч) 

 Цех 

обработки 

Цех мелких 

деталей 

Цех сборки 

крупных 

узлов  

Затраты 

рабочего 

времени 

Установка 

розеток 

5 6 5 48 

Установка 

выключателей 

3 2 4 26 

Установка 

силовых 

рубильников 

3 4 5 34 

Определить количество введенных в эксплуатацию цехов.  

2. Для изготовления изделий трех типов 
1 2 3, ,A A A  используется три вида 

материала 
1 2 3, ,B B B . Количество материала каждого вида, расходуемого на 

производство единицы изделия 
1 2 3, ,A A A , приведено в таблице. 

Вид материала Затраты материала, расходуемого на производство 

единицы изделия (кг) 

 A1 A2 A3 

B1 7 4 10 

B2 12 7 12 

B3 8 9 10 

Завод планирует затратить 138 кг материала вида B1, 196 кг – вида B2, 164 кг – 

вида B3. Определить, сколько будет изготовлено изделий каждого типа 
1 2 3, ,A A A . 
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 ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

ПРИЛОЖЕНИЯ, 

РАЗРАБОТАННЫЕ В СИСТЕМАХ КОМПЬЮТЕРНОЙ АЛГЕБРЫ 

 

Рассмотрим программы, входящие в системы компьютерной алгебры: Mathcad 

и Maple. Предлагаемые программы помогут Вам при проверке домашнего задания 

или, при необходимости, предоставят возможность быстрого вычисления 

определителя, нахождения обратной матрицы, 

решения систем линейных уравнений, выполнения заданий из модуля «Элементы 

линейной алгебры» и др. 

Рассмотрим один из наиболее популярных математических пакетов MathCAD. 

Чтобы начать работать с приложением вызовите панель Calculus (вычисления).  

Выберите на панели вкладку ВИД → ПАНЕЛИ ИНСТРУМЕНТОВ → 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ.  

 

 

Далее появится панель  , на данной вкладке вы выбираете панель 

«Матрица»  и продолжаете работу. Например, Вы 

хотите вычислить определитель матрицы 

1 2 8

0 6 5

7 4 1

A

− − 
 

=
 
 − 

. Для этого необходимо 
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выбрать вкладку «Математика», на ней вкладку 

«Вычисление»  

и ввести . Затем выбрать на панели «Математика» вкладку «Матрица» 

, (на рисунке обозначены стрелочкой). 

После этого появится следующий символ .Теперь 

введите нужное количество строк и столбцов . В нашем примере три 

строки и три столбца. Поля мы заполняем соответственно заданному 

примеру . Далее, используя вкладку «Матрица» , 

выбираем значок, указанный стрелочкой, заполняем его и вводим знак «=». 

Получаем ответ: . Далее разобраны задачи, наиболее часто встречаемые в 

теме «Элементы линейной алгебры». 
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Рассмотрим элементы выполнения задания по разработки программы для 

вычисления системы линейных уравнений методом Жордано – Гаусса в EXSEL. 

Решить систему методом Жордано – Гаусса 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

8,2 3,2 14,2 14,8 8,4

5,6 12 15 6,4 4,5

5,7 3,6 12,4 2,3 3,3

6,8 13,2 6,3 8,7 14,3

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

− + + = −


− + − =


+ − − =
 + − − =

 

 

Решение.  

1. Составляем расширенную матрицу, заполняя таблицу вручную 

в Exsel. 
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2. Далее выполняем первое действие. Делим каждый элемент 1-ой 

строки матрицы на а11.  
 

 
 

Получаем в 1-ом столбце 0. Для этого каждый элемент второй строки, кроме первого 

мы преобразуем в соответствии с правилом Жордано- Гаусса от элемента С11-

B11*С15, т.е. -12-5,6*(-0,39034…) 

 

 
 

Подобным образом поступаем со следующим элементом, т.е 15,6*1,7317…; после 

заполнения второй строки, приступаем к заполнению остальных строк. Обращаю 

внимание на знак «$», который мы ставили перед элементами, он помогает нам 

закреплять значение этой ячейки, поэтому начиная со второй строки введенные 

формулы можно протянуть, так заполнение проходит быстрее. 
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3. Далее выполняем второе действие. Делим каждый элемент 

2-й строки матрицы на а22.  
 

 
 

Получаем в 2-м столбце 0. Для этого каждый элемент второй строки, кроме 

первого, мы преобразуем в соответствии с правилом Жордано – Гаусса.  

4. Заполняя таким образом таблицу, мы проходим четыре шага. 

На последнем шаге мы получаем таблицу, в которой по главной диагонали 1, а 

столбец свободных членов содержит ответ нашей задачи. 

5. Выполняем проверку и записываем ответ.  

 



 
  

ГРАФИЧЕСКАЯ СХЕМА МОДУЛЯ 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 

Вектор и основные понятия 

нуль-

векто

р 

единичный 

вектор 

коллинеарные 

вектора 

компланарн

ые вектора 

Линейные операции Умножение векторов 

Свойства 

Базис в 

R1, R2, R3 

Скалярное Векторное Смешанное 

СВОЙСТВА 

алгебраические геометрические физические 

Способы 

задания 

и 

определения 

аналитический 

геометрический 



Информационная таблица «Элементы векторной алгебры 
Направленный отрезок прямой или упорядочен-
ную пару точек называют связным (геометриче-

ским) вектором: a ;  b ;  AB ;  1 2M M  ⎯  век-

торы. 

В ДПСК базисные вектора принято обозначать:  

 для  1R i−    

для   2 ;R i j−  

 для   3 ; ;R i j k−  Расстояние между началом и концом вектора 
называют длиной вектора.  

Длина вектора    модуль вектора. 

 ( ) ( ) ( ) ( )
22 2

; ; ,  =a a a a a a a ax y z x y z+ +  Аналитический способ задания вектора. 

1. Задание вектора координатами: ( ); ;a a a ax y z   

2. Разложением по базису:  

a a i a j a kx y z=  +  +   

3.  Двумя точками: ( ) ( ); ; , ; ; .1 1 1 1 2 2 2 2M x y z M x y z   

( ); ;1 2 2 1 2 1 2 1M M x x y y z z− − −  

4. Орт вектором и длиной вектора: ;0a a   

5. Направляющими косинусами и длиной 
вектора: ( )cos ;cos ;cos ; a     

Вектор, длина которого равна нулю – нулевой 

вектор. Вектор, длина которого равна единице – 
единичный вектор. Вектора коллинеарны, если 

они лежат на одной или параллельных прямых.  

Единичный вектор сонаправленный с вектором 

a называют  его ортом 
1

0a a
a

= . Вектора, лежа-

щие в одной или параллельных плоскостях, 

называются  компланарными.  
Линейные операции над векторами 

Вектор задан геометрически Вектор задан алгебраически 

сложение векторов        вычитание векторов 

  
умножение вектора на число 

 

Если  ( ) ( ); ;  и ; ;a a a a b b b bx y z x y z   то 

сложение векторов 

( ); ;a b a b a b a bx x y y y y+ = + + +  

вычитание векторов 

( ); ;a b a b a b a bx x y y y y− = − − −  

умножение вектора на число 

( ); ;  a a a ax y z    =  

Скалярное произведение векторов 

Скалярное произведение  двух векторов – 
число, равное произведению длин этих векто-

ров на косинус угла между ними. 

( )cosa b a b a b =   . 

Геометрические свойства: 0a b a b⊥   = , вы-

числение угла между векторами: 

( )cos
a b

a b
a b

 = 


 

( )cos
2 2 2 2 2 2

a b a b a bx x y y z z
a b

a a a b b bx y z x y z

+ + =

+ +  + +

; 

Физические приложения. а) Вычисление ра-

боты силы, действующей при прямолинейном 

перемещении A = FS; 
 

Векторное произведение векторов 

Векторное произведение векторов a  и b  — 

вектор c  ( c a b=  ) удовлетворяющий следую-

щие условия: 1) c ⊥ a   и  c ⊥ b , 2) упорядочен-

ная тройка векторов ( ), ,a b c — правая, 3) 

sinс a b a b
 

=   
 

. Геометрические свойства:   

0a b a b  = ; 2)   Sпараллелограмма a b=  ;  3) 

1

2
S a b=  . Физические приложения если F  

- сила, приложенная к точке M, то момент этой 

силы относительно точки O равен векторному 

произведению векторов  F  и OM . 

i j k

a b a a ax y z

b b bx y z

 = ; ВАЖНО a b b a = −     

Векторно-скалярным или смешанным произведением упорядоченной тройки векторов a , b , 

c  в R
3
 называется число ( )a b c  , которое получается скалярным умножением векторного 

произведения векторов a  и b  на третий вектор c  и обозначается a b c  или  ( a , b , c ). 

a a ax y z

babc b byx z

c c cx y z

= , Приложение смешанного произведения .1.Вычисление объемов параллеле-

пипеда и пирамиды 
1

6
V abc ;V abcпараллепипеда пирамиды= =  . 



 

Базовый минимум к разделу «Векторная алгебра» 

Даны векторы ( )2; 1;3a = − , ( )1;2; 3b = − , ( )0;1;2c = , ( )1;9; 13d = − −  со своими 

координатами в базисе ( )1 2 3; ;e e e . Показать, что векторы , ,a b c  сами об-

разуют базис, и найти разложение вектора  d  в новом базисе. 

Решение. Вычислим определитель, составленный из координат 

этих векторов:  

2 1 3

1 2 3 19 0

0 1 2

−

 = − =  . 

Это значит, что векторы , ,a b c  линейно независимы и, следова-

тельно, образуют базис пространства  R3. 

Пусть 1 2 3d a b c= + +  − разложение вектора d  по базису , ,a b c

. 

По условию задачи имеем: 

( )3 1 2 31 2 11 9 13 2 1 3e e e e e e−  +  −  =   −  +  +

( ) ( )1 2 3 1 2 32 31 2 3 0 1 2e e e e e e+  +  −  +   +  +  , 

( )1 2 3 11 2 31 9 13 2 1 0e e e e−  +  −  =  +  +   +  

( ) ( )2 31 2 3 1 2 31 2 1 3 3 2e e+ −  +  +   +  −  +   . 

Из условия равенства двух векторов получим: 

 1 2 3 1 2 31

1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 3

2 1 0 1, 2 9,

1 2 1 9, 2 1,

3 3 2 13. 3 3 2 13.

 +  +  = −  −  − = − 
 
−  +  +  =   + = − 
  −  +  = −  −  +  = − 

 2

  
 

 
1 2 3

1 2 3 3

2 3 2 3

2 3
2 3

2 9,
2 9,

2 17
5 2 17, ,

5 5
3 5 14.

3 5 14.

 −  − = −
 −  − = − 
 

 +  =   +  = 
  +  =  +  =

 
 4

  

 

 5

1 2 3
1

2 3 2

3

3

2 9,
2,

2 17
, 3,

5 5
1.

19 19
.

5 5


 −  − = −

 = −
 

 +  =   = 
  =

 =


 

 

[1]: обе части первого уравнения умножим на (-1), поменяем местами 



первое и второе уравнения; 

[2]: обе части первого уравнения умножим на (-2) и прибавим, соот-

ветственно, ко второму уравнению. Затем обе части первого уравнения 

умножим на (-3) и прибавим, соответственно, к третьему уравнению. 

[3]: обе части второго уравнения разделим на 5. 

[4]: обе части второго уравнения умножим на (-3) и прибавим, соот-

ветственно, к третьему. 

[5]: из третьего уравнения находим 3 1 = . Подставим это значение 

во второе уравнение и получим 2 3 = . Подставляя полученные значения 

2 33, 1 =  =  в первое уравнение, найдем 1 2 = − . 

Эту систему можно решить по формулам Крамера: 

1
1


 =


, 2

2


 =


, 3
3


 =


, 

где  

2 1 0

1 2 1 19

3 3 2

 = − =

−

,   
1

1 1 0

9 2 1 38

13 3 2



−

 = = −

− −

, 

2

2 1 0

1 9 1 57

3 13 2



−

 = − =

−

,  
3

2 1 1

1 2 9 19

3 3 13



−

 = − =

− −

. 

 

Отсюда находим  1 2 = − ,  2 3 = , 3 1 = . 

Итак, 2 3 1d a b c= − + + . 

Ответ: ( )2; 3; 1d − . 

 

3АДАЧА 3. Найти объем пирамиды и длину высоты, опущенной 

на грань BCD, если вершины имеют координаты A(0; 0; 1), B(2; 3; 5), 

C(6; 2; 3), D(3; 7; 2). 
 

Найдем координаты векторов: ( 2; 3; 4)BA= − − − , (1;4; 3)BD = − , 

(4; 1; 2)BC = − − . 

Объем пирамиды 
 

3

2 3 4
1 1

1 4 3 ( 2( 8 3) 3( 2 12) 4( 1 16))
6 6

4 1 2

1
(22 30 68) 20 (ед ).

6

V

− − −

= = − = − − − + − + − − − =

− −

= + + =

 

 

Для нахождения длины высоты пирамиды найдем сначала площадь ос-

нования BCD. 
 



1 4 3 ( 8 3) ( 2 12) ( 1 16)

4 1 2

11 10 17 .

i j k

BD BC i j k

i j k

 = − = − − − − + + − − =

− −

= − − −

 

2 2 211 10 17 121 100 289 510BD BC = + + = + + = . 

Sосн = 
510

2
 (ед2). 

 

Т.к. V = 
3

оснS h
, 

3 120 4 510

17510осн

V
h

S
= = =  (ед). 

 

Найти собственные значения и собственные векторы матрицы  

2 2 1

2 2 1

1 1 3

A

 
 

=
 
 
 

 

Решение. Составляем характеристическое уравнение матрицы  А 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0

a a a

a a a

a a a

− 

−  =

− 

,     

2 2 1

2 2 1 0

1 1 3

− 

−  =

− 

, 

или   

(2-)(5-5+2)-2(5-2)+=0. 

Раскрывая скобки и приводя подобные члены, получим кубическое 

уравнение  -3+72- 10=0,  корни которого равны  1=0,  2=2,  3=5.. 

Чтобы найти собственные векторы, решаем систему уравнений 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(2 ) 2 0;

2 (2 ) 0;

(3 ) 0.

x x x

x x x

x x x

−  + + =


+ −  + =
 + + −  =

 

Найдем собственный вектор 1p , соответствующий собственному 

значению 1=0. Система уравнений примет вид  

  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(2 0) 2 0;

2 (2 0) 0;

(3 0) 0.

x x x

x x x

x x x

− + + =


+ − + =
 + + − =

  или 

 

1 2 3

1 2 3

2 2 0,

3 0.

x x x

x x x

+ + =


+ + =
      

Пусть х3 = 0,  тогда  1 2,x a x a= = − , 

1 (1; 1; 0)p a= − , 0a  . Для  2 2 =   получаем систему уравнений 



1 2 3

1 2 3

1 2 3

(2 2) 2 0;

2 (2 2) 0;

(3 2) 0.

x x x

x x x

x x x

− + + =


+ − + =
 + + − =

  или 

 

2 3

1 3

1 2 3

2 0;

2 0;

0.

x x

x x

x x x

+ + =


+ =
 + + =

 

 

Пусть 2x a= , тогда 3 2x a= − , 1x a= , 2 (1;1; 2)p a= −  ,   a ≠0. 

Для 3 5 =  имеем 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(2 5) 2 0;

2 (2 5) 0;

(3 5) 0.

x x x

x x x

x x x

− + + =


+ − + =
 + + − =

  или   

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 0;

2 3 0;

2 0.

x x x

x x x

x x x

− + + =


− + =
 + − =

 

 

1 2 3

2 3

2 0;

5 5 0;

x x x

x x

+ − =


− + =
   2 3.x x=   

Пусть 3x = a , тогда 2x = a , 3 (1;1;1)p a= ,  a ≠0. 

Итак, собственные векторы заданной матрицы: 

1 (1; 1;0)p a= − ; 2 (1;1; 2)p a= − ; 3 (1;1;1)p a= ,  a ≠0. 

Ответ: 1 (1; 1;0)p a= − ; 2 (1;1; 2)p a= − ; 3 (1;1;1)p a= ,  a ≠0. 

 

Решение нулевого варианта контрольной работы 

 

1. ЗАДАЧА 1. Даны вершины пирамиды А(1;-1; 4), В(0; 3; 7), С(0; 0; 

-6), D(4;3;0). Вычислить: 

а) площадь основания АВС; 

б) угол между ребрами АВ и АС; 

в) объем пирамиды; 

г) высоту пирамиды. 
 

Сделаем схематический чертеж. 
 



 
 

Вычислим координаты следующих векторов по формуле 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 2 1 2 1 2 1; ; , ; ; ; ;A x y z B x y z AB x x y y z z = − − − : 

( ) ( )0 1;  3 1;  7 4 1;  4;  3AB = − + − = − , 

( ) ( )0 1; 0 1;  6 4 1;  1;  10AC = − + − − = − − , 

( ) ( )4 1;  3 1;  0 4 3;  4;  4AD = − + − = − . 

Вычислим площадь основания АВС по формуле 
1

2
S AB AC=   : 

1 4 3 40 3 4 3 10

1 1 10

i j k

AB AC i j k k i j = − = − − − + − − =

− −

 

( ) ( ) ( )
2 2 2

43 13 3 43 13 3 2027 45,02i j k AB AC= − − +   = − + − + =  . 

1 1
45,02 22,51

2 2
S AB AC=   =  = . 

Вычислим угол между ребрами АВ и АС по формуле 

( ) ( )
2 2 2 2 2 2

; ; , ; ; cos
x x y y z z

x y z x y z

x y z x y z

a b a b a b
a a a a b b b b

a a a b b b

 +  + 
  =

+ +  + +
, 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2 22 2 2

1 1 4 1 3 10 1 4 30 25
cos 0,46

26 102 26521 4 3 1 1 10

−  − +  +  − + − −
 = = =  −

− + +  − + + −

, 

( )arccos 0,46 118 = −  . 

Вычислим объем пирамиды по формуле 
1

6
V ABAC AD=  : 

1 4 3

1 1 10 4 12 120 9 40 16 193

3 4 4

ABAC AD

−

= − − = − − − − − = −

−

. 



1 1 193
193 32,2

6 6 6
V ABAC AD=  =  − =  . 

Вычислим высоту пирамиды 

1 3 3 32,3
4,3

3 22,51
осн

осн

V
V S H H

S


=    = =  . 

 

Ответ: 22,51; 118°; 32,2; 4,3. 
 

ЗАДАЧА 2. Доказать, что векторы , ,a b c  образуют базис, и найти ко-

ординаты вектора d в этом базисе. 

a = (5, 4, 1),   b = (-3, 5, 2),  c = (2, -1, 3),  d = (7, 23, 4). 

Решение. Докажем, что , ,a b c образуют базис, для этого вычис-

лим смешанное произведение векторов , ,a b c . 

a b c =

x y z

x y z

x y z

a a a

b b b

c c c

, 

5 4 1

3 5 2 130

2 1 3

 abc = − =

−

. 

Так как определитель не равен  0, то данные вектора не компланарны 

и могут образовывать базис. 

Разложим данные вектора по базису i , j , k . 

5 4a i j k= + + ; 

3 5 2b i j k= − + + ; 

2 3c i j k= − + ; 

7 23 4d i j k= + + . 

Представим разложение вектора d  по новому базису 

d a b c=   + +  . 

Теперь вместо a , b , c  подставим их разложение по базису 

( ) ( ) ( )5 4 -3 5 2 2 - 3d i j k i j k i j k=   + + + + + +  + =7 23 4i j k+ +

. 

Раскроем скобки и перегруппируем 

5 4 - 3 5 2 2 - 3d i j k i j k i j k=  +  +   +  +  +     +    

( ) ( ) ( )5 -3 2 4 5 2 3i j k=  +  +  + −  +  + +  7 23 4i j k= + + . 

Приравниваем коэффициенты при одинаковых переменных, так как 

данные уравнения тождественны, составляем систему 

5 - 3 2 7

4 5 23

2 3 4

  +  =

 +  −  =

 +  +  =

 

Решаем систему методом Крамера 



5 3 2

4 5 1 130

1 2 3

−

 = − =  

 

1

7 3 2

23 5 1 390

4 2 3

−

 = − =   1 390
3

130


 = = =


 

 

2

5 7 2

4 23 1 260

1 4 3

 = − =   2 260
2

130


 = = =


 

 

3

5 3 7

4 5 23 130

1 2 4

−

 = = −   3 130
1

130

 −
 = = = −


 

Таким образом, новое разложение вектора d  по базису , ,a b c  

3 2d= a+ b c − . 

Ответ: 3 2d= a+ b c − . 
 

ЗАДАЧА 3. Выяснить, при каком значении α векторы ( )1,1,a  , 

( 3,2,1)b − , (2,0, 3)c −  компланарны.  

Решение. Вектора компланарны, если их смешанное произведе-

ние равно 0. 

Следовательно, мы вычислим смешанное произведение, приравняем 

нулю и посмотрим при каком значении α  будет выполняться это условие. 

1 1

3 2 1 0

2 0 3

abc



= − =

−

,   6 0 2 4 0 9 0− + + −  + − = ,  
13

4
 = − . 

Ответ: 
13

4
 = − . 

 

ЗАДАЧА 4. Вектор x , перпендикулярный к векторам a  и b , обра-

зует с осью ОУ тупой угол. Найти вектор x , если ( )2,7,10a − , (0,3,4)b , 

26x = . 

Решение. Пусть существует вектор c a⊥  и c b⊥ , значит c x . 

Чтобы найти вектор c  воспользуемся определением векторного про-

изведения. 

Следовательно c a b=  . 



2 7 10 2 8 6

0 3 4

x y z

x y z

i j k i j k

c a b a a a i j k

b b b

=  = = − = − + − . 

( )2,8, 6c − − . Так как c x , то, их координаты пропорциональны, сле-

довательно  
2 8 6

yx z
xx x

= = = 
− −

. Значит ( )2 ;8 ; 6x = −   −  . 

Найдем длину вектора x . 

2 2 2
4 64 36 26x =  +  +  =  (по условию),  

2 1

4
 = , 

1

2
 = . 

Так как x  образует с осью  Оу  тупой угол, то координата по y будет 

отрицательной, ( )2 ;8 ; 6x = −   −  . 

Следовательно, 

1

2
 = − ,   

1 1 1
2 ;8 ; 6

2 2 2
x

      
= − − − − −      

      
,  ( )1; 4;3x = −  

Ответ: ( )1; 4;3x = − . 

 

ЗАДАЧА 5. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы   

5 2 1

2 2 2

1 2 5

A

− − 
 

= − −
 
 − − 

. 

Решение. Составим характеристическое уравнение, для этого от 

элементов находящихся на главной диагонали отнимем    и составим опре-

делитель равный  0. 

5 2 1

2 2 2 0

1 2 5

−  − −

− −  − =

− − − 

. 

Вычислим данный определитель: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

5 2 4 4 2 4 5 4 5 0− − − − − − − − − − =  

( ) ( ) ( ) ( )
2

5 2 8 2 8 5 0− − − − − − − =  

3 2
12 36 0− +  −  =  

( )2
12 36 0 − +  − =  

1 0 =   или     
2

12 36 0− +  − =  

2 3 6 = =  − собственные значения. 

Найдём собственный вектор для собственного значения 1 0 = . 

Составим однородную систему уравнений 



5 2 0

2 2 2 0

2 5 0

x y z

x y z

x y z

− − =

− + − =
− − + =

 

Решая данную систему методом Гаусса, получаем 

2 5 0

6 12 0

x y z

y z

+ − =


− =
2

z a

y a

x a

=


 =
 =

 

Следовательно, собственный вектор ( ) ( )1 ,2 , 1,2,1p a a a a= = . 

Найдём собственный вектор для собственного значения 2 6 = . Со-

ставим однородную  систему уравнений 

2 0

2 4 2 0

2 0

x y z

x y z

x y z

− − − =

− − − =
− − − =

 

Данная система сводится к одному уравнению   2 0x y z− − − = . 

Следовательно, собственный вектор ( ) ( )2 , , 1, 1,1P a a a a= − = − . 

Для того чтобы найти 3P  воспользуемся следующим свойством 

21 3P P P⊥ ⊥ . Следовательно 3 1 2P P P=  . 

3 1 2 1 3 3

1 1 1

i j k

P i k= = −

−

, 3 (3 ,0, 3 ) (3,0, 3)P a a a= − = −  

Ответ: ( )1 1,2,1p a= , ( )2 1, 1,1p a= − , 3 (3,0, 3)p a= − . 

 

 

 

 

 

 

 

Вариант для самопроверки 

1. Даны координаты вершин пирамиды АВСД: 

А(2,-1,1),  В(5,5,4), С(3,2,-1), Д(4,1,3). Найти: 

• Длину ребра АС 

• Угол между рёбрами АВ и АС 

• Площадь грани АВС 

• Длину высоты, опущенной из вершины В на сторону АС 

• Объём пирамиды 

Ответ: 
15 3 59 3 59

13,arccos , , ,3
213 14 13

 
 
 

. 



 

2.  Доказать, что векторы cba ,, образуют базис и найти вектора d в 

этом базисе: 

( ) )5,6,11(),3,1,2(),2,1,1(,1,2,3 −−−−− dcba  

Ответ: d=2a-3b+c . 

 

 

3. Выяснить при каком значении α векторы cba ,,  компланарны 

( )4, ,2 , (2,0, 3), ( 3,2,1)a b c−  − −  

Ответ: 
16

7
 = . 

 

 

4.  Вектор x ,перпендикулярный к векторам a  и b образует с осью ОУ 

тупой угол. Найти вектор  x , если ( ) 26),3,1,0(,3,0,4 =xba  

Ответ: ( )6; 24;8x = − − . 

 

 

5.Найти собственные вектора и собственные значения матрицы: 

















113

151

311

 

Ответ:  1 2 33, 2,  6  = = − = ; 

( )1 11, 1,1p a= − , ( )2 21,0, 1p a= − , 3 3(1,2,1)p a= , ,  1,2,3ia R i = . 

 

 

 



Трехуровневые тестовые задания к разделу 

«Векторная алгебра» 

 

Уровень I 

 

1.  Даны вектора a  (2;1;-2), b  (3;2;4), с  (-4;-2;4).   

I.   Найти: 

− Какие из заданных векторов  

а) коллинеарные; 

б) перпендикулярные 

− Найти a c  

 

II. Найти 

− 0a ; 

− ( ),a b


; 

− пр a c . 

2.  На плоскости даны точки  А(1;2),  В(-1;3),  С(2;5). Доказать, что 

векторы AB  и AC  образуют базис. Разложить BC  по этому базису, найти 

направляющие косинусы вектора AB . 

 

Уровень II 

 

1.  Заданы три вектора a = (-1;2;0), b= (3;1;1), c = (2,0,1). Найти: 

а)  a b , a c ; 

б)  пр a c , cos( ),a b


; 

с)  S параллелограмма, построенного на векторах a  и b ; 

д)  x  a , | x | = 2 5 , x  - ? 
 

2.  Даны вершины пирамиды  А1(2;0;-1),  А2(-2;-11;5),  А3(1;-4;-1),  А4(-

2;1;-4). Найти: 

а)  проекцию вектора 3A M  на вектор 3 4A A ; 

б)  угол  А4А1А3; 

в)  площадь грани  А4А1А3; 

г)  объем пирамиды; 

д)  высоту пирамиды. 
 

3.  Образует ли тройка { a , b , c } базис в пространстве? ( a , b , c  из 

п.1) 

4. а) Как вычислить работу силы ?  

    б) a b  = 0  ? 



5. Найти 
2

a , если  ( ) 0
,  1,  2,  , 60a p r p r p r= + = = =  

Ответ:7 

6. Даны векторы ( )4;2; 1a = − , ( )5;3; 2b = − , ( )3;2; 1c = − , ( )12;7; 3d = −  

со своими координатами в базисе ( )1 2 3; ;e e e . Показать, что векторы , ,a b c  

сами образуют базис, и найти разложение вектора  d  в новом базисе. 

Ответ: d=2a-b+3c  
 

 

 

Уровень III 

 

1.  Найти вектор, перпендикулярный к векторам a (1;2;-3)  и b (2;4;6). 

2.  Векторы a , b   и  c  имеют равные длины и образуют попарно рав-

ные углы. Найти координаты вектора c , если  a = i + j ,    b= j +k . 

Ответ:  c
1 4 1

; ;
3 3 3

 
− − 
 

  или c (1; 0; 1). 

3. Даны три вектора a , b  и c , удовлетворяющие условию a +b+c =0

. Зная, что a = 5,  b = 2  и  c = 3, вычислить a b+b c +c a = 0 . 

Ответ:  -19. 

4.  Четырехугольник АВСD − параллелограмм, О − точка пересечения 

его диагоналей,  М − произвольная точка, отличная от О. Можно ли выра-

зить вектор a = MA + MB + MC + MD   через вектор  MO ? 

Ответ:  да,  a = 4 MO . 

5. Точка О является центром тяжести треугольника  АВС. Доказать, 

что 0OA OB OC+ + = . 

6. В равнобочной трапеции АВСD известны нижнее основание AB =

a , боковая сторона AD =b  и угол между ними А=
3


.  Разложить по a   и 

b  все векторы, составляющие остальные стороны и диагонали трапеции. 

Ответ: 
b

BC a b
a

= − + ;   
b a

CD a
a

−
= ; 

a b
AC a b

a

−
= + ; 

1. Вычислить высоту пирамиды, опущенную на ABD , если пирамида по-

строена на векторах ACAB + , AB , AD , и   )1;2;1(−A , )3;2;1( −−B , )4;1;1( −−C , 

)2;4;1( −−−D . 

Ответ:
1

2
h =  



ГЛОССАРИЙ 

 

№

п/

п 

Новые понятия Содержание 

1 2 3 

1.  Скалярная величина 
величина, которая может быть задана 

числом в выбранной системе единиц.  

2.  Векторная величина 
величина, которая задается значением и 

направлением. 

3.  Коллинеарные вектора 
вектора, лежащие на параллельных пря-

мых (или на одной и той же прямой) 

4.  
Координаты вектора a  в ба-

зисе , ,i j k  

коэффициенты X, Y, Z в разложении век-

тора a  по базису , ,i j k :  

a X i Y j Z k=  +  +  . 

5.  

Условие коллинеарности двух 

векторов, заданных коорди-

натами  1 1 1= , ,a X Y Z  и 

 2 2 2= , ,b X Y Z  

пропорциональность их соответствую-

щих координат: 1 1 1

2 2 2

X Y Z

X Y Z
= = . 

6.  
Направляющие косинусы век-

тора  = , ,a X Y Z  

косинусы углов, образуемых вектором a  

с положительными направлениями осей  

ОX, ОY, ОZ: 

2 2 2
cos

X

X Y Z
 =

+ +
; 

2 2 2
cos

Y

X Y Z
 =

+ +
; 

2 2 2
cos

Z

X Y Z
 =

+ +
. 

7.  
Скалярное произведение век-

тора  a   на вектор  b  

число, равное произведению их модулей 

на косинус угла между ними: 

( ), cosa b a b=    . 

8.  

Формула вычисления скаляр-

ного произведения векторов 

 1 1 1= , ,a X Y Z  и 

 2 2 2= , ,b X Y Z , заданных в 

координатной форме 

( ) 1 2 1 2 1 2,a b X X Y Y Z Z=  +  +  . 

 

 

 

 

 

 



1 2 3 

9.  

Формула вычисления 

угла  между векторами 

 1 1 1= , ,a X Y Z  и 

 2 2 2= , ,b X Y Z  

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos
X X Y Y Z Z

X Y Z X Y Z

 +  + 
 =

+ +  + +

 

10.  
Условие перпендикуляр-

ности (ортогональности) 

двух векторов 

1 2 1 2 1 2 0X X Y Y Z Z +  +  = . 

11.  
Векторное произведение 

векторов в координатной 

форме 
x y z

x y z

i j k

a b a a a

b b b

 = . 

12.  
Геометрический смысл 

векторного произведения  
S a b=  . 

13.  
Смешанное произведе-

ние 
( ) ( )abc a b c a b c=   =    

14.  
Смешанное произведе-

ние в координатной форме 

x y z

x y z

x y z

a a a

abc b b b

c c c

= . 

15.  
Условие компланарно-

сти трех векторов 
0abc = . 

16.  

Объем параллелепипеда, 

построенного на векторах 

, ,a b c , как на сторонах 

V abc= . 

 

  



ЗАДАЧИ ПРОФЕССИОНАЛЬНО ОРИЕНТИРОВАННОГО ХАРАКТЕРА. 

 

1. Автомобиль весит 1т. Во время движения по горизонтальной до-

роге на автомобиль действует сила трения, равная 0,1 его веса. Найти работу, 

совершаемую двигателем автомобиля при его движении с постоянной скоро-

стью в гору с уклоном 1 м на каждые 25 м пути на расстоянии 1 км. 

 

2. Человек везет за веревку санки с ребенком, прикладывая к веревке 

силу F . Масса санок вместе с ребенком равна m, длина веревки l. При этом 

конец веревки, который держит человек, расположен на высоте, на h выше вы-

соты крепления веревки к санкам. Какая работа совершается человеком по рав-

номерному перемещению санок по прямой на расстоянии s? Чему равен коэф-

фициент трения санок о снег? 

  



ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ПО ТЕМЕ «ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА» 

С ПОМОЩЬЮ МАТЕМАТИЧЕСКИХ ПАКЕТОВ Maple и Mathcad 

 

Предлагаемые программы помогут Вам при проверке домашнего 

задания, решении задач или, при необходимости, предоставят возможность 

удобной и быстрой работы с векторами.  

Рассмотрим решения задач из указанной темы с помощью математиче-

ского пакета Maple.  

 

 
 

Рассмотрим один из наиболее популярных математических пакетов 

MathCAD. 

Чтобы начать работать с приложением, вызовите панель Calculus (вы-

числения).  

Выберите на панели вкладку ВИД → ПАНЕЛИ ИНСТРУМЕНТОВ → 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ  



 
 

Далее появится панель . На данной вкладке необходимо 

выбрать панель «Матрица»  и продолжить работу.   

Далее разобраны задачи, наиболее часто встречаемые в теме «Векторная 

алгебра». 
 

 



 
 

 

 



ГРАФИЧЕСКАЯ СХЕМА МОДУЛЯ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ 

ГЕОМЕТРИЯ 

на 

плоскости 

Прямая 
Способы 

задания 

Взаимное 

расположение 

Кривые 2-го 

порядка 

Канонические 

уравнения 

С
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Т
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Т 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ 

ГЕОМЕТРИЯ 

в 

пространстве 

Плоскость Способы 

задания 

Взаимное 

расположение 

плоскостей 

С

И

С

Т

Е

М

А 

К

О

О

Р

Д

И

Н

А

Т 

Взаимное 

расположение 

прямой и 

плоскости, 

угол между 

прямой и 

плоскостью 

Прямая 
Способы 

задания 

Взаимное 

расположение 

прямых 

Поверхности 

2-го порядка 

Канонические 

уравнения 



Информационная таблица  

«Аналитическая геометрия на плоскости и в пространстве» 

Аналитическая геометрия на плоскости  

1. Общее уравнение прямой 

Всякое уравнение первой 

степени относительно двух 

переменных определяет 

прямую на плоскости

 Аx+ВУ+C=0. 

2. Уравнение прямой, 

проходящей через данную 

точку в данном направлении  

у-у0=k(х-х0). 

3. Уравнение прямой линии на плоскости, 

проходящей через данную точку М0(х0, у0), 

перпендикулярно данному вектору 

0 0N M M = , 0 0( ) ( ) 0А х х В у у− + − = . 

4. Уравнение прямой линии, проходящей через 

две точки 

1 2 2 1 2 1( , )М М х х у у= − −   1 1, 1( )М M х х у у= − −  

  1 1

2 1 2 1

х х у у

х х у у

− −
=

− −
. 

 

5. Каноническое и параметрические уравнения прямой линии на плоскости 

1. Каноническое уравнение прямой 

на плоскости, проходящей через точку 

М0(х0, у0) с направляющим вектором 

( , )s m n     

0 0х х у у

m n

− −
= . 

2. Параметрические уравнения прямой на 

плоскости, проходящей через точку  

М0(х0, у0) с направляющим вектором  

( , )s m n ,  0M M t s=  ,  или   
0

0

х х mt

у у nt

= +


= +
 

6. Уравнение прямой линии в отрезках 

0

0 0

у х а

b а

− −
=

− −
, 0а b  , или  1

х у

a b
+ = . 

7. Расстояние d  от М0(х0, у0) до прямой 

Ах+Ву+С=0,   
0 0

2 2

Aх Ву С
d

А В

+ +
=

+

.   

 

 

8. Угол между прямыми на плоскости 

Пусть прямые L1 и L2 заданы общими уравнениями 1 1 1 1: 0L A x B y C+ + = , 

2 2 2 2: 0L A x B y C+ + = , тогда ( ) ( ) 1 2
1 2 1 2

1 2

cos , cos ,
n n

L L n n
n n

  
= =


. 

1. Пусть L1 и L2 заданы каноническими 

уравнениями 1 1
1

1 1

:
x x y y

L
m n

− −
= , 

2 2
2

2 2

:
x x y y

L
m n

− −
= , тогда 

( ) ( ) 1 2
1 21 2

1 2

cos , cos ,
s s

L L s s
s s

  
= =


. 

 

2. Пусть L1 и L2 заданы 

уравнениями с угловыми 

коэффициентами 1 1 1:L y k x b= + , 

2 2 2:L y k x b= + , 

тогда ( ) ( )1 2tg , tg tgL L


=  = − =  

2 1

2 1

tg tg

1 tg tg 1

k k

k k

−  −
= =

+   + 
. 

 

9. Взаимное расположение двух прямых на плоскости 

Пусть заданы две прямые своими общими уравнениями (все остальные способы 

можно к этому свести): 1 1 1 1: 0L A x B y C+ + = , 2 2 2 2: 0L A x B y C+ + = . Тогда прямые L1 

и L2: 

− совпадают ,  

1 1 1
1 2

2 2 2

A B C
L L

A B C
  = = . 

 

− параллельны  и не 

совпадают ,  

1L ║ 2L 1 1 1

2 2 2

A B C

A B C
 =  , 



− пересекаются  
1 2 1L L M = 1 1

2 2

A B

A B
  ; 



Аналитическая геометрия в пространстве   

1. Плоскость в пространстве 

Ах+Ву+Сz+D=0 – общее уравнение плоскости 

1) А(х-х0)+В(у-у0)+С(z-z0)=0 – уравнение 

плоскости проходящей через точку М(х0;у0;z0) 

⊥ ( , , )n А В С . 

2) Уравнение плоскости, проходящей через 

точку,  двум векторам a  и b , M    

0 0M M a b  =  

0 0 0

0x y z

x y z

х х y y z z

a a a

b b b

− − −

= . 

3) Уравнение плоскости проходящей через две 

точки,  вектору a ,  M(x, y, z)     

1 2 01M M M M a  =  

1 1 1

2 1 2 1 2 1 0

х у z

x x y y z z

x x y y z z

а а а

− − −

− − − = . 

4) Уравнение плоскости проходящей через три 

точки   M(x, y, z)    1 1 2 1 3 0M M M M M M  =  

1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

0

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

− − −

− − − =

− − −

 

2. Прямая в пространстве 

1 1 1 1

2 2 2 2

0

0

А х В у С z D

А х В у С z D

+ + + =


+ + + =
   – общее 

уравнение прямой  
 

Параметрические уравнения 

прямой   

0

0

0

,

,

,

х х mt

у у nt

z z pt

= +


= +
 = +

  

где t коэффициент 

пропорциональности 
 

Канонические уравнения прямой   

0 0 0х х у у z z
t

m n p

− − −
= = =  

 

Канонические уравнения прямой, 

проходящей через точки 

1 1 1 1( , , )M х у z , 2 2 2 2( , , )M х у z  

1 1 1

2 1 2 1 2 1

х х у у z z

х х у у z z

− − −
= =

− − −
 

 

Расстояние от точки до плоскости 

1. if 1M  удовлетворяет уравнению  L, то  

( )1, 0d M L = . 

2. if 1M L , то 

( ) 1 1 1
1

2 2 2
,

Ax By Cz D
d M

A B C

+ + +
 =

+ +

. 

 

Угол между плоскостями 

Пусть заданы две плоскости 

1 1 1 1 1: 0A x B y C z D + + + = , 

2 2 2 2 2: 0A x B y C z D + + + = . 

( ) ( ) 1 2
1 2 1 2

1 2

cos , cos ,
n n

n n
n n

  
  = =



 

 

Взаимное расположение плоскостей 

Пусть заданы общие уравнения двух плоскостей: 1 1 1 1 1: 0A x B y C z D + + + = , 

2 2 2 2 2: 0A x B y C z D + + + = . Тогда возможны следующие случаи: 

1)  1 1 1 1

2 2 2 2

A B C D

A B C D
= = =  1 2   ; 

2) 1 1 1 1

2 2 2 2

A B C D

A B C D
= =   1 2  ; 

3)  1 2n n⊥  1 2 1 2 1 2 0A A B B C C+ + =  1 2 ⊥  ; 

4)  1n 2n   1 2 L  = . 

 



2

 

1



1 

1S

 1L  

0M 
 

L  0M

 

S  

Взаимное расположение двух прямых в пространстве 

Пусть   0 0 0:
x x y y z z

L
m n p

− − −
= =    и   0 0 0

1
1 1 1

' ' '
:

x x y y z z
L

m n p

− − −
= = . 

 

1. 1 1 0 0 'L L S S M M   

: 

 

 

 

 

2. 1 1L L S S  , но  

0 0M M    

 

 

 

 

 

 

3.  1 1L L M =   

       

1 0 0 1' 0,S S M M S S=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. Пусть L и L1 

скрещиваю-щиеся   

1 0 0 ' 0S S M M  . 

5. Расстояние между 

скрещивающимися 

прямыми: 

( )
1 0 0

1

1

,

SS M M

d L L
S S



=


 

 

 

 

 

 

 

 

Расстояние  от точки до прямой 

0 0 0:
x x y y z z

L
m n p

− − −
= = ,     М1(х1, у1, z1) 

( ) ( )1 0 1 0 1 0 1, sin sin ,d M L M M M M M M S


=   =  . 

Угол между двумя прямыми в 

пространстве 

( ) ( ) 1 2
1 2 1 2

1 2

cos , cos ,
S S

L L S S
S S

  
= =  

Взаимное расположение прямой и плоскости 

Пусть прямая L задана каноническими уравнениями 0 0 0x x y y z z

m n p

− − −
= = , плоскость 

 −  общим уравнением 0Ax By Cz D+ + + = . В пространстве прямая и плоскость могут: 

1) L  

1. 0S n S n⊥   = . 

2. 0M   

0 0 0 0Ax By Cz D+ + + =  

 

 

 

 

 

2) L    

1. 0S n S n⊥   =  

2. 0M   

0 0 0 0Ax By Cz D+ + +   

 

 

 

 

 

3)  1L M =  

1. 0S n   

 

 

 

 

Угол между прямой и плоскостью 

Пусть заданы плоскость 

: 0Ax By Cz D + + + =  и прямая 

0 0 0:
x x y y z z

L
m n p

− − −
= = .

2 2 2 2 2 2
sin

Am Bn Cp

A B C m n p

+ +
 =

+ +  + +

 

Определение точки пересечения  

                 прямой и плоскости 

 1L M = 0S n    

S

 

1S  

1L  

L  
0M

 

0M 
 

 

n
 

S

 

L

 

1M  

0M

 

1S

 

S

 

0M

 

1L L  

0M 
 

1M

 

0M 

 

0M

 

S

 
1S

 
L

1 

L 

L 
M

0 

S

 

 n
 

 

L 
n  

S  

S   

M0 



0

0

0

0,

,

,

.

Ax By Cz D

x x mt

y y nt

z z pt

+ + + =


= +


= +
 = +

 

Невырожденные кривые второго порядка на плоскости 

 

Гипербола 
2 2

2 2
1

x y

a b
− =  

 

Эллипс 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =  

 

1 3 

Парабола 

1.
2

2x py=  

2.
2

2x py= −  

3.
2

2y px=  

4.
2

2y px= −  

 

2. 
 

4. 

 

1. Эллипс    

2 2

2 2
1

x y

a b
+ = . 

Важные характеристики:  

1. Координаты фокусов: ( )1 ;0F c− , 

( )2 ;0F c , 
2 2 2

c a b= −  

2. ( )1 ;0A a− , ( )2 ;0A a ,  ( )1 0;B b− , 

( )2 0;B b − координаты вершин эллипса  

3. ( ),   1
c

a
 =    − эксцентриситет 

4. 
a

x = 


 − уравнения директрис. 

5. 
r

d
 = , где r  − расстояние от точки 

эллипса до фокуса; d − расстояние от 

точки эллипса до односторонней 

директрисы. 

6. 
1

2

r x a

r x a

=  − 


=  + 
 − фокальные радиусы 

точек эллипса. 

 

2. Гипербола  

2 2

2 2
1

x y

a b
− = . 

Важные характеристики:  

7. Координаты фокусов: 

( )1 ;0F c− , ( )2 ;0F c , 
2 2 2

c a b= + . 

8. ( )1 ;0A a− , ( )2 ;0A a  − координаты вершин 

гиперболы. 

9. ( ),   1
c

a
 =   . 

10. 
b

y x
a

=    − уравнения асимптот. 

11. 
a

x = 


 − уравнения директрис. 

12. 
r

d
 = , где r  − расстояние от точки гиперболы до 

фокуса; d  − расстояние от точки гиперболы до 

односторонней директрисы. 

13. 
1

2

r x a

r x a

=  − 


=  + 
 − фокальные радиусы правой ветви 

гиперболы; 



 
3

4

r x a

r x a

= − + 


= − − 
 − фокальные 

радиусы левой ветви    гиперболы. 

3. Парабола 

              2
2y px= , 2

2y px= − , 

              2
2x py= , 2

2x py= −   



Поверхности 2-го порядка  

 

Поверхностью второго порядка называют поверхность, заданную 

алгебраическим  уравнением  второй степени. 

Ах2+Ву2+Сz2+ Dху+Eхz+Gуz+Mх+Ну+Nz+F=0 ,   

где 
2 2 2

0А В С+ +  . 

Поверхсность второго порядка можно разбить на классы основных 

невырожденных поверхностей, имеющих одну и ту же форму канонического 

уравнения: 

1) эллипсоид, 

2) однополостный гиперболоид, 

3) двуполостный гиперболоид, 

4) конус второго порядка,  

5) эллиптический параболоид,  

6) гиперболический параболоид, 

7) эллиптический цилиндр,  

8) гиперболический цилиндр,  

9) параболический цилиндр   

 

 

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + =

 
эллипсоид 

 

2 2 2

2 2 2
0

x y z

a b c
+ − =

 
конус 

 

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − =

 
однополостный 

гиперболоид 

 

2 2

2 2
1

x y

a b
+ =

 
эллиптический 

цилиндр 

 

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = −

 
двуполостный 

гиперболоид  
 

2 2

2 2
1

x y

a b
− =

 
гиперболический 

цилиндр 

 

2 2

2 2
2

x y
z

p q
+ =  

эллиптический 

параболоид   

2 2x py=  

параболический 

цилиндр 

 

2 2

2 2
2

x y
z

p q
− =  

гиперболический 

параболоид  

  



Базовый минимум к разделу «Аналитическая геометрия» 

ОБУЧАЮЩАЯ ЗАДАЧА. Даны вершины треугольника  АВС:  

( )2, 1A − − , ( )1,0B , ( )6,1C . Найти: 

а) уравнение стороны  АВ; 

б) уравнение высоты  СН; 

в) уравнение медианы  АМ; 

г) точку  N  пересечения 

медианы  АМ  и высоты  СН; 

д) уравнение прямой, 

проходящей через вершину  С  

параллельно стороне  АВ; 

е) расстояние от точки С до 

прямой АВ. 

Решение. 

а) уравнение прямой, проходящей через две точки 

1 1

2 1 2 1

x x y y

x x y y

− −
=

− −
. Значит, 

АВ:  
( )

( )

( )

( )

2 1

1 2 0 1

x y− − − −
=

− − − −
, или 

2 1

3 1

x y+ +
= , или 2 3 3x y+ = + . Таким 

образом, окончательно имеем 

АВ: 3 1 0x y− − = . 
 

б) высота CH AB⊥    ABn  СН. Воспользуемся каноническим 

уравнением прямой: 

0 0x x y y

m n

− −
= . 

( )1 ; 3AB CHn S= − = ;  ( )6;1C . 

6 1

1 3

x y− −
=

−
,  или ( ) ( )3 6 1 1x y− − = − , или 3 18 1x y− + = − . 

Следовательно,  СН:  3 19 0x y+ − = . 
 

в) определим координаты  М, как середины отрезка  ВС. 

2

B C
M

x x
x

+
= ; 

2

B C
M

y y
y

+
= . 

1 6 0 1
;

2 2
M

+ + 
 
 

,  
7 1

;
2 2

M
 
 
 

. 

C А 

B 

N 

M 

L 

H 



Теперь по двум известным точкам  А  и  М  составляем уравнение 

медианы  АМ: 

( )

( )

( )

( )

2 1

7 1
2 1

2 2

x y− − − −
=

− − − −

, 
2 1

11 3

2 2

x y+ +
= , или 

2 1

11 3

x y+ +
= , или 

( ) ( )3 2 11 1x y+ = + ,    или  3 6 11 11x y+ = + .  

Таким образом,  АМ: 13 11 5 0x y− − = . 
 

г) для нахождения координат точки  N  пересечения медианы  АМ  и 

высоты  СН  составляем систему уравнений: 

13 11 5 0,

3 19 0.

x y

x y

− − =


+ − =
 

( )13 11 19 3 5 0,

19 3 .

x x

y x

−  − − =


= −
 

 

( )13 11 19 3 5 0x x−  − − = , 13 209 33 5 0x x− + − = , 46 214 0x − = . 

Отсюда, имеем 
107

23
x = ;  

107 330
19

23 23
y = − = . 

Таким образом, 
107 330

;
23 23

N
 
 
 

. 

 

д) так как прямая, проходящая через вершину  С, параллельна 

стороне  АВ, то за вектор нормали можно взять вектор  ( )1 ; 3ABn = − . По 

точке и нормальному вектору составляем уравнение прямой: 

( ) ( )0 0 0A x x B y y− + − = , ( )6;1C . 

L: ( ) ( )1 6 3 1 0x y− − − =   или  6 3 3 0x y− − + = ,  L: 3 3 0x y− − = . 

 

е) расстояние от точки  С  до прямой  АВ  вычисляем по формуле: 

0 0

2 2

Ax By C
d

A B

+ +
=

+
. 

( )
22

1 6 3 1 1 2
3,2

101 3

d
 −  −

= = 

+ −

. 

Ответ:  

а) АВ: 3 1 0x y− − = , б)СН:  3 19 0x y+ − = , 

в) АМ:13 11 5 0x y− − = , г) 
107 330

;
23 23

N
 
 
 

, 



д) 3 3 0x y− − = ,  е) 
2

3,2
10

d =  .  

 

ОБУЧАЮЩАЯ ЗАДАЧА. Даны четыре точки ( )1 0,7,1A , ( )2 2,1,5A , 

( )3 1,0,3A , ( )4 3, 9,8A − . Составить уравнения:  

а) плоскости 1 2 3A A A , 

б) плоскости, проходящей через точку 4A  перпендикулярно к 

вектору 1 2A A . 

Вычислить косинус угла между координатной плоскостью Oxy  и 

плоскостью 1 2 3A A A . 

Решение. 

а) Воспользуемся уравнением плоскости, проходящей через три 

точки: 

1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

0

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

− − −

− − − =

− − −

, 

0 7 1

2 0 1 7 5 1 0

1 0 0 7 3 1

x y z− − −

− − − =

− − −

,  

 

7 1

2 6 4 0

1 7 2

x y z− −

− =

−

, 

7 1

2 1 3 2 0

1 7 2

x y z− −

 − =

−

, 

7 1

1 3 2 0

1 7 2

x y z− −

− =

−

, 

 

( ) ( )
3 2 1 2 1 3

7 1 0
7 2 1 2 1 7

x y z
− −
 − −  + −  =
− −

, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )8 7 0 1 4 0x y z − −  + −  − = , 

8 4 4 0x z− + = , 

( )1 2 3A A A : 2 1 0x z− + = . 

 

б) 1 2A A ⊥  ( )1, 3,2n = − . 

Воспользуемся формулой: 

( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − = , 

( ) ( ) ( )1 3 3 9 2 8 0x y z− − + + − = ,   3 3 27 2 16 0x y z− − − + − = , 

 :  3 2 46 0x y z− + − = . 

Для вычисления угла между плоскостями воспользуемся формулой: 



( ) 1 2
1 2

1 2

cos ,
n n

n n
n n

 
=


. 

В нашем случае  ( )1 0,0,1n = , ( )2 2,0, 1n = − . 

Поэтому, 

( ) ( )

( )
1 2

22 2 2 2 2

0 2 0 0 1 1 1 1
cos ,

1 4 1 51 0 0 2 0 1

n n
  +  +  − −

= = = −
 ++ +  + + −

. 

Ответ: а) 2 1 0x z− + = , б) 

3 2 46 0x y z− + − = , в) ( )1 2

1
cos ,

5
n n


= −  

 

 

ОБУЧАЮЩАЯ ЗАДАЧА. Даны четыре точки  ( )1 0,7,1A , ( )2 2,1,5A , 

( )3 1,0,3A , ( )4 3, 9,8A − . Составить уравнения:  

а) прямой 1 2A A , 

б) прямой 4A M , перпендикулярной к плоскости 1 2 3A A A , 

в) прямой 3A N , параллельной прямой 1 2A A . 

Вычислить синус угла между прямой 1 4A A  и плоскостью 1 2 3A A A . 

Решение. 

а) Воспользуемся формулой уравнений прямой, проходящей через 

две точки 

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z

x x y y z z

− − −
= =

− − −
. 

0 7 1

2 0 1 7 5 1

x y z− − −
= =

− − −
, 

7 1

2 6 4

x y z− −
= =

−
,   т.е.  1 2A A :  

7 1

1 3 2

x y z− −
= =

−
. 

 

б) Из условия перпендикулярности прямой 4A M  и плоскости  

1 2 3A A A  следует, что в качестве направляющего вектора прямой можно 

взять нормальный вектор   ( )2,0, 1n = −  плоскости 1 2 3A A A . 

Воспользуемся формулой  

0 0 0x x y y z z

m n p

− − −
= =  



4A M : 
3 9 8

2 0 1

x y z− + −
= =

−
. 

 

в) 1 2A A  3A N , значит, воспользуемся формулой: 

0 0 0x x y y z z

m n p

− − −
= = . 

( ) ( )1 2 2 0;1 7;5 1 2; 6;4A A = − − − = − ( )1; 3;2− . 

Тогда  3A N :  
1 0 3

1 3 2

x y z− − −
= =

−
. 

Синус угла между прямой с направляющим вектором ( ), ,S m n p=  и 

плоскостью с вектором нормали ( ), ,n A B C=  вычисляется по формуле: 

sin
n S

n S


 = . 

В нашем случае   ( ) ( )
1 2 3

2,0, 1
A A A

n = − , 

( ) ( )1 4 1 4 3 0, 9 7,8 1 3, 16,7A AS A A= = − − − − = − , 

( )2 3 0 16 1 7 6 7 1n S =  +  − −  = − = − , 

( )
22 2

2 0 1 4 1 5n = + + − = + = , 

( )
22 2

3 16 7 9 256 49 314S = + − + = + + = . 

Значит,  
1 1

sin
5 314 1570

−
 = =


. 

Ответ: а) 
7 1

1 3 2

x y z− −
= =

−
, б) 

3 9 8

2 0 1

x y z− + −
= =

−
, в) 

1 0 3

1 3 2

x y z− − −
= =

−
, г) 

1
sin

1570
 =  

ОБУЧАЮЩАЯ ЗАДАЧА. Уравнение 

поверхности
2 2 2

4 4 3 64 64 12 253 0x y z x y z+ + − + − + =  привести к 

каноническому виду и определить вид поверхности, изобразить. 

Решение. Выделим полный квадрат для x, y, z. 
2 2 2

4( 16 64) 4( 16 64) 3( 4 4) 256 256 12 500 0x x y y z z− + + + + + − + − − − + =

 

( ) ( ) ( )
2 2 2

4 8 4 8 3 2 24x y z− + + + − =  



Так как каноническое уравнение эллипсоида имеет следующий вид 
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + = , 

разделим правую и левую часть на 144 

( ) ( ) ( )
2 2 2

8 8 2
1

6 6 8

x y z− + −
+ + = . 

Ответ: Данная поверхность – эллипсоид с центром в точке 

( )8, 8,2O −  и полуосями    а = 6,   b = 6,   c = 8. 
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Трехуровневые тестовые задания к разделу 

«Аналитическая геометрия на плоскости и в пространстве» 

 

Уровень I   

 

1. Написать уравнение прямой 1L , проходящей через точку   

( )1 2; 5M − , перпендикулярно заданной прямой L: 2 4 0x y+ − = . Написать 

уравнение прямой 2L , проходящей через точку ( )2 3;2M − , параллельно 

заданной прямой  L. 

2. Прямая L задана точкой ( )0 3;2M L−   и нормальным вектором 

( )2,5n = − . Требуется написать уравнение прямой  L, привести его к 

общему виду. 

3. Вычислить расстояние от точки  В(1, 0) до прямой  АС, если      

А(5, -3),   С(17, 2). 

4. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку 

( )0; 1;1M −  параллельно векторам  ( )1 3;1;2a =  и ( )2 1;0;1a = − . 

5. Привести уравнение к каноническому виду и определить вид 

поверхности:   4x2 – 9y2 + 3z2 – 16x – 54y – 72z – 65 = 0. 

6. Установить, какую кривую второго порядка определяет 

следующее уравнение,  найти координаты центра С, полуоси, 

эксцентриситет, уравнения асимптот (если существуют) и уравнения 

директрис этой кривой. 
2 29 16 18 32 151 0.x y x y− − − − =  

7. Найти уравнение плоскости, проходящей через точки 

(1;2;3), (3; 1;1), ( 3;2;1)A B C− − . 

Уровень II  

 

1. Заданы прямые:  : 7 3 5 0AB x y+ − = , 

    : 10 0BC x y− + = , 

    : 3 0AC x − = . 

Найти: 

− вершины ABC ; 

− площадь ABC ; 

− составить уравнение прямой, проходящей через вершину A║ BC ; 

− определить углы ABC . 

2. Написать уравнение траектории точки  М(x, y), которая при своем 



движении остается вдвое ближе к точке  А(-1, 1), чем к точке  В(-4, 4). 

Построить линию. 

3. Дана точка  А(1; -3; 2).Написать уравнение плоскости  , 

проходящей через точку  А, параллельно плоскости  X0Z. 

4. Заданы плоскость  Р:   1 0x y z+ − + =  и точка ( )3; 2;1M − . 

Написать уравнение плоскости P , проходящей через точку М, 

параллельно плоскости  Р, и вычислить расстояние ( ),P P . 

5. Прямая  L  задана общими уравнениями. Написать канонические 

уравнения параллельной ей прямой, проходящей через точку  ( )3; 2;1M − . 

2 2 3 0,
:

2 1 0.

x y z
L

x y z

− + − =


+ − − =
 

6. Исследовать форму поверхности и построить её:  

2x2 – 9y2 – z2 = 36 

7. Даны вершины треугольника А(4;5), В(8,13), С(14;7). Найти 

координаты центра описанной около треугольника окружности.  

 

Уровень III 

 

1. Написать уравнение множества точек, сумма расстояний каждой 

из которых от точек  F1(2, 0)   и F2(-2, 0) равна 2 5 . Построить линию. 

2. Написать уравнение множества точек плоскости, равноудаленных 

от точки  F(2, 2) и от оси  0X. Построить линию. 

3. Написать уравнение множества точек плоскости, равноудаленных 

от оси  0Y  и  точки  F(4, 0). Построить линию. 

4. Дана плоскость (P) 1 0x y z+ − + =  и  прямая (l) 
1 1

0 2 1

x y z− +
= = . 

Написать уравнение плоскости, проходящей через (l) перпендикулярно 

плоскости  P . 

5. Построить тело, ограниченное указанными поверхностями:       
2 2 2

4x   y   z+ = , 0z  , y x= , 8y x= , 2x = . 



ГЛОССАРИЙ 
 

№ 

п/п 
Новые понятия Содержание 

1 2 3 

1 
Уравнение прямой с 

угловым коэффициентом 

y = kx + b, здесь  k − угловой 

коэффициент. 

2 Общее уравнение прямой 

Ax+By+C=0, здесь А, В, С − 

произвольные числа, не равные нулю 

одновременно. 

3 
Формула вычисления угла 

между двумя прямыми 
2 1

1 2

tg
1

k k

k k

−
 =

+ 
. 

4 

Условие параллельности 

двух прямых 1 1= +y k x b  и 

2 2= +y k x b  

1 2k k= . 

5 

Условие 

перпендикулярности двух 

прямых 1 1= +y k x b  и 

2 2= +y k x b  

1
2

1
k

k
= − . 

6 

Уравнение прямой, 

проходящей через 

заданную точку М1(х1, у1), 

с данным угловым 

коэффициентом k 

( )1 1y y k x x− = − . 

7 

Формула вычисления 

расстояния  d  от точки 

М1(х1, у1) до прямой 

Ax+By+C=0 

1 1

2 2

Ax By C
d

A B

+ +
=

+
. 

8 

Уравнение окружности с 

центром в точке С(а, b) и 

радиусом  R 

( ) ( )
2 2 2

x a y b R− + − = . 

9 Окружность  
геометрическое место точек, удаленных 

от точки С(а, b) на равное расстояние  R. 

10 Эллипс  

геометрическое место точек, сумма 

расстояний от которых до двух данных 

точек, называемых фокусами, есть 

величина постоянная, большая, чем 

расстояние между фокусами. 

11 
Каноническое уравнение 

эллипса 

2 2

2 2
1

x y

a b
+ = , где  а, b – полуоси эллипса. 



 

1 2 3 

12 Гипербола  

геометрическое место точек, разность 

расстояний от которых до двух данных 

точек, называемых фокусами, есть 

величина постоянная, меньшая, чем 

расстояние между фокусами. 

13 
Каноническое уравнение 

гиперболы  

2 2

2 2
1

x y

a b
− = , где  а – действительная,  b – 

мнимая полуоси гиперболы. 

14 Парабола  

геометрическое место точек, 

равностоящих от данной точки, 

называемой фокусом, и данной прямой, 

называемой директрисой. 

15 
Каноническое уравнение 

параболы  

2
2y px= , здесь  р – расстояние от 

фокуса до директрисы. 

16 
Общее уравнение 

плоскости 

Ax+By+Cz+D=0, где  , ,n A B C  − вектор 

нормали к плоскости. 

17 

Формула вычисления угла 

между двумя 

плоскостями (угол между 

их нормалями) 

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos
A A B B C C

A B C A B C

 +  + 
 =

+ +  + +

, 

где  1 1 1 1, ,n A B C ,  2 2 2 2, ,n A B C  − 

векторы нормали к данным плоскостям. 

18 

Условие 

перпендикулярности двух 

плоскостей (это условие 

эквивалентно условию 

перпендикулярности 

векторов нормали) 

1 2 1 2 1 2 0A A B B C C +  +  = . 

19 

Условие параллельности 

двух плоскостей (это 

условие эквивалентно 

условию параллельности 

векторов нормали 1n , 2n  ) 

1 1 1

2 2 2

A B C

A B C
= = . 

20 
Канонические уравнения 

прямой в пространстве 

1 1 1x x y y z z

m n p

− − −
= = ,  

здесь М1(x1, y1, z1) − точка на прямой, 

( ), ,S m n p=  − направляющий вектор 

прямой. 



1 2 3 

21 

Параметрические 

уравнения прямой в 

пространстве  

0

0

0

,

,

,

х х mt

у у nt

z z pt

= +


= +
 = +

  

где t коэффициент пропорциональности. 

22 

Общее уравнение прямой 

(пересечение двух 

плоскостей) 

1 1 1 1

2 2 2 2

0

0

A x B y C z D

A x B y C z D

+ + + =


+ + + =
. 

23 

Формула вычисления угла 

между прямой 

1 1 1− − −
= =

x x y y z z

m n p
 и 

плоскостью 

Ax+By+Cz+D=0 

2 2 2 2 2 2
sin

Am Bn Cp

A B C m n p

+ +
 =

+ +  + +

. 

24 

Условие параллельности 

прямой 

1 1 1− − −
= =

x x y y z z

m n p
 и 

плоскости  

Ax+By+Cz+D=0 

Am+Bn+Cp=0, 

11 1 0Ax By Cz D+ + +   

25 

Условие 

перпендикулярности 

прямой 

1 1 1− − −
= =

x x y y z z

m n p
 и 

плоскости  

Ax+By+Cz+D=0 

A B C

m n p
= = . 

26 

Формула вычисления угла 

между двумя прямыми 

1 1 1

1 1 1

− − −
= =

x x y y z z

m n p
 и 

2 2 2

2 2 2

− − −
= =

x x y y z z

m n p
  

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos
m m n n p p

m n p m n p

+ +
 =

+ +  + +

. 

27. 

Условие параллельности 

двух прямых 

1 1 1

1 1 1

− − −
= =

x x y y z z

m n p
 и 

1 1 1

2 2 2

m n p

m n p
= = . 



 

ПРИЛОЖЕНИЕ. 

Решение задач по теме «Аналитическая геометрия на плоскости и в 

пространстве» 

с помощью математического пакета Maple. 

Предлагаемые программы помогут Вам при проверке домашнего 

задания или, при необходимости, предоставят возможность быстрого 

построения графиков, поверхностей, решения задач.  

Обращаем ваше внимание, что перед работой необходимо 

подключить пакет по геометрии, для этого первой строкой набираете 

with(geom3d); и нажимаете ввод. Появится несколько строк (на рисунках 

они убраны), далее можете производить ввод операторов необходимых для 

решения задач. Ниже представлены решения задач наиболее 

распространенных по этой теме. 

 

2 2 2

2 2 2

− − −
= =

x x y y z z

m n p
  

1 2 3 

28. 

Условие 

перпендикулярности двух 

прямых 

1 1 1

1 1 1

− − −
= =

x x y y z z

m n p
 и 

2 2 2

2 2 2

− − −
= =

x x y y z z

m n p
  

1 2 1 2 1 2 0m m n n p p+ + = . 

29. 
Расстояние от точки до 

плоскости 
( ) 1 1 1

1
2 2 2

,
Ax By Cz D

d M
A B C

+ + +
 =

+ +
. 

30. 
Расстояние  от точки до 

прямой 
( ) ( )0 1 0 1, sin ,d M L M M M M S


=   

31. 

Расстояние между 

скрещивающимися 

прямыми  
( )

1 2 0 0

1 2

1 2

,

S S M M

d L L
S S



=


 







 

 



 


