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ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 
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 Для дифференциально-операторных уравнений третьего порядка методом энергетических нера-

венств исследуется сильное решение трехточечной задачи. 

 

1. Постановка задачи 

На интервале (0, T) рассмотрим трехточечную задачу 
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10 0u( ) u(T ) u(T )   .                                                                (2) 

 

 Здесь u и f – функции переменного 0,t ( T ) , принимающие значения в гильбертовом простран-

стве Н, норму и скалярное произведение в котором обозначим символами  , ( , )   соответственно;  

A – линейный самосопряженный и положительный оператор в H; функция a(t) равна 
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 Отметим, что в этой задаче принципиальным требованием к функции a(t) является то, что в 

точке 
1t T  функция a(t) должна менять знак. Из положительности и самосопряженности оператора А 

следует, что ν D( A)   справедливо неравенство: 

ν, ν 0( A )                                                                             (3) 

и при каждом 0   оператор A A I    имеет на H ограниченный обратный оператор 1A

 . 

 Для дифференциально-операторных уравнений изучались в основном двухточечные краевые задачи 

[2 – 6]. Трехточечные задачи с условиями сопряжения в точке 
1t T  изучены в [1] для дифференциально-

операторных уравнений различных порядков, рассматриваемых отдельно на интервалах 
10,( T )  и 1,(T T )  

соответственно, а в [7] и [8] рассмотрена трехточечная задача с нулевыми начальными условиями в точ-

ках t = 0; 
1t T  и t = T.  

Здесь установим с помощью энергетических неравенств существование и единственность сильно-

го решения задачи (1) – (2). 

 При доказательстве энергетического неравенства нам потребуется следующая лемма. 

 ЛЕММА 1. Для любой функции u D( L )  справедливы неравенства: 
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Доказательство. Для доказательства неравенства (4) воспользуемся тождествами: 
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Оценивая правые части последних тождеств сверху, используя неравенство Коши – Буняковского, 
получим неравенства: 
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из которых следует, что 
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Из последних неравенств и определения функций a(t) и ( t )  получаем искомое неравенство (4). 

 При доказательстве неравенства (5) воспользуемся тождествами: 
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 Оценивая сверху правые части этих тождеств и используя неравенство Коши – Буняковского, по-
лучим неравенства: 
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 Оценивая сверху правые части неравенств и используя неравенства (6) и (7), получим неравенства: 
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из которых получим неравенства: 
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Из последних неравенств и определения функций a(t) и ( t )  следует неравенство (5).  

Лемма 1 доказана. 
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Замечание. Из доказанной леммы имеем: 
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2. Энергетическое неравенство 
Задаче (1), (2) поставим в соответствие оператор L с областью определения D(L), состоящей из функ-

ций 
2 0, ,u L (( T ) H ) , таких, что при почти всех 

20, , , 0, , ,t ( T ) u( t ) D( A) Au L (( T ) H )   0, ,t ( T )  

0, ,  ,t ( T ) u( t ) D( A)   
2 3

2 22 3
0, ,  ,  0, , ,  , , 0, ,

du d u d u
t ( T ) u( t ) D( A) Au L (( T ) H ) L (( T ) H )

dt dt dt
     и удовлетворяют 

условиям (2). Оператор L рассматривается из E в F, где E – гильбертово пространство, полученное по-
полнением D(L) по норме: 
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а F – банахово пространство, полученное пополнением 2 0, ,L (( T ) H )  по норме: 
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Здесь функция  
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 Оператор M определяется выражением 3 23 ν
d

M ( t ) ( t )
dt


    . 

 Отметим, что оператор М отображает пространство E в множество M(E), плотное в 2 0, ,L (( T ) H ) , 

что необходимо для корректности нормы   
F

 . Норма в пространстве F мажорируется нормой про-

странства 2 0L (( ,T ),H ) . 

ТЕОРЕМА 1. Для любой функции u D( L )  справедливо неравенство 
 

E F
u C Lu  ,                                                                     (8) 

 

где 4 4

1 11 ,C ( max(T (T T ) ))   . 

Доказательство. Интегрируя по частям и учитывая условия (2), получим тождества: 
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После этого проинтегрируем функции  ,Re Lu Mu  по t: сначала от 0 до 
1T , а затем от 

1T  до T . 

Используя последние тождества (сложив их) и учитывая непрерывность производных ,
du

dt
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 в точке 

1t T , получим: 
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 Оценивая левую часть этого тождества снизу величиной 
2

E
u  с учетом (3) и неравенств, установлен-

ных в лемме 1, а правую – сверху величиной 
F E

Lu u , получим неравенство (4). Теорема 1 доказана. 

 Рассмотрим оператор L : E F  с областью определения D( L ) , задаваемый левой частью равен-

ства (1). С помощью критерия замыкаемости в банаховых пространствах [9, с. 92] устанавливается, что 

оператор L допускает замыкание. Символом L обозначим замыкание оператора L. Функцию u E  отне-

сем к D( L ) , если существует такая последовательность 
nu u  в E и 

nLu f  в F. При этом 

n
n

Lu f lim Lu


  . 

 Решение уравнения 
 

,  Lu f f F                                                                         (9) 
 

называется сильным решением соответствующей многоточечной задачи. 

С помощью предельного перехода неравенство (8) распространяется на u D( L ) , т.е. справедли-

во неравенство: 
 

 ,   
E

u C Lu u D( L )   .                                                             (10) 

 

 Из неравенства (10) стандартным образом устанавливается, что множество значений R( L )  опера-

тора L  замкнуто в F, R( L ) R( L ) , на R( L )  существует ограниченный обратный оператор 1( L ) .  

 Таким образом однозначная разрешимость уравнения (9) при любом f F , или, что одно и то же, 

существование и единственность сильного решения соответствующей многоточечной задачи, будет 

установлена, если будет доказана плотность в F множества R( L ) . 
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