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УДК 512.542 

 

О  
c -НЕПРИВОДИМЫХ  ФОРМАЦИЯХ  КОНЕЧНЫХ  ГРУПП 

 

М. В. ЗАДОРОЖНЮК 

(Гомельский государственный технический университет им. П.О. Сухого) 

 

Исследовано строение максимальных -замкнутых  -композиционных подформаций однопо-

рожденной  -замкнутой  -композиционной формации конечных групп F , на основе чего получено опи-

сание 
c -неприводимых формаций. 

 

Все рассматриваемые нами группы конечны. Мы используем терминологию, принятую в [1 – 4]. 

Напомним лишь некоторые определения и обозначения из работы [1] и понятие подгруппового функто-

ра, введенное А.Н. Скибой в монографии [2]. 

Пусть L  – некоторый непустой класс простых абелевых групп, )L(  . Всякая функция вида 

{формации  групп}f : { }    

называется  -композиционным спутником. Символом )(GC p  обозначают пересечение всех централиза-

торов главных p -факторов группы G  ( ,)( GGC p   если группа G  таковых главных факторов не имеет). 

Символ )(GK  обозначает множество всех композиционных факторов группы G , символ )(GC  – множе-

ство всех ее абелевых композиционных факторов. 

Для произвольного  -композиционного спутника f вводится класс групп: 

}))((всех  для )()(/ и )(/|{)(  GCppfGCGfGGGfCF pp 
S ω

. 

Если формация F  такова, что )( fCFF  для некоторого  -композиционного спутника f , то F  

называется  -композиционной формацией, а f  – её  -композиционным спутником. 

Напомним, что подгрупповой функтор Скибы сопоставляет каждой группе G  такую систему ее 

подгрупп )(G , что выполняются следующие условия: 

1) )(GG   для любой группы G ; 

2) для любого эпиморфизма BA:  и для любых групп )(AH   и )(BT   имеет место 

)(BH    и ).(
1

AT  


 

В данной работе мы рассматриваем лишь такие подгрупповые функторы  , что для любой группы G  

все подгруппы, входящие в )(G , субнормальны в G . 

Формация F  называется  -замкнутой, если F)(G  для всех групп FG . Если все значения 

спутника f  являются  -замкнутыми формациями, то спутник f  называется  -значным. 

Пересечение всех  -замкнутых  -композиционных формаций, содержащих X , обозначается через 

)(form X
c  и называется  -замкнутой  -композиционной формацией, порожденной X . Если }{GX , то 

формация )(form Gc называется однопорожденной  -замкнутой  -композиционной формацией. 

В теории формаций особую роль играют неприводимые формации различных типов. В частности, 

c -неприводимые формации – это такие  -замкнутые  -композиционные формации, что )(form ic XF 

 , 

где }|{ Iii X  – набор всех собственных  -замкнутых  -композиционных подформаций из F . 

Если  -замкнутые  -композиционные формации M и F  таковы, что FM   и не существует 

такой  -замкнутой  -композиционной подформации H , что FHM  , то M  называется макси-

мальной  -замкнутой  -композиционной подформацией в F . 

Значение этого понятия связано прежде всего с тем, что каждая однопорожденная  -замкнутая 

 -композиционная формация обладает максимальными  -замкнутыми  -композиционными подфор-

мациями, и если F  – 
c -неприводимая формация, то множество всех таких подформаций в F  одноэле-

ментно согласно лемме 1.1.2 [2].  
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Таким образом, при изучении c -неприводимых формаций основной задачей является задача опи-

сания её единственной максимальной  -замкнутой  -композиционной подформации. 

Целью данной работы является нахождение новых классов 
c -неприводимых формаций. 

 

ТЕОРЕМА 1. Пусть G  – монолитическая группа с нефраттиниевым цоколем R . Тогда если 

    RC , то формация )form(GcF 
c -неприводима и её максимальная  -замкнутая  

 -композиционная подформация M имеет такой внутренний  -композиционный спутник m , что 

 
, если

)),((\ если

,))(( если

}),/{form( 

,

,))(/form( 



























a

GCpa

GCpa

RG

GCG

am

p 

X

 

где X  – множество всех собственных  -подгрупп группы G . 

Доказательство. Пусть f – минимальный  -значный  -композиционный спутник формации F . 

Тогда ввиду теоремы 3.1.4 

, если

)),((\ если

,))(( если

)}),(/({form 

,

,))(/form( 

)(











 















a

GCpa

GCpa

GRG

GCG

af

p 

 

Рассмотрим формацию )(mCFM , где m  – такой  -значный  -композиционный спутник, что 
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где X  – множество всех собственных  -подгрупп группы G . 

Покажем, что M  – единственная  -замкнутая  -композиционная подформация формации F . 

Пусть H  – произвольная собственная  -замкнутая  -композиционная подформация в F и h  – её ми-

нимальный  -значный  -композиционный спутник.  

Тогда ввиду леммы 6 [1] fh  . Кроме того, для некоторого }{  a  имеет место )()( afah  . 

Пусть }{  a . Тогда если a , то )()( afam  . Значит, )()( amah  . Пусть a . Так как 

  ))(( GCp , то 1)( GR . Значит по лемме 2.1.5 [2], })/{form( )( RGam X  – единственная 

максимальная  -замкнутая подформация формации )form( )( Gaf  . Значит )()( amah  .  

Таким образом, для всех }{  a имеет место )()( amah  , а значит MH  . 

Покажем, что M  – собственная  -замкнутая  -композиционная подформация формации F . 

Предположим, что FM  . Тогда })/{form( )()()form( RGmfG X  , что противоречит лем-

ме 2.1.5 [2]. Следовательно FM  .  

Таким образом, M  – единственная максимальная собственная  -замкнутая  -композиционная 

подформация формации F . 

Покажем теперь, что m  – внутренний спутник формации M . Так как  ))(( RC , то 

)(GCR p  для всякого ))(( GCp   . Следовательно, )(})/{form( )(/   mRGGCG p X  для 

любого ))(( GCp   . Значит, )())(/(/))(/(  mGCGRGCG pp  для любого ))(( GCp   . 

Так как )()(/ pmGCG p   для всякого ))(( GCp   , то 

)())(/form( ))(/(/))(/( qmGCGGCGCGCG qpqp  , 

где ))(( GCp   , )))(/(( GCGCq p   и qp  . 
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Пусть qp  . Тогда справедливы включения 

GGCGCGC pqq  )()()(1 . 

Так как ))(/form( ))(/( GCGGCG qp  , то )())(/form( )()(/ qmGCGGCGCG qpq  . 

Следовательно,  
 

)())(/)()(/())(/()()(/ qmGCGCGCGCGGCGCG ppqppq  . 

Но ))(/()(/)()( GCGCGCGCGC pqppq  . 

Значит, )())(/(/))(/( qmGCGCGCG pqp   для всех )))(/(( GCGCq p  . 

Таким образом, M)(/ GCG p , а значит, M ))(/form( )( GCGpm p  для всякого ))(( GCp   . 

Пусть A  – произвольная группа из X .  

Покажем, что MA . Рассмотрим подгруппу )(/)( GCGAC pp  группы )(/ GCG p .  

Так как )(GA  , то ))(/()(/)( GCGGCGAC ppp  , т.е. ))(/form( )(/)( GCGGCGAC ppp  . Так 

как ))(())(( GCAC    , то из последнего следует, что 

)())(/form( )(/)())(/( pmGCGGCGACAGCA pppp    

для любого ))(( ACp   . Но  AACAGC pp  )()(  .  

 

А так как )(})/{form(   mRGA XX , то M)(/ ARA  . Следовательно, MA .  

Таким образом, ввиду произвольности выбора группы A , имеет место MX  . 

Покажем, что MRG / . Так как  ))(( RC , то по лемме 1 [1], 

)())(/form( )(/)/)(/()/()/(/)/( pmGCGGCGRGCRGRGCRG pppp    

для любого ))/(( RGCp   . Кроме того, поскольку )(/ mRG , то тем более мы имеем 

)()/(/)/(  mRGRRG . Следовательно, MRG / .  

Значит, MX }/{ RG , и поэтому MX  )(})/{form(  mRG . 

Таким образом, M)(am  для всех }{  a , а значит, m  — внутренний  -начный  -

композиционный спутник формации M . 
Теорема доказана. 
 

Л е м м а. Пусть HRG ][ , где )(RCR G  – минимальная нормальная p -подгруппа в G , а 

NQH ][ , где )(QCQ H  – минимальная нормальная q -подгруппа в H . Тогда )(GCPQ q . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. При изоморфизме HRG /:  имеет место RQRQ /
1


 . Но 

QQCH )(  – минимальная нормальная q -подгруппа в H . Значит, )/(/ / RGRCRQR RG  – минимальная 

нормальная q -подгруппа в RG / . Поэтому RRGRCRGRCRQR GRG /)/()/(/ /  . 

Итак, QRRQRCq )/( . Если GHRQR  , где KH /  – главный q -фактор группы G , то, 

очевидно, )/( KHCRQ G . Значит, KHRQ / , где KH /  пробегает все главные q -факторы группы G , 

лежащие выше PQ . Применяя теперь лемму [6, c. 8], мы видим, что PQGCq )( . 

Лемма доказана. 
 

ТЕОРЕМА 2. Пусть HRG ][ , где )(RCR G  – минимальная нормальная p -подгруппа в G , 

p  и H –  монолитическая группа с нефраттиниевым цоколем Q . Тогда формация )form( Gc F  

c  – неприводима, и её максимальная   -замкнутая  -композиционная подформация M  имеет такой 

внутренний  -композиционный спутник m , что 
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где X  – множество всех собственных  -подгрупп группы H. 
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Доказательство. Пусть f – минимальный  -значный  -композиционный спутник формации F . 

Поскольку RGC p )( , то по лемме 1[5] 
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Рассмотрим формацию )(mCFM , где m  – такой  -значный  -композиционный спутник, что  
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Покажем, что M  – единственная максимальная  -замкнутая  -композиционная подформация 

формации F . Пусть H  – произвольная собственная  -замкнутая  -композиционная подформация в F , 

h  – её минимальный  -значный  -композиционный спутник. Тогда ввиду леммы 6 [1] fh  . Допу-

стим, что  )()( pfph  . Тогда )()(/)(/ phpfRGgOG p  . Значит, по лемме 4 [1] H )(phG . По-

этому FHF  )form( Gc  .  

Полученное противоречие показывает, что )()( pfph  .  

Тогда, поскольку по лемме 2.1.5 [2], })/{(form QHX  – единственная максимальная подформа-

ция формации )(form )( Hpf  , то )()( pmph  . Кроме того, )())(/(form )(    mGRGf . По-

этому )()(   mh , и следовательно,  MH  . 

Покажем теперь, что M  – собственная  -замкнутая  -композиционная подформация формации F . 

Из описания спутника m  мы имеем fm  , т.е. FM  . 

Значит, )/(form )()()(form QHpmpfH   , что противоречит лемме 2.2.5 [2]. Следователь-

но, FM  .  

Таким образом, F  – 
c -неприводимая формация, и M  – её единственная собственная макси-

мальная  -замкнутая  -композиционная подформация. 

Покажем, что m  – внутренний  -композиционный спутник формации M . 

Пусть ))/(( QHCq  , qp  . Возможны два случая: 

а) ))(( QCq  ; 

б) ))(( QCq  . 

Рассмотрим первый случай.  

Поскольку ввиду теоремы 2 PQGCq )( , то 

)())(/form(G )/form(RH )/form(H )/(/)/( qmGCRQQQHCQH qq   . 

Рассмотрим второй случай.  

Так как qp  , то ))(( RQCq  . Следовательно, ввиду леммы 2.2.13 )(GCRQ q . По лемме 1 [1], 

)/(/)( RQGCRQGC qq  . Значит 

)/(/)/())/(/()/()/)(/()/()(/ QHCQHRQGCRQGRQGCRQGGCG qqqq  . 

Следовательно, )())(/form(G ))/(/)/form((H )/(/)/( qmGCQHCQQHCQH qqq   .  

Заметим, что поскольку )/form(H )(/ QpmQH  , то, очевидно, при  ))/(( QHCp  имеет 

место )()/(/)/( pmQHCQH p  . 

Таким образом, )()/(/)/( rmQHCQH r   для всех  ))/(( QHCr . 
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Покажем теперь, что )()/(/)/(  mQHRQH . Действительно, так как p , то ввиду леммы 1 [1] 

RGRRGR /)()/(   . Значит, )(/)(/)/(/)/()/)(/()/( GRGHRHRGRRGRGRRG   . 

Следовательно, ))(/form( )( HRHm   .  

Если 1)( HR , то )form( )( Hm   , и поэтому )()/(/)/(  mQHRQH .  

Пусть 1)( HR .  

Тогда )(HRQ   и по лемме 1 [1]  

)()(/)/)(/()/()/(/)/(   mHRHQHRQHQHRQH . 

Таким образом, MQH / . 

Пусть A  – произвольная группа из X .  

Покажем, что MA .  

Рассмотрим подгруппу )(/)( GCGAC pp  группы )(/ GCG p .  

Так как )(GA  , то ))(/()(/)( GCGGCGAC ppp  , т.е. ))(/form( )(/)( GCGGCGAC ppp  .  

Так как ))(())(( GCAC    , то из последнего следует, что 

)())(/form( )(/)())(/( pmGCGGCGACAGCA pppp    

для любого ))(( ACp   . Но AACAGC pp  )()(  .  

А так как )(})/{form(   mRGA XX , то M)(/ ARA  . Следовательно, MA .  

Таким образом, ввиду произвольности выбора группы A  имеет место MX }//{ QH , а значит, 

для всех  ))/(( QHCq  имеет место M)(qm . 

Покажем, что если }{\))(( pGCq  , то M)(/ GCG q . 

Так как qp  , то )(GCR q . 

Если )(GCQ q , то )(GCRQ q .  

Но, как мы уже показали, M QHRQG // . Значит, M )/)(/()/()(/ PQGCPQGGCG qq . 

Пусть теперь )(GCQ q . Но HRG /  – монолитическая группа с цоколем Q . Значит, из вклю-

чений )(GCR q  и RQR   следует, что )()( RCGCR G
q  . 

Покажем, что MH . 

Так как R  – p -группа, то 1)( HOp . Значит, )(HCQ p . Поэтому, поскольку MQH / , то 

)()/)(/()/()(/ pmQHCQHHCH pp  .  

Пусть }{\))(( pHCr  . По лемме 1 [1], )/(/)( RGCRGC qq  , и поэтому 

)()(/)/)(/()/()/(/)/()(/ rmGCGRGCRGRGCRGHCH rrrr  . 

Значит, для всех  ))(( HCr  имеет место )()(/ rmHCH r  . 

Покажем теперь, что )()(/  mHRH . Так как p , то по лемме 1 [1], RGRRGR /)()/(   . 

Следовательно, )()/(/)/()(/   mRGRRGHRH . Значит, M HRGGCG q /)(/ . Таким обра-

зом, для всех }{\))(( pHCq    имеет место M)(/ GCG q  и, значит, для всех таких q  справедливо 

включение M)(qm . 

Для завершения доказательства необходимо установить, что M)(/ GRG  . 

Так как )(GRR  , то )(/)/)(/()/()(/ HRHRGRRGGRG   .  

Если  ))(( QC , то )(GRRQ  . Значит, 

M )/(/)/()/)(/()/()/(/)/()(/ QHRQHRQGRRQGRQGRRQGGRG  , 

так как MQH /  ввиду доказанного выше.  
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Пусть теперь  ))(( QC . Тогда 1)( HR .  

Следовательно, по лемме 2.2.13, )(HCQ q  для всех  ))(( HCq .  

Значит, )/(/)/()/)(/()/()(/ QHCQHQHCQHHCH qqq  .  

Отсюда, при ))(( HCp   имеем )()(/ pmHCH p  .  

Пусть  ))(( HCq , где pq  . Тогда )(GCRQ q  и 

 )/(/)/()/)(/()/()(/ RQGCRQGRQGCRQGGCG qqq  

)(/)/)(/()/()/(/)/( HCHQHCQHQHCQH qqq  . 

Поэтому )()(/)(/ qmGCGHCH qq  . Кроме того, )()(//)(/   mGRGRGHRHH . 

Значит, M)(/ GRG  , и поэтому M)(m . 

Таким образом, m  – внутренний  -композиционный спутник формации M . 

Теорема доказана. 
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