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Выведены дифференциальные уравнения слоистых композитных оболочек с комплексными коэф­
фициентами, учитывающими вязкоупругие свойства материала. Получены формулы для собственных 
частот и форм колебаний указанных оболочек с учетом вязкоупругих свойств составляющих слоев и 
поперечных сдвигов. Решена задача оптимального проектирования трехслойных оболочек, имеющих 
фиксированную массу, с целью увеличения наименьших частот собственных колебаний.

Введение
Элементы многих инженерных конструкций, используемых в различных областях человеческой 

деятельности, представляют собой тонкие слоистые оболочки. Особое внимание уделяется исследова­
нию вопросов, связанных с тонкими оболочками в силу того, что такие конструкции сочетают в себе вы­
сокую прочность и относительно малый вес. Необходимым элементом исследования на стадии проекти­
рования оболочечных конструкций является определение собственных частот и форм малых колебаний. 
Использование в инженерной практике полимерных материалов делает обязательным учёт вязкоупругих 
свойств при исследовании низкочастотных колебаний оболочек.

Исследования колебаний вязкоупругих оболочек проводились в ряде работ [1 - 6]. В частности в [1], 
с использованием асимптотического метода, собственные формы вязкоупругих колебаний построены в 
виде функций, убывающих во времени и локализованных вблизи образующей, испытывающей наиболь­
шую осевую нагрузку. В работе [2] произведен анализ параметров демпфируемых свободных колебаний 
слоистых композитных цилиндрических оболочек с использованием концепции комплексного модуля уп­
ругости. Применена теория деформаций поперечного сдвига, согласно которой предполагается равномер­
ное распределение их по толщине оболочки, и введен компенсирующий поправочный коэффициент. В ра­
боте [.1] авторы сформулировали модель для анализа частот колебаний трубки с кратным числом слоев 
демпфирования. Трехслойная несимметричная по толщине круглая пластинка с легким заполнителем рас­
сматривается в [4], Здесь для описания кинематики пакета приняты гипотезы ломаной нормали: в несущих 
слоях справедливы гипотезы Кирхгофа, в легком заполнителе нормаль остается прямолинейной, не изме­
няет своей длины, но поворачивается на некоторый дополнительный угол. Материалы слоев здесь приняты 
линейно-вязкоупругими. В работе [5] представлена конечно-элементная формулировка свободных зату­
хающих колебаний. Методом конечных элементов, используя теорию деформации сдвига первого порядка, 
изучено демпфирование свободных колебаний слоистых конических оболочек в [6].

Применение многослойных оболочек при их рациональном проектировании позволяет обеспечить 
достижение высокой удельной жесткости и прочности, требуемых звуко- и теплоизоляционных свойств, 
демпфирующих и вибропоглощающих характеристик. Так, в статье [7] рассматривается тонкая круговая 
цилиндрическая оболочка, собранная из нечетного числа неоднородных слоев постоянной толщины. 
Оболочка совершает изгибные свободные колебания или находится под действием сжимающих сил. Ста­
вится оптимизационная задача управления неоднородностью слоев таким образом, чтобы при фиксирован­
ной массе оболочки собственные частоты свободных колебаний или критическая сила достигли макси­
мального значения. В [8] собственные частоты укрепленных волокном слоистых цилиндрических оболочек 
максимизируются относительно ориентации волокна с использованием метода золотого сечения.

Целью данной работы является вывод уравнений движения слоистых композитных оболочек с 
комплексными коэффициентами, учитывающими вязкоупругие свойства материала, а также наличие 
поперечных сдвигов. Используется обобщенная кинематическая гипотеза Тимошенко, которая позволяет 
описать нелинейную зависимость тангенциальных перемещений от поперечной координаты.
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для свободно опертого и жестко защемленного края соответственно.
Напряженно-деформированное состояние оболочки часто представляет собой сумму основного 

напряженного состояния и краевых эффектов. Первое из них распространяется на всю оболочку, а вто­
рые имеют местный характер и локализуются вблизи краев оболочки. Уравнение (27) имеет решение 
типа краевого эффекта. Для того чтобы изучить основное напряженное состояние, уравнение (27) может 
быть опущено. В этом случае система уравнений может быть сведена к системе вида:
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Выводы
В работе выведены уравнения движения (29) слоистых композитных оболочек с комплексными ко­

эффициентами, учитывающими вязкоупругие свойства материала, а также наличие поперечных сдвигов.
Полученная в явном виде формула (32) позволяет решить задачу оптимального проектирования 

многослойной оболочки с вязкоупругим заполнителем по наилучшему гашению низкочастотных ко­
лебаний с увеличением наименьшей частоты путем оптимального выбора толщины межслойных за­
полнителей.

Результаты работы могут быть использованы при проектировании тонкостенных элементов ма­
шин, а также габаритных тонкостенных инженерных сооружений в промышленном строительстве, лета­
тельных аппаратов и подводных тонкостенных объектов.
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