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УДК 514 

Рекуррентные уравнения обобщенных импульсов.  
Достаточные условия сохранения обобщенных импульсов k-ого порядка на 

решениях системы уравнений обобщенных импульсов (k-1)-ого порядка 

Пастухов Ю.Ф., к. ф.-м. н., доц., Пастухов Д.Ф., к. ф.-м. н., доц. 
Полоцкий государственный университет 

Чернов С.В. 
ОАО «Конструкторское бюро «Дисплей», Витебск  

Карлов М.И., к. ф.-м. н., доц. 
Московский физико-технический институт (национальный исследовательский университет) 

Пастухов А.Ю. 

Аннотация. В работе рассматриваются свойства функций Лагранжа в расслоении скоростей порядка n. Основным 
полученным результатом являются рекуррентные уравнения обобщенных импульсов. Получены достаточные условия 
сохранения импульсов k-ого порядка на решениях уравнений импульсов k-1-ого порядка. 

Ключевые слова: Функция Лагранжа, функция Гамильтона, вариационная задача, расслоённое пространство скоро-
стей, уравнения Эйлера-Лагранжа, гладкие многообразия, законы сохранения. 

Recurrent equations of generalized inpulses. Sufficient conditions  
for the conservation of k-order impulses on solutions  

of the equations (k-1)-order impulses 

Pastuhov Y.F, Pastuhov D. F, Chernov S. V., Karlov M. I., Pastuhov A. Y. 

Введение. В работе получены уравнения связи для обобщенных импульсов порядков k и k-1 одного ранга n, а также 
обобщенных импульсов одного порядка k рангов n и n+1.Сформулированы и доказаны достаточные условия сохранения им-
пульсов порядка k ранга n на решениях уравнений импульсов порядка k-1 ранга n.  

Пусть 𝐿: 𝑇𝑝𝑋𝑚 → ℜ, 𝐿(𝑥, … , 𝑥
(𝑝)

) − локальная запись функции 𝐿 в локальных координатах (x) в базе 𝑋𝑚 расслоения 𝑇𝑝𝑋𝑚.  

Определение 1. Система функций 𝑃𝑛 = {𝑝𝑘
𝑖 (𝑛)} = {𝑝𝑘,𝑛

𝑖 }, 𝑛 ∈ •, 𝑘 = 0, 𝑛̅̅ ̅̅̅, 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  

𝑝𝑘
𝑖 (𝑛) = 𝑝𝑘,𝑛

𝑖 (𝑥, �̇�, … , 𝑥(𝑏(𝑛,𝑝,𝑘)) = ∑𝑙=0
𝑛−𝑘  (−1)𝑙𝐷𝑡

𝑙 (
∂𝐿(𝑥,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂ 𝑥
(𝑙+𝑘)𝑖 ) 𝑘 = 0, 𝑛̅̅ ̅̅̅, 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  называется обобщенным импульсом ранга n 

для функции 𝐿: 𝑇𝑝𝑋𝑚 → ℜ в локальных координатах (𝑥) базы 𝑋𝑚 расслоения 𝑇𝑝𝑋𝑚, где 𝐿(𝑥, �̇�, … , 𝑥
(𝑝)

) - локальная запись 
функции 𝐿 при выборе локальных координат (𝑥) в базе 𝑋𝑚 расслоения 𝑇𝑝𝑋𝑚. 

Функция 𝑝𝑘,𝑛
𝑖  называются 𝑘-ой компонентой обобщенного импульса 𝑃𝑛 ранга n по 𝑖-ой координате или импульсами по-

рядка 𝑘 (𝑘-импульсами) 𝑘 по 𝑖-ой координате обобщенного импульса 𝑃𝑛 ранга n. 

Определение 2. Пусть ,  – локальная запись функции  в локальных координатах (x) в базе 

 расслоения . Функция  

𝐻 = 𝐻 (𝑥, �̇�, … , 𝑥
(𝑎(𝑛,𝑝))

) = 𝐻𝑛 = 𝐻𝑛(𝐿, 𝑥) = 𝐻(𝐿, 𝑥, 𝑛) = −𝐿 (𝑥, �̇�, … , 𝑥
(𝑝)

) + ∑  𝑛
𝑘=1  ∑  𝑚

𝑖=1  𝑝𝑘,𝑛
𝑖 𝑥

(𝑘)𝑖
= −𝐿 (𝑥, �̇�, … , 𝑥

(𝑝)
) +

+ ∑  𝑛
𝑘=1  ∑  𝑚

𝑖=1  𝑝𝑘,𝑛
𝑖 𝐷𝑡

𝑘𝑥𝑖 = −𝐿(𝑥, �̇�, … , 𝑥
(𝑝)

) + ∑  𝑛
𝑘=1  ∑  𝑚

𝑖=1  ∑  𝑛−𝑘
𝑙=0   (−1)𝑙𝐷𝑡

𝑙 (
∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂𝑥(𝑙+𝑘)𝑖
) 𝐷𝑡

𝑘𝑥𝑖 , 𝑥
(𝑘)𝑖

= 𝐷𝑡
𝑘𝑥𝑖 ,   (1) 

𝑝𝑘
𝑖 (𝑛) = 𝑝𝑘,𝑛

𝑖 (𝑥, �̇�, … ,  𝑥
(𝑏(𝑛,𝑝,𝑘))

) = ∑  m
𝑖=1  ∑  𝑛−𝑘

𝑙=0   (−1)𝑙𝐷𝑡
𝑙 (

∂𝐿(𝑥,…, 𝑥
(𝑝)

)

∂ 𝑥
(𝑙+𝑘)𝑖 ) 𝑘 = 0, 𝑛̅̅ ̅̅̅, 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅     (2) 

где  𝐷𝑡
𝑘  - оператор k-кратного полного дифференцирования по времени t, называется гамильтонианом (функцией Га-

мильтона) ранга n этого преобразования двойственной к функции Лагранжа 𝐿: 𝑇𝑝𝑋𝑚 → ℜ, а также обобщенной энергией 
системы, состояние которой описывается функцией 𝐿: 𝑇𝑝𝑋𝑚 → ℜ в локальной системе координат (x) в базе 𝑋𝑚 расслоения 
𝑇𝑝𝑋𝑚. Имеет место следующая  

Лемма Максимальные порядки производной по t 𝑏(𝑛, 𝑝, 𝑘) в выражениях (2) для 𝑝𝑘
𝑖 (𝑛) 

𝑝𝑘
𝑖 (𝑛) = 𝑝𝑘,𝑛

𝑖 (𝑥, �̇�, … ,  𝑥
(𝑏(𝑛,𝑝,𝑘))

) = ∑  𝑛−𝑘
𝑙=0   (−1)𝑙𝐷𝑡

𝑙 (
∂𝐿(𝑥,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂ 𝑥
(𝑙+𝑘)𝑖 )    𝑘 = 0, 𝑛̅̅ ̅̅̅, 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅   

𝑏(𝑛, 𝑝, 𝑘) = max(2 min(𝑝, 𝑛) − 𝑘, 𝑝) = {
1)(𝑝 ≤ 𝑛) {

2𝑝 − 𝑘,   𝑘 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛
𝑝, 𝑝 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛

2)(𝑝 ≥ 𝑛), max(2𝑛 − 𝑘, 𝑝), 𝑝 ≥ 𝑛
= {

2𝑝 − 𝑘,   𝑘 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛
𝑝, 𝑝 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛

max(2𝑛 − 𝑘, 𝑝), 𝑝 ≥ 𝑛
     (3) 

Доказательство. Максимальный порядок производной по t порядка 𝑙 в 𝑝𝑘
𝑖 (𝑛) равен 𝑙 + 𝑙 + 𝑘 = 2 ∙ 𝑙 + 𝑘 при 𝑙 + 𝑘 ≤ 𝑝. 

Если 𝑙 + 𝑘 > 𝑝, то 
∂𝐿(𝑥,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂ 𝑥
(𝑙+𝑘)𝑖 ≡ 0 и, значит, коэффициент при производной 𝑥

(𝑙+𝑘)𝑖
 равен 0, следовательно, при определении 

: p
mL T X →

( )

( ,..., )
p
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p

mT X

http://esa-conference.ru/
http://www.esa-conference.ru/
http://www.esa-conference.ru/


2 

 

www.esa-conference.ru 

максимального порядка производной по t можно считать 𝑙 + 𝑘 ≤ 𝑝 (в частности, 𝑘 ≤ 𝑝, но  𝑘 ≤ 𝑛 ⇒ 𝑘 ≤ min(𝑛, 𝑝)). Кроме 
того, 𝑙 ≤ 𝑛 − 𝑘 ⇔ 𝑙 + 𝑘 ≤ 𝑛 ⇒ 𝑙 + 𝑘 ≤ min(𝑛, 𝑝) ⇒ 𝑙 ≤ min(𝑛, 𝑝) − 𝑘 ⇒ 2 ⋅ 𝑙 + 𝑘 ≤ 

≤ 2 ⋅ (min(𝑛, 𝑝) − 𝑘) + 𝑘 = 2 ⋅ min(𝑛, 𝑝) − 2 ⋅ 𝑘 + 𝑘 = 2 ⋅ min(𝑛, 𝑝) − 𝑘, 𝑝𝑘,𝑛
𝑖  зависит от производных порядка  

𝑏(𝑛, 𝑝, 𝑘) = max(2min(𝑝, 𝑛) − 𝑘, 𝑝) = {
1)(𝑝 ≤ 𝑛) {

2𝑝 − 𝑘, 𝑘 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛
𝑝,     𝑝 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛

2)(𝑝 ≥ 𝑛), max(2𝑛 − 𝑘, 𝑝),  𝑝 ≥ 𝑛
    {

2𝑝 − 𝑘,  𝑘 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛
𝑝,   𝑝 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛

𝑚𝑎𝑥(2𝑛 − 𝑘, 𝑝),   𝑝 ≥ 𝑛
   (4) 

Учитывая определение 𝑏(𝑛, 𝑝, 𝑘) = max(2min(𝑝, 𝑛) − 𝑘, 𝑝) при 𝑝 = 𝑛 получим 
𝑏(𝑛, 𝑛, 𝑘) = 𝑏(𝑛, 𝑝 = 𝑛, 𝑘) = max(2min(𝑛, 𝑛) − 𝑘, 𝑝) = max(2𝑛 − 𝑘, 𝑛) = 2𝑛 − 𝑘, так как при 1 ≤ 𝑘 ≤ min(𝑝, 𝑛) ⇒ 𝑘 ≤ 𝑛  (5) 
Этот же результат получается из (3) как граничный случай, так как из 𝑝 = 𝑛 ⇒ (𝑝 ≤ 𝑛) ∧ (𝑝 ≥ 𝑛) и, значит, 
2(𝑝 = 𝑛) − 𝑘 = 2𝑛 − 𝑘 = max(2𝑛 − 𝑘, 𝑝 = 𝑛) = max(2𝑛 − 𝑘, 𝑛) = 2𝑛 − 𝑘, так как при 1 ≤ 𝑘 ≤ min(𝑝, 𝑛) ≤ 𝑛

 
 

Лемма доказана. 
Функциональная часть системы уравнений Эйлера-Лагранжа порядка 𝑛 может рассматриваться как импульсы 0-ого по-

рядка ранга 𝑛: 

𝑝𝑘=0,𝑛
𝑖 = ∑  𝑛−0

𝑙=0 (−1)𝑙𝐷𝑡
𝑙 (

∂𝐿(𝑥,…, 𝑥
(𝑝)

)

∂ 𝑥
(𝑙+0)𝑖 ) = ∑  𝑛

𝑙=0 (−1)𝑙𝐷𝑡
𝑙 (

∂𝐿(𝑥,…, 𝑥
(𝑝)

)

∂ 𝑥
(𝑙)𝑖 ) = 0, 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅     (6) 

Постановка задачи. 

Пусть 𝐿: 𝑇𝑝𝑋𝑚 → ℜ, 𝐿(𝑥, … , 𝑥
(𝑝)

) – локальная запись функции 𝐿 в локальных координатах (x) в базе 𝑋𝑚 расслоения 𝑇𝑝𝑋𝑚.  
Рассмотрим следующую задачу :как связаны обобщенные импульсы порядков 𝑘 и 𝑘 − 1 одного ранга 𝑛. Имеет место 

следующая  
Теорема 1 (дифференциальная связь импульсов 𝑘 -ого и (𝑘-1)-ого порядков ранга n). Пусть 𝐿: 𝑇𝑝𝑋𝑚 → ℜ - гладкая функция 

Лагранжа.  

𝑝𝑘,𝑛
𝑖 (𝑥, �̇�, … , 𝑥

(𝑏(𝑛,𝑝,𝑘))

) = ∑  𝑛−𝑘
𝑙=0 (−1)𝑙𝐷𝑡

𝑙 (
∂𝐿(𝑥,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂ 𝑥
(𝑙+𝑘)𝑖 )    𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅, 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  - импульс k-ого порядка по i-ой координате. 𝑝𝑘,𝑛

𝑖 =

∑𝑙1=0
𝑛−𝑘  (−1)𝑙1𝐷𝑡

𝑙1 (
∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂𝑥(𝑙1+𝑘)𝑖
) импульс k-ого порядка, и соответственно  

𝑝𝑘−1,𝑛
𝑖 = ∑  

𝑛−(𝑘−1)
𝑙1=0 (−1)𝑙1𝐷𝑡

𝑙1 (
∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂𝑥(𝑙1+𝑘−1)𝑖
) импульс (k-1) –ого порядка.  

Тогда справедливо:  

𝐷𝑡𝑝𝑘,𝑛
𝑖 (𝑥, �̇�, … ,  𝑥

(𝑏(𝑛,𝑝,𝑘))

) =
∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂ 𝑥
(𝑘−1)𝑖 − 𝑝𝑘−1,𝑛

𝑖 (𝑥, �̇�, … ,  𝑥
(𝑏(𝑛,𝑝,𝑘−1))

)     (7) 

Доказательство. Преобразуем выражение 

𝐷𝑡𝑝𝑘,𝑛
𝑖 = 𝐷𝑡 (∑  𝑛−𝑘

𝑙=0   (−1)𝑙𝐷𝑡
𝑙 (

∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥
(𝑝)

)

∂𝑥(𝑙+𝑘)𝑖
)) = ∑  𝑛−𝑘

𝑙=0  𝐷𝑡 ((−1)𝑙𝐷𝑡
𝑙 (

∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥
(𝑝)

)

∂𝑥(𝑙+𝑘)𝑖
)) = ∑  𝑛−𝑘

𝑙=0   (−1)𝑙𝐷𝑡 (𝐷𝑡
𝑙 (

∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥
(𝑝)

)

∂𝑥(𝑙+𝑘)𝑖
)) =

∑  𝑛−𝑘
𝑙=0   (−1)𝑙𝐷𝑡

𝑙+1 (
∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂𝑥(𝑙+𝑘)𝑖
) = (−1) ∑  𝑛−𝑘

𝑙=0   (−1)𝑙+1𝐷𝑡
𝑙+1 (

∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥
(𝑝)

)

∂𝑥(𝑙+𝑘)𝑖
) = (−1) (∑  𝑛−𝑘

𝑙=0   (−1)𝑙+1𝐷𝑡
𝑙+1 (

∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥
(𝑝)

)

∂𝑥(𝑙+1+𝑘−1)𝑖
))     

Сделаем замену 𝑙1 = 𝑙 + 1, так как 𝑙 = 0, 𝑛 − 𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  то 𝑙1 = 1, 𝑛 − 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Поэтому, 

𝐷𝑡𝑝𝑘,𝑛
𝑖 = (−1) (∑  𝑛−𝑘

𝑙=0   (−1)𝑙+1𝐷𝑡
𝑙+1 (

∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥
(𝑝)

)

∂𝑥(𝑙+1+𝑘−1)𝑖
)) = (−1) (∑  𝑛−𝑘+1

𝑙1=1   (−1)𝑙1𝐷𝑡
𝑙1 (

∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥
(𝑝)

)

∂𝑥(𝑙1+𝑘−1)𝑖
))  

= (−1) (∑  
𝑛−(𝑘−1)
𝑙1=1   (−1)𝑙1𝐷𝑡

𝑙1 (
∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂𝑥(𝑙1+𝑘−1)𝑖
)) = (−1) (∑  

𝑛−(𝑘−1)
𝑙1=1   (−1)𝑙1𝐷𝑡

𝑙1 (
∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂𝑥(𝑙1+(𝑘−1))𝑖
)) =  

= (−1) (∑  𝑛−(𝑘−1)
𝑙1=0   (−1)𝑙1𝐷𝑡

𝑙1 (
∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂𝑥(𝑙1+(𝑘−1))𝑖
) − (−1)0𝐷𝑡

0 (
∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂𝑥(0+(𝑘−1))𝑖
)) = (−1) (𝑝𝑘−1,𝑛

𝑖 −
∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂ 𝑥
(𝑘−1)𝑖 ) = −𝑝𝑘−1,𝑛

𝑖 +
∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂ 𝑥
(𝑘−1)𝑖   (8) 

Теорема 1 доказана. Следствием теоремы 1 является достаточное условие сохранения импульсов заданного порядка 𝑘 
на решениях уравнений импульсов порядка 𝑘 − 1. Более точно имеет место  

Теорема 2 (достаточное условие сохранения импульсов 𝑘-ого порядка) 𝐿(𝑥, �̇�, … , 𝑥
(𝑝)

) - локальная запись функции 

𝐿: 𝑇𝑝𝑋𝑚 → ℜ при выборе локальных координат (𝑥) в базе расслоения 𝑋𝑚. Пусть 𝐿(𝑥, �̇�, … , 𝑥
(𝑝)

) - не зависит явно от 𝑥
(𝑘−1)𝑖

, то 

есть 
∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂ 𝑥
(𝑘−1)𝑖 = 0. Тогда на решениях уравнений импульсов 𝑘-1-ого порядка 𝑘-ого порядка сохраняются: 

𝑝𝑘,𝑛
𝑖 (𝑥, �̇�, … ,  𝑥

(𝑏(𝑛,𝑝,𝑘))

) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  

В частности, если 𝐿(𝑥, �̇�, … , 𝑥
(𝑝)

) не зависит явно от 𝑥 ⟹
∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂𝑥𝑖
= 0, то импульс 1-ого порядка 𝑝𝑘−1,𝑛

𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  

Доказательство: на решениях системы уравнений импульсов 𝑘 − 1-ого порядка 𝑝𝑘−1,𝑛
𝑖 (𝑥, �̇�, … ,  𝑥

(𝑏(𝑛,𝑝,𝑘−1))

) = 0  

По теореме 1 
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𝐷𝑡𝑝𝑘,𝑛
𝑖 (𝑥, �̇�, … ,  𝑥

(𝑏(𝑛,𝑝,𝑘))

) =
∂𝐿(𝑥,�̇�,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂ 𝑥
(𝑘−1)𝑖 − 𝑝𝑘−1,𝑛

𝑖 (𝑥, �̇�, … ,  𝑥
(𝑏(𝑛,𝑝,𝑘−1))

) = 0 − 0 = 0 ⇒ 𝐷𝑡𝑝𝑘,𝑛
𝑖 (𝑥, �̇�, … ,  𝑥

(𝑏(𝑛,𝑝,𝑘))

) = 0 ⇒

𝑝𝑘,𝑛
𝑖 (𝑥, �̇�, … ,  𝑥

(𝑏(𝑛,𝑝,𝑘))

) =  const       (9) 

Рассмотрим следующую задачу: как связаны обобщенные импульсы одного порядка 𝑘 рангов 𝑛 и 𝑛 + 1.  
Справедлива следующая  
Теорема 3 (о связи импульсов 𝑘-ого порядка рангов 𝑛 и 𝑛 + 1). Пусть 𝐿: 𝑇𝑝𝑋𝑚 → ℜ. 

𝐿(𝑥, �̇�, … , 𝑥
(𝑝)

) - локальная запись функции 𝐿: 𝑇𝑝𝑋𝑚 → ℜ при выборе локальных координат (𝑥) в базе расслоения 

𝑋𝑚,  𝑝𝑘,𝑛
𝑖 = ∑𝑙=0

𝑛−𝑘  (−1)𝑙𝐷𝑡
𝑙 (

∂𝐿(𝑥,…, 𝑥
(𝑝)

)

∂ 𝑥
(𝑙+𝑘)𝑖 )   𝑘 = 0, 𝑛̅̅ ̅̅̅, 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ -импульс k-ого порядка ранга n. 

 𝑝𝑘,𝑛+1
𝑖 = ∑𝑙=0

𝑛+1−𝑘  (−1)𝑙𝐷𝑡
𝑙 (

∂𝐿(𝑥,…, 𝑥
(𝑝)

)

∂ 𝑥
(𝑙+𝑘)𝑖 ) - импульс k-ого порядка ранга n+1. Тогда справедливо: 

 𝑝𝑘,𝑛+1
𝑖 (𝑥, �̇�, … ,  𝑥

(𝑏(𝑛+1,𝑝,𝑘))

) =  𝑝𝑘,𝑛
𝑖 (𝑥, �̇�, … ,  𝑥

(𝑏(𝑛,𝑝,𝑘))

) + (−1)𝑛+1−𝑘𝐷𝑡
𝑛+1−𝑘 (

∂𝐿(𝑥,…, 𝑥
(𝑝)

)

∂ 𝑥
(𝑛+1)𝑖 ) , 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑘 = 0, 𝑛̅̅ ̅̅̅   (10) 

Доказательство:  

𝑝𝑘,𝑛+1
𝑖 = ∑𝑙=0

𝑛+1−𝑘  (−1)𝑙𝐷𝑡
𝑙 (

∂𝐿(𝑥,…, 𝑥
(𝑝)

)

∂ 𝑥
(𝑙+𝑘)𝑖 ) = ∑𝑙=0

𝑛−𝑘  (−1)𝑙𝐷𝑡
𝑙 (

∂𝐿(𝑥,…, 𝑥
(𝑝)

)

∂ 𝑥
(𝑙+𝑘)𝑖 ) + (−1)𝑛+1−𝑘𝐷𝑡

𝑙 (
∂𝐿(𝑥,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂ 𝑥
(𝑛+1−𝑘+𝑘)𝑖 ) =

∑𝑙=0
𝑛−𝑘  (−1)𝑙𝐷𝑡

𝑙 (
∂𝐿(𝑥,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂ 𝑥
(𝑙+𝑘)𝑖 ) + (−1)𝑛+1−𝑘𝐷𝑡

𝑙 (
∂𝐿(𝑥,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂ 𝑥
(𝑛+1)𝑖 ) = 𝑝𝑘,𝑛

𝑖 + (−1)𝑛+1−𝑘𝐷𝑡
𝑛+1−𝑘 (

∂𝐿(𝑥,…, 𝑥
(𝑝)

)

∂ 𝑥
(𝑛+1)𝑖 ).  

Так как 𝑝𝑘,𝑛
𝑖 = ∑𝑙=0

𝑛−𝑘  (−1)𝑙𝐷𝑡
𝑙 (

∂𝐿(𝑥,…, 𝑥
(𝑝)

)

∂ 𝑥
(𝑙+𝑘)𝑖 ) 

Теорема 3 доказана. Очевидным следствием является  

Теорема 4 𝐿: 𝑇𝑝𝑋𝑚 → ℜ
 
- гладкая функция. 𝐿(𝑥, �̇�, … , 𝑥

(𝑝)
) - локальная запись функции 𝐿: 𝑇𝑝𝑋𝑚 → ℜ при выборе локальных 

координат (𝑥) в базе расслоения 𝑋𝑚, 𝑝𝑘,𝑛
𝑖 = ∑  𝑛−𝑘

𝑙=0 (−1)𝑙𝐷𝑡
𝑙 (

∂𝐿(𝑥,…, 𝑥
(𝑝)

)

∂ 𝑥
(𝑙+𝑘)𝑖 ) , 𝑘 = 0, 𝑛̅̅ ̅̅̅, 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ -импульс k-ого порядка ранга n. 

𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑚 > 𝑛 Тогда 

𝑝𝑘,𝑚
𝑖 (𝑥, �̇�, … ,  𝑥

(𝑏(𝑚,𝑝,𝑘))

) = 𝑝𝑘,𝑛
𝑖 (𝑥, �̇�, … ,  𝑥

(𝑏(𝑛,𝑝,𝑘))

) + ∑  𝑚−𝑛
𝑠=1 (−1)𝑛+𝑠−𝑘𝐷𝑡

𝑛+𝑠−𝑘 (
∂𝐿(𝑥,…, 𝑥

(𝑝)
)

∂ 𝑥
(𝑛+𝑠)𝑖 ) , 𝑖 = 1, 𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑘 = 0, 𝑛̅̅ ̅̅̅         (11) 
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