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К ВОПРОСУ О КРИТЕРИИ УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОЙ ПОТЕРИ УСТОЙЧИВОСТИ 
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Рассматривается возможность единой математической формулировки задач упруго-пла-
стической потери устойчивости согласно двум подходам: Энгессера-Кармана и Шенли. Рас-
суждения проводятся для модели стержня. Процесс деформирования систем за пределом 
упругости считается квазистатическим. Материал деформируемых элементов характери-
зуется билинейной диаграммой зависимости между напряжениями и деформациями. Пока-
зано, что критические нагрузки для двух подходов определяются согласно единому аналити-
ческому критерию. Таким критерием является условие ветвления решений некоторой си-
стемы уравнений, характеризующих условия равновесия и отпорность стержневой системы 
отклонениям от исходной формы равновесия. Сделан анализ зависимости критической на-
грузки от отпорности системы. 
Ключевые слова: потеря устойчивости, критическая нагрузка, подход Энгессера-Кармана, 
подход Шенли, билинейная диаграмма, ветвление решений. 

 
TO THE QUESTION OF THE CRITERIA OF ELASTIC-PLASTIC BUCKLING 
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We consider the possibility of a unified mathematical formulation of the problems of elastic - plastic 
buckling according to two approaches: Engesser-Karman and Schenley. The reasoning is carried out 
for the rod model. The process of deformation of systems beyond the elastic limit is considered quasi-
static. The material of deformable elements is characterized by a bilinear diagram of the relationship 
between stresses and strains. It is shown that the critical loads for the two approaches are deter-
mined according to a single analytical criterion. Such a criterion is the condition for branching solutions 
of a system of equations that characterize the equilibrium conditions and the resistance of the rod sys-
tem to deviations from the initial form of equilibrium. The analysis of the dependence of the critical load 
on the resistance of the system is made. 
Keywords: loss of stability, critical load, the Engesser-Karman approach, Schenley's approach, bilinear 
diagram, branching solutions. 

 
При решении задач упруго-пластической устойчивости с использованием разветвленче-

ского критерия известны два подхода: Энгессера-Кармана [1] и Шенли [2]. Часто считается, что 
указанные подходы приводят к различным постановкам задачи: в первом случае исследуется 
бифуркация форм равновесия при стационарной нагрузке (dP=0), а во втором – бифуркация 
процесса деформирования в условиях продолжающегося нагружения (dP>0). Кроме того, суще-
ственным затруднением при исследовании потери упруго-пластической устойчивости согласно 
подходу Шенли является отсутствие общих аналитических признаков достижения критического 
состояния в условиях продолжающегося нагружения [3].  

Некоторые общие положения и идеи об особенностях применения подхода Шенли к ис-
следованию упруго-пластической устойчивости были высказаны в [4], [5]. Представляя нагрузку 
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в форме степенного ряда с неопределенными коэффициентами, Л.А. Шаповаловым в [6], [7] 
показана возможность общего подхода при решении задач упруго-пластической потери устой-
чивости для стержня и кольца.  

В данной работе делается попытка единого математического подхода к решению задач 
упруго-пластической потери устойчивости стержневых систем, отличного от изложенного в [6], 
[7], и получения соответствующего аналитического критерия. Рассуждения проводятся на модели 
сжатого консольного стержня (рисунок 1), предложенной Пановко Я.Г. [8]. 

 

 
 

Рисунок 1. – Модель сжатого консольного стержня 
 
Процесс деформации за пределом упругости считается квазистатическим. Материал де-

формируемых элементов характеризуется билинейной диаграммой зависимости между напря-
жениями и деформациями (рисунок 2). 

 

 
 

Рисунок 2. – Билинейная диаграмма зависимости между напряжениями и деформациями 
 

Следуя [8], рассмотрим порядок определения критических нагрузок согласно подходу  
Энгессера-Кармана и Шенли. Для произвольного конечного отклоненного положения системы 
справедливы следующие уравнения равновесия  
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Приращения усилий в деформируемых стержнях ΔN1,ΔN2 связаны с изменениями их длин 
соотношениями 
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Для определения изменения длин стержней справедливы формулы 
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Смысл φ и Δl очевиден из рисунка 1. 
При определении критической нагрузки по Энгессеру-Карману уравнения равновесия (1) 

составляют для смежного отклоненного положения системы в предположении неизменности 
нагрузки P1=P  (dP=0). С учетом соотношений (2), (3) они принимают вид 
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Уравнения (4) образуют однородную систему линейных алгебраических уравнений отно-
сительно двух бифуркационных величин dφ и dl. Из условия равенства нулю определителя си-

стемы (4) находят значение критической нагрузки 
**крP P , где 
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  - приведенно-

модульная нагрузка. 
Для определения критической нагрузки согласно Шенли уравнения равновесия (1) состав-

ляют при малых конечных отклонениях системы с учетом приращения нагрузки P1=P+ΔP, которые 
с учетом линеаризации относительно φ имеют вид 
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Неоднородную систему уравнений (5) разрешают относительно малых, но конечных ве-
личин Δl и φ. Найденные величины подставляют в условие разгрузки одного из опорных стерж-
ней в отклоненном положении 
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и получают, что отклоненный процесс деформирования возможен при условии 
*P P . 

Следовательно, критическая нагрузка 
*крP P , где 
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  – касательно-модульная 

нагрузка. 
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При таком определении критической нагрузки, соответствующей концепции Шенли, за-
теняется математическая сущность задачи. Чтобы показать это все дальнейшие рассуждения 
будем проводить в предположении бесконечной малости величин Δl, φ, ΔP. 

Перепишем условие разгрузки одного из опорных стержней (6) в форме 
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Ввиду переменности левой части (7) это соотношение можно записать в виде равенства 
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где     k – некоторый переменный коэффициент геометрической природы.  
Как следует из левой части (8) коэффициент k характеризует положение центра вращения 

(точка V на рисунке 1) при бесконечно малых отклонениях. Расстояние до точки V от левого  
стержня определяется по формуле 
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Рассматривая систему уравнений равновесия (5) совместно с условием (8), получим одно-
родную систему трех линейных алгебраических уравнений относительно бифуркационных ве-
личин dl, dφ и dP при двух неизвестных параметрах: силовом – P и геометрическом – k 
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Дальнейшее решение задачи заключается в отыскании критических значений параметра 
нагрузки, при которых однородная система линейных алгебраических уравнений (10), (11) имеет 
нетривиальные решения. Из условия равенства нулю определителя этой системы уравнений  
получим выражение для критической нагрузки как функцию от k 
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Формула (12) связывает критическую нагрузку с параметром k. Безразмерная функция 

 ,k   описывает отпорность системы бесконечно малым отклонениям. Следовательно, вве-

денный параметр k следует рассматривать как геометрическую характеристику, которая наряду 
с физической характеристикой ν влияет на отпорность системы таким отклонениям. Из условия 
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совместности соотношения (8) с уравнениями равновесия следует, что k может изменяться в сле-

дующем интервале   ,1k . Таким образом, формула (12) определяет плотное множество кри-

тических нагрузок. 
Используя второе уравнение (10), получим 
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Выражение (14) можно рассматривать как начальное условие задачи, определяющее ста-
ционарность или нестационарность ветви кривой равновесных состояний в точке бифуркации. 
На рисунке 3 приведены графики, характеризующие критическое состояние модели стержня со-
гласно полученным зависимостям (9), (13), (14) для случая 5.0   

 

 

 

 
 

Рисунок 3. – Графики, характеризующие критическое состояние модели стрежня 
 

Из графиков, приведенных на рисунке 3, следует: 

1. При 1k  , когда 0,   0
dP

c
d

   и 
*крP P , происходит бифуркация процесса деформи-

рования при наименьшем значении отпорности системы боковым отклонениям. 
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происходит бифуркация процесса деформирования при промежуточных значениях отпорности 
системы и в условиях увеличения действующей нагрузки. 
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, происходит 

бифуркация процесса деформирования при промежуточных значениях отпорности системы, 
но с уменьшением действующей на систему нагрузки. Такой тип бифуркации возможен для  
стержней, входящих в состав разгружающихся систем [9], [10].  

5. Все значения  0,1k   несовместны с уравнениями равновесия. Соответствующие участки 

показаны пунктиром. 
Заметим, что если при решении задачи упруго-пластической устойчивости с использова-

нием разветвленческого критерия исходить из предположения о нестационарности внешней 
нагрузки (dP≠0), т.е. рассматривать бифуркацию процесса, то значение k в принципе не может 
быть определено из основных уравнений задачи. Оно определяется характером и интенсив-
ностью внешнего возмущения. Самому неблагоприятному случаю соответствует значение k=1.  

На основании вышеизложенного можно сделать следующие выводы. Задачи об упруго-
пластической потере устойчивости согласно двум подходам разветвленческой концепции в ма-
тематическом отношении едины. Их можно формулировать как задачи на ветвление решений 
некоторой системы уравнений. В их число наряду с уравнениями равновесия должны включаться 
дополнительные уравнения, характеризующие отпорность стержневой системы отклонениям 
от исходной формы равновесия. Соответствующие критические нагрузки находятся из единого 
аналитического условия – условия ветвления решений этой системы уравнений.   
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2 – дополнительный титульный экран – производственно-технические сведения 
 
 

Для создания текстового электронного издания «Архитектурно-строительный ком-
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