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Пусть f – невырожденная эрмитова форма на пространстве простой размерности q над полем k 
характеристики р ≥ 0, k ≠ GF(pt), Г– одна из групп U(f, k), SU(f, k), где Г ≠ U(f, k) при q = р. Описываются 
нормализаторы неприводимых коммутативных подгрупп группы Г. Доказано, что каждая неприводи­
мая максимальная абелева подгруппа В группы Г примитивна, а нормализатор NГ(B) является макси­
мальной разрешимой подгруппой Г.

Предлагаемая работа является продолжением исследований [1, 2], посвященных изучению не­
приводимых максимальных разрешимых подгрупп классических групп над произвольным полем k, 
char k = р ≥ 0. Пусть Г– одна из групп G = U(f, k), G' = SU(f k), где f – невырожденная эрмитова форма 
на векторном пространстве V простой размерности q над полем k. Основная цель статьи – описание 
максимальных разрешимых подгрупп G, содержащих неприводимый абелев нормальный делитель. 
Если k = GF(p') и q > 2, то согласно [2] нормализатор неприводимой коммутативной подгруппы В груп­
пы Г является абсолютно неприводимой примитивной максимальной разрешимой подгруппой группы Г, 
кроме случая q = 3, рt = 4 . Ниже для произвольного бесконечного поля k будет доказано, что NГ(B) – 
примитивная максимальная разрешимая подгруппа Г, где Г ≠ G при q = р. При изучении в [2] группы 
NГ(B) использовались результаты Хупперта из [3] о неприводимых коммутативных подгруппах Г. В свя­
зи с интересом к рассмотренным в [3] циклам Зингера, в [4] было доказано, что при k = GF(pt) нормали­
заторы неприводимых коммутативных подгрупп группы GL(q, k) являются максимальными подгруппами 
в GL(q, k). Изучение неприводимых коммутативных подгрупп вызвано также некоторыми вопросами 
подгрупповой структуры конечных простых групп. В классификации Ашбахера [5] нормализаторы таких 
подгрупп содержатся в множестве С3 . Максимальность групп из класса С3 в более общей ситуации про­
извольного поля рассматривалась в [6].

Введем следующие обозначения. Пусть δ:х → х – инволютивный автоморфизм поля k, F – поле δ – 
инвариантных элементов из k, k1 = {х ϵ k*: хх =1}. Если ∆ ∩ M(q, k) – расширение степени q поля kEq и 
δ – FEq-инволюция поля ∆, где δ(х) = х при х ϵ kЕq , то через ∆' и ∆'1 обозначим группы {х ϵ ∆*: 
хδ(х) = Еq} и ∆' ∩ SL(q, k) соответственно. Пусть Ф – матрица формы f в некотором базисе пространства V, 
В – неприводимая коммутативная подгруппа группы G или G' соответственно. Тогда < В >k = ∆B = ∆ – 
поле, являющееся расширением степени q поля кЕq, δ:х → Ф-1хТФ, х ϵ ∆, – FEq-инволюция поля ∆, 
а ∆' и ∆'1 – неприводимые максимальные коммутативные подгруппы групп G и G' соответственно. По­
скольку случай k = GF(pt) рассматривался в [2], будем предполагать, что поле k бесконечно.

ЛЕММА 1. Если расширение ∆/kEq сепарабельное, то факторгруппа ∆'/k1Eq бесконечна.
Доказательство. Покажем, что в группе ∆* существует элемент х, для которого δ(х) ≠ х и Тr(х) = η, 

где η = 0 при q ≠ p и η = 1 если q = р. Поскольку расширение ∆kEq сепарабельное, в ∆ можно выбрать не 
содержащийся в кЕq элемент h такой, что Tr(h) = а ≠ 0. Положим матрицу h1 равной h – aq-1Еq, 
если q ≠ р, и h1 = a-1h при q = р. Пусть, далее, элемент w равен 1, если δ(h1) ≠ h1 и w – произвольный 
фиксированный не содержащийся в F* элемент из k* в противном случае. Тогда при q ≠ р имеем: 
Tr(h1) = Tr(h – aq-1Eq) = а – a = 0. Следовательно, в качестве х можно взять элемент wh1, так как 
δ(wh1) ≠ wh1 и Tr(wh1) = wTr(h1) = 0. Если же q = р, то в качестве х возьмем элемент h1 + wEq, ибо 
Tr(h1+ wEq) = Tr(a-1h) = 1 и δ(h1 + wEq) ≠ h1 + wEq. Для произвольного у ϵ F* положим матрицу bγ, рав­
ной (x + γEq)-1δ(x + γEq).Заметим, что bγ ϵ ∆' и х ≠ –γЕq, так как из определения матрицы х вытекает, что 
х ϵ кЕq. Пусть τ = Tr(xδ(x)), a γ1 ≠ γ2 – произвольные элементы из F* такие, что γ1γ2 ≠ – τq-1 , если 
q ≠ р, и γ1 + γ2 ≠ –τ при q = р. Поскольку поле F не является конечным, существует бесконечно много
попарно различных элементов γ1, γ2, удовлетворяющих этим условиям. Тем самым, для доказательства 
леммы достаточно показать, что bγ1bγ2 ϵ k1Еq. Пусть, напротив, bγ1 = βbγ2 для некоторого β ϵ k*. Тогда 
(х + γ2Eq)δ(x + γEq) = β(х + γ1Eq)δ(х + γ2Eq), то есть

xδ(x) + у2δ(х) + γ1x + γ1γ2Eq = β(хδ(х) + γ1δ(x) +  γ2x + γ1γ2Eq). (1)

Вычисляя след от обеих частей равенства (1), имеем: а = βа, где а = τ + γ2η + γ1η + γ1γ2q. Предпо­
ложим, что а = 0. Тогда τ + γ1γ2q = 0 при q ≠ p и τ + γ1+ γ2 = 0 , если q = р. Однако это противоречит вы­
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бору элементов γ1, γ2 Следовательно, β = 1 и в силу (1) х(γ1 – γ2) = δ(х)(γ1 – γ2). Отсюда γ1 = γ2 или же 
х = δ(х) . Полученное противоречие доказывает лемму,

ЛЕММА 2. Пусть L0 = {х ϵ ∆': хq ϵ k1Eq} . Если расширение ∆/kЕq сепарабельное, то факторгруппа 
L0k1/k1Eq конечна.

Доказательство. Если q = p, то согласно [7, гл. 8] L0 ∩ k1Eq. Пусть р ≠ q, a – не содержащийся в 
k1Eq элемент из L0, aq = aEq , a ϵ k*. Если ∆* содержит элемент ε порядка q, то ε ϵ k*Eq, так как 
∆/kEq – расширение степени q. Предположим, что a = a1q для некоторого a1 = k* . Тогда (a1-1)= Eq, 
то есть a1-1a – элемент порядка q и, следовательно, a1-1 ϵ k*Е, что противоречит выбору элемента а. 
Значит, a ϵ (k*)q и с учетом леммы 6 из [1] каждый, не содержащийся в k1Eq элемент b из L0, принадле­
жит ark1Eq, 1 ≤ r ≤ q. Таким образом, ∕L0/k1Eq∕ < ∞.

СЛЕДСТВИЕ. Если расширение ∆/kEq сепарабельное, то факторгруппа ∆'/L0k1 бесконечна.
Доказательство. Согласно лемме 1 факторгруппа ∆'/k1Eq бесконечна. Поскольку (∆'/L0k1) / (L0k1/k1Eq) 

изоморфна ∆'/k1Eq и в силу леммы 2 | L0k1 / k1Eq /< ∞, факторгруппа ∆L0k1 бесконечна.
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Если расширение ∆/kEq сепарабельное, то ∆'1 – бесконечная примитивная не­

приводимая подгруппа ∆*.
Доказательство. Покажем, что группа ∆'1 бесконечна. Пусть b1, b2, ..., bn· – представители различных

смежных классов ∆'/k1Eq , bi не принадлежат L0k1Eq, detbi = γi . Тогда detγi-1biq и γi-1biq ϵ ∆'1 так как γi ϵ k1. 
Если γi-1biq = γi-1biq при i ≠ j, то (bibj-1)q = γiγj-1Eq, то есть bibj-1 ϵ L0 и bi ϵ bjL0, что противоречит выбо­
ру элементов bi , bj. Следовательно, γ-1b1q , ..., γ-1bnq – попарно различные элементы из ∆'1. Ввиду следст­
вия из леммы 2, множество элементов b1, ..., bn является бесконечным. Таким образом, группа ∆'1 беско­
нечна. Осталось доказать, что группа ∆'1 примитивна и неприводима. Поскольку ∕∆'1 ∩ k*Eq ∕ ≤ q , а 
группа ∆'1 бесконечна, то ∆'1 содержит некоторый нескалярный элемент h. Так как ∆ – поле, то непри­
водимые части <h> попарно эквивалентны. Тогда < h > неприводима и, следовательно, группа ∆'1 также 
неприводима. Предположим, что ∆'1 импримитивна, V = V1 + ... + Vq – разложение пространства V на 
системы импримитивности ∆'1, a D – ядро соответствующего этому разложению гомоморфизма ∆'1 в 
симметрическую группу Sq [8]. Поскольку ∆ – поле, D ∩ k*Eq, тогда ∕D∕ ≤ q. А так как ∕∆'1/D∕ ≤ /Sq/, 
то  ∕ ∆'1 ∕ < ∞ . Противоречие. Таким образом, группа ∆'1 примитивна.

СЛЕДСТВИЕ. Пусть В – неприводимая максимальная коммутативная подгруппа Г, где Г ≠ G при 
q = р . Тогда В – бесконечная примитивная подгруппа группы Г.

ЛЕММА 3. Пусть B1, В2 – неприводимые коммутативные подгруппы GL(q, k). Если пересечение B1∩В2 
не содержится в k*Eq, то группа B1В2 коммутативна.

Доказательство. Пусть b ϵ kЕq – элемент из B1∩В2. Поскольку Bi – неприводимая коммутативная 
группа, <Вi>k = ∆Bi – поле, являющееся расширением степени q поля kЕq, а так как b ϵ kЕq, то ∆Bi = k(b). 
Следовательно, B1, В2 содержатся в мультипликативной группе ∆B1 * = ∆B2 *.

СЛЕДСТВИЕ. Пусть В – неприводимая максимальная коммутативная подгруппа Г. Если Н – 
коммутативная подгруппа Гтакая, что Н ∩ B не содержится в k*Eq , то H ∩ В.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ . Пусть В – неприводимая коммутативная подгруппа Г, N = NГ(В), С = СГ(В). 
Тогда группа N разрешима, С – максимальная коммутативная подгруппа Г и N = С или же /N/С / = q.

Доказательство. Ввиду того, что С = ∆B* ∩ Г, группа С является неприводимой максимальной 
коммутативной подгруппой Г. Так как N содержится в нормализаторе ∆B* и N ∩ ∆B* = C, факторгруппа 
N/C изоморфна подгруппе группы kЕq – автоморфизмов поля ∆B. Отсюда N = С или ∕ N/С / = q, посколь­
ку ∆B/kЕq – расширение степени q.

СЛЕДСТВИЕ. Пусть q ≠ р, В – неприводимая коммутативная подгруппа G. Тогда пересечение 
CG(В) ∩ G' является неприводимой максимальной коммутативной подгруппой группы G'.

Как вытекает из предложения 2 группа N = NГ(В) коммутативна или же абсолютно неприводима, 
причем последний случай возможен только когда ∆B/kЕq – расширение Галуа. Если k = GF(pt), q > 2 , то 
согласно [2] это условие является также достаточным, и группа N всегда абсолютно неприводима. Если 
же k ≠ GF(pt), то, как показывает следующее предложение, для абсолютной неприводимости группы N 
необходимо, чтобы расширение ∆B/kЕq удовлетворяло более сильному требованию.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть В – неприводимая коммутативная подгруппа Г, q > 2. Если группа 
N = NГ(В) абсолютно неприводима, то расширение ∆B/FЕq – циклическое.

Доказательство. Так как группа N абсолютно неприводима, существует t ϵ N такой, что t ϵ С. 
Тогда σ. х → tхt-1, х ϵ ∆B, является kЕq-автоморфизмом поля ∆B порядка q. Поскольку ∆/FEq – расширение 
степени 2q и δ: х → Ф-1хTФ, х ϵ ∆B – FEq – автоморфизм ∆B порядка 2, то для доказательства достаточно 
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показать, что δσ = σδ. Имеем:δσ(х) = σ(Ф-1хTФ) = tФ-1хTФt-1, а δσ(х) = Ф-1(t-1)TхTtTФ. Ввиду того, что t ϵ 
Г, tTФt = Ф и Ф-1(tT)-1 = Ф-1, то есть t Ф-1 = Ф-1(t-T)-1, откуда δσ = σδ, что и требовалось доказать.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть В – неприводимая максимальная коммутативная подгруппа группы G'. 
Тогда В – единственный максимальный абелев нормальный делитель группы H=NG'(B) .

Доказательство. Пусть B1 – еще один максимальный абелев нормальный делитель группы
H, Н1 = NG'(B1), C1 = CG'(BB1). Поскольку группа В неприводима, с учетом предложения 2 группа C1 явля­
ется максимальной коммутативной подгруппой G'. Заметим, что Н ∩ H1 и, следовательно, В ∩ H1 . Так 
как /H1/C1/ ≤ q , то /B/В ∩ C1/ = /BC1/C1/ ≤ q . В силу предложения 1 группа В бесконечна. Следова­
тельно, В ∩ C1 не содержится в k*Eq, ибо /G' ∩ kEq / ≤ q. Тогда согласно следствию из леммы 3 
C1 ∩ В, откуда B1 ∩ В.

ТЕОРЕМА. Пусть В – неприводимая коммутативная подгруппа группы G', Н = NG'(B). Тогда Н – 
примитивная максимальная разрешимая подгруппа группы G'.

Доказательство. В силу предложения 2 группа Н разрешима, причем Н = <С, t>, где С = ∆B* ∩ G' – 
неприводимая максимальная коммутативная подгруппа G', /H/C/ ≤ q. Согласно следствию из предложе­
ния 1 группа Н примитивна. Пусть Н ∩ L – максимальная разрешимая подгруппа G', B1 – максимальный 
абелев нормальный делитель L . Так как группа L примитивна, то B1 ∩ k1Еq или же группа B1 неприво­
дима. Пусть B1 ∩ k1Еq. Тогда каждый максимальный абелев нормальный делитель L содержится в k*Eq и 
в силу [8] | L/B1 ∕ < ∞. Однако в силу следствия из предложения 1 группа C/B1 = C/G' ∩ k*Eq бесконечна. 
Отсюда группа B1 неприводима. Ввиду предложения 2 B1 – максимальная абелева подгруппа G' и /L/B1/  ≤ q. 
Отсюда /C/B1 ∩ С / = /CB1/B1 / ≤ q . Так как группа С бесконечна, B1 ∩ С не содержится в k*Eq и ввиду 
следствия из леммы 3 B1 = С. Отсюда Н = L, поскольку Н = NG'(C), а L =NG'(C)

СЛЕДСТВИЕ. Пусть q ≠ р и В – неприводимая коммутативная подгруппа группы G. Тогда NG'(B) 
примитивная максимальная разрешимая подгруппа группы G.

Доказательство. С учетом предложения 2 без ограничения общности будем считать, что В – макси­
мальная коммутативная подгруппа G. Согласно предложению 2 и следствию из предложения 1, группа Н 
является примитивной и разрешимой. Пусть L∩Н – максимальная разрешимая подгруппа G, B1 – макси­
мальный абелев нормальный делитель L. Если B1 = k1Еq, то в силу [8] /L/B1/ < ∞. Тогда /B/k1Еq/ < ∞, что 
противоречит лемме 1. Следовательно, группа B1 неприводима, причем в силу предложения 2 B1 – макси­
мальная коммутативная подгруппа G. Пусть В' = В ∩ G', B'1 = B1 ∩ G'. В силу следствия из предложения 2 
группы В', B'1 являются неприводимыми максимальными абелевыми подгруппами G'. Согласно теореме 
Н' = NG'(B') = Н ∩ G' – максимальная разрешимая подгруппа G'. а так как Н' ∩ L', где 
L' = NG'(B'1) = L ∩ G', то Н' = L'. Отсюда В', В'1 – максимальные абелевы нормальные делители группы 
Н' и в силу предложения 4 В' = В'1. Тогда ввиду следствия из леммы 3 В = В1 и L = Н, что и требова­
лось доказать.
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