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Аннотация. В работе предложен метод последовательных функциональных компенсаций для точных 
решений задач математической физики. Для использования алгоритма все уравнения и условия линейны или 
квазилинейны по одной из переменной. Первое слагаемое неизвестной в задаче функции удовлетворяет неод-
нородным начальным и краевым условиям. Остальные слагаемые решения однородны по начальным и крае-
вым условиям задачи. На каждом этапе алгоритма выбирается вектор компенсации для интегрирования 
простейшей задачи по линейной переменной. Вектор компенсации определяет переменные, содержащиеся в 
следующем слагаемом в функции ответа. Найденное слагаемое подставляется в предыдущее уравнение, 
находится новый вектор компенсации, функционально уточняется новое слагаемое и следующее уравнение в 
частных производных и т.д. В алгоритме правая часть уравнения, начальные и краевые условия имеют по-
линомиальный вид. Итерации завершаются, если последняя функция тождественно равна нулю. Решены два 
примера данным алгоритмом. 

Ключевые слова: численные методы, уравнения в частных производных, дифференциальные уравнения с 
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The method of successive functional compensation in problem of 
mathematical physics 

N.K. Volosova, K.A. Volosov, A.K. Volosova, D.F. Pastuhov, YU.F. Pastuhov 

Описание алгоритма. Пусть уравнения в задаче математической физики в частных производных относи-
тельно старшей производной неизвестной функции 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) по одной, например, по переменной t являют-
ся линейными или квазилинейными[18],[19],[20],[15]. Отметим также, что начальные и краевые условия задач 
математической физики, как правило, записаны в линейном виде[1]. Во многих задачах правые части в урав-
нениях, в краевых и начальных условиях по переменным можно разложить ряд Тейлора с общим центром. 
Такие функции после локального разложения содержат слагаемые степенного вида, то есть представляют 
полиномы нескольких переменных. В работе предложен алгоритм функциональных итерационных компен-
саций для решения подобных задач. Ранее в работах [1],[8],[9],[10],[11],[12],[26],[27],[28] для тестирования про-
грамм получены точные решения задач математической физики. Сегодня точные решения востребованы в 
сложных численных алгоритмах, например, в гидродинамике [2],[3],[4],[5],[6],[7],[13],[14],[23],[24],[25],[29],[30]  

Рассмотрим первый пример – задачу Коши [1,стр.166]-пример 5: 

)
𝑢!! = 8,𝑢"" + 𝑢## + 𝑢$$. + 𝑡%𝑥%, 	𝑡 > 0,−∞ < 𝑥, 𝑦, 𝑧 < ∞
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 𝑦%, 	 − ∞ < 𝑥, 𝑦, 𝑧 < ∞
𝑢!(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 𝑧%, 	 − ∞ < 𝑥, 𝑦, 𝑧 < ∞

    (1) 

1.1. Выберем первую функцию 𝑢&(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), которая удовлетворяет начальным условиям задачи (1) 
𝑢&(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 𝑦%, 𝑢&!(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 𝑧%. Тогда  

𝑢&(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑦% + 𝑡𝑧%       (2) 
1.2. Обозначим 𝑢%(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) − 𝑢&(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ⇔ 𝑢%(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0, 𝑢%!(𝑥, 𝑦, 𝑥, 0) = 0. Подставим функцию 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢&(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) + 𝑢%(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) в первое уравнение системы (1) 
(𝑢& + 𝑢%)!! = 8,(𝑢& + 𝑢%)"" + (𝑢& + 𝑢%)## + (𝑢& + 𝑢%)$$. + 𝑡%𝑥% ⇔ 𝑢%!! = 8,𝑢%"" + 2 + 𝑢%## + 2𝑡 + 𝑢%$$. + 𝑡%𝑥% 

𝑢%!! = 16𝑡 + 16 + 8,𝑢%"" + 𝑢%## + 𝑢%$$. + 𝑡%𝑥% ⇔ 𝑢%!! − 16𝑡 − 16 − 𝑡%𝑥% − 8𝑢%"" = 8,𝑢%## + 𝑢%$$.        (3) 
1.3. В алгоритме наступил момент функциональной коррекции. Последнее уравнение(3) представляет 

уравнение с разделенными переменными. Оно возможно, тогда и только тогда, когда обе части уравнения 
(3) равны одной и той же константе. Не ограничивая общности, будем считать константу равной нулю. От-
сюда же заключаем, что неизвестная функция 𝑢%(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢%(𝑥, 𝑡) может зависеть только от двух перемен-
ных. Тогда имеем 

𝑢%(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢%(𝑥, 𝑡), 𝑢%!! − 16𝑡 − 16 − 𝑡%𝑥% − 8𝑢%"" = 0, 𝑢%## + 𝑢%$$ = 0. 
1.4.В алгоритме выполняем шаг итерационных компенсаций. Для уравнения 

𝑢%!! = 16𝑡 + 16 + 𝑡%𝑥% + 8𝑢%""       (4)  решаем вспомогательное уравнение, выполнив замену переменных 𝑢%(𝑥, 𝑡) = 𝑢‾%(𝑥, 𝑡) + 𝑢'(𝑥, 𝑡), для новой 
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переменной потребуем 𝑢‾%(𝑥, 𝑡)  

)
𝑢%!!;;;;; = 16𝑡 + 16 + 𝑡%𝑥%
𝑢%;;;(𝑥, 0) = 0
𝑢%!;;;;(𝑥, 0) = 0             (5) 

Дважды интегрируем по переменной t задачу (5). Вектор правой части 16𝑡 + 16 + 𝑡%𝑥% назовем вектором 
компенсации. Имеем 

𝑢%;;;(𝑥, 𝑡) =
(
'
𝑡' + 8𝑡% + !!

&%
𝑥% + 𝐶&𝑡 + 𝐶%, 𝑢%;;;(𝑥, 0) = 0, 𝑢%!;;;;(𝑥, 0) = 0 ⇔ 𝑢%;;;(𝑥, 𝑡) =

(
'
𝑡' + 8𝑡% + !!

&%
𝑥%. 

Тогда подставим в задачу (5) выражение 𝑢%(𝑥, 𝑡) = 𝑢%;;;(𝑥, 𝑡) + 𝑢'(𝑥, 𝑡) =
(
'
𝑡' + 8𝑡% + !!

&%
𝑥% + 𝑢'(𝑥, 𝑡) для опреде-

ления условий к функции 𝑢'(𝑥, 𝑡): 
𝑢%!! = =(

'
𝑡' + 8𝑡% + !!

&%
𝑥% + 𝑢'(𝑥, 𝑡)>!!

= 16𝑡 + 16 + 𝑡%𝑥% + 𝑢'!! = 16𝑡 + 16 + 𝑡%𝑥% + (!!

)
+ 8𝑢'"" ⇔ 𝑢'!! =

*
'
𝑡* + 8𝑢'"" (5.1) 

2.3.Переходим к шагу алгоритма 2.3 (функциональной коррекции)  
𝑢'(𝑥, 𝑡) = 𝑢‾'(𝑥, 𝑡) + 𝑢*(𝑥, 𝑡) 

Где вектор компенсаций *
'
𝑡* зависит только от времени t. Тогда новая функция 𝑢*(𝑥, 𝑡) = 𝑢*(𝑡) определя-

ется только переменной нового вектора компенсаций t. 

2.4.         )
𝑢'!!;;;;; = *

' 𝑡
*

𝑢';;;(𝑥, 0) = 0
𝑢'!;;;;(𝑥, 0) = 0

            (6) 

Из задачи Коши (6) получим 
𝑢';;;(𝑥, 𝑡) =

%
*+
𝑡) + 𝐶'𝑡 + 𝐶*, 𝑢';;;(𝑥, 0) = 0, 𝑢'!;;;;(𝑥, 0) = 0 ⇔ 𝑢';;;(𝑥, 𝑡) =

%
*+
𝑡)    (7) 

Подставим (7) в функцию последней замены в уравнение(5.1) 𝑢'(𝑥, 𝑡) = 𝑢‾'(𝑥, 𝑡) + 𝑢*(𝑡) =
%
*+
𝑡) + 𝑢*(𝑡)  

𝑢'!! = 𝑢‾'!!(𝑥, 𝑡) + 𝑢*!!(𝑡) =
*
'
𝑡* + 𝑢*!!(𝑡) =

*
'
𝑡* + 8(𝑢'"";;;;;; + 𝑢*""(𝑡)) =

*
'
𝑡* ⇔ 𝑢*!!(𝑡) = 0  

Дополним последнюю функцию 𝑢*(𝑡) начальными условиями 

)
𝑢*!!(𝑡) = 0
𝑢*(0) = 0
𝑢*!(0) = 0

⇔ 𝑢*(𝑡) ≡ 0      (8)  

В итоге имеем  
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢&(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) + 𝑢%(𝑥, 𝑡) = 𝑢&(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) + 𝑢%;;;(𝑥, 𝑡) + 𝑢'(𝑥, 𝑡) = 
= 𝑢&(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) + 𝑢%;;;(𝑥, 𝑡) + 𝑢‾'(𝑥, 𝑡) + 𝑢*(𝑡) = 𝑦% + 𝑡𝑧% + (

'
𝑡' + 8𝑡% + !!

&%
𝑥% + %

*+
𝑡)   (9) 

Выполним проверку ответа (9) к задаче (1) 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 𝑦%, 𝑢!(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 𝑧%, также 
𝑢!! = 8,𝑢"" + 𝑢## + 𝑢$$. + 𝑡%𝑥% ⇔ 16𝑡 + 16 + 𝑡%𝑥% + *

'
𝑡* = 8=!

!

)
+ 2 + 2𝑡> + 𝑡%𝑥% = *

'
𝑡* + 16 + 16𝑡 + 𝑡%𝑥%. 

Алгоритм метода компенсаций завершается на шаге, когда последняя функция в замене переменных, в 
данном примере 𝑢*(𝑡) ≡ 0, тождественно равна нулю. 

Для большей наглядности действия функциональной коррекции алгоритма рассмотрим пример 2 (задачу 
Коши). 

)
𝑢!! = 𝑢"" + 𝑢## + 𝑢$$ + 𝑡𝑦%𝑧', 	𝑡 > 0,−∞ < 𝑥, 𝑦, 𝑧 < ∞
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑥, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑥, 𝑦, 𝑧 < ∞
𝑢!(𝑥, 𝑦, 𝑥, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑥, 𝑦, 𝑧 < ∞

    (10) 

Так как краевые условия отсутствуют, а начальные условия однородные переходим к пункту алгоритма 
1.3. Вектор компенсации 𝑡𝑦%𝑧' зависит от трех переменных t,y,z. От этих же переменных будет зависеть 

первое и остальные слагаемые нашей неизвестной функции 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢&;;;(𝑦, 𝑧, 𝑡) + 𝑢%(𝑦, 𝑧, 𝑡), где функция 
𝑢&;;;(𝑦, 𝑧, 𝑡) удовлетворяет элементарной задаче (11) 

1.4.      )
𝑢&!!;;;;; = 𝑡𝑦%𝑧', 	𝑡 > 0, 	 − ∞ < 𝑦, 𝑧 < ∞
𝑢&;;;(𝑦, 𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑦, 𝑧 < ∞
𝑢&!;;;;(𝑦, 𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑦, 𝑧 < ∞

       (11)

 Решение (11) имеет вид 
𝑢&;;;(𝑦, 𝑧, 𝑡) =

!"##$"

)
+ 𝐶&𝑡 + 𝐶% =

!"##$"

)
      (12)  

Подставим (12) в (10), 𝑢(𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢&;;;(𝑦, 𝑧, 𝑡) + 𝑢%(𝑦, 𝑧, 𝑡), получим 
𝑢!! = 𝑢"" + 𝑢## + 𝑢$$ + 𝑡𝑦%𝑧' ⇔ 𝑢&!!;;;;; + 𝑢%!! = 𝑡𝑦%𝑧' + 𝑢%!! = 𝑢&##;;;;;; + 𝑢&$$;;;;;; + 𝑢%## + 𝑢%$$ + 𝑡𝑦%𝑧' ⇔ 

@
𝑢%!! =

!"$"

'
+ 𝑡'𝑦%𝑧 + 𝑢%## + 𝑢%$$, −∞ < 𝑦, 𝑧 < ∞, 𝑡 > 0
𝑢%(𝑦, 𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑦, 𝑧 < ∞
𝑢%!(𝑦, 𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑦, 𝑧 < ∞

     (13)  

2.3. Вектор компенсации !
"$"

'
+ 𝑡'𝑦%𝑧 зависит от трех переменных t,y,z. Упростим дальнейшее решение за-

дачи, используя линейность исходной задачи (13). Рассмотрим параллельно 2 задачи  
𝑢%(𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢'(𝑧, 𝑡) + 𝑢)(𝑦, 𝑧, 𝑡), где  

2.4.     @
𝑢'!! =

!"$"

'
+ 𝑢'$$, −∞ < 𝑧 < ∞, 𝑡 > 0

𝑢'(𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑧 < ∞
𝑢'!(𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑧 < ∞

        (14)  

с вектором компенсации !
"$"

'
. В результате чего функция 𝑢'(𝑧, 𝑡) зависит от двух переменных z,t, а в задаче 
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(15)  

 )
𝑢)!! = 𝑡'𝑦%𝑧 + 𝑢)## + 𝑢)$$, −∞ < 𝑦, 𝑧 < ∞, 𝑡 > 0

𝑢)(𝑦, 𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑦, 𝑧 < ∞
𝑢)!(𝑦, 𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑦, 𝑧 < ∞

     (15)  

Вектор компенсации равен 𝑡'𝑦%𝑧. Решаем задачу(14), 𝑢'(𝑧, 𝑡) = 𝑢';;;(𝑧, 𝑡) + 𝑢*(𝑧, 𝑡)  

⎩
⎨

⎧𝑢'!!;;;;; = !"$"

' , −∞ < 𝑧 < ∞, 𝑡 > 0

𝑢';;;(𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑧 < ∞	 ⇔ 𝑢';;;(𝑧, 𝑡) =
!$$"

),
𝑢'!;;;;(𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑧 < ∞

      (16)  

Подставим решение (16) в задачу (14), 𝑢'(𝑧, 𝑡) = 𝑢';;;(𝑧, 𝑡) + 𝑢*(𝑧, 𝑡), получим 

@
𝑢'!! = 𝑢'!!;;;;;(𝑧, 𝑡) + 𝑢*!!(𝑧, 𝑡) =

!"$"

'
+ 𝑢*!! =

!"$"

'
+ !$$

&,
+ 𝑢*$$ ⇔ 𝑢*!! =

!$$
&,
+ 𝑢*$$

𝑢*(𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑧 < ∞
𝑢*!(𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑧 < ∞

   (17) 

3.3. Вектор компенсации !
$$
&,

 в задаче(17) зависит от двух переменных t, z. Введем новую переменную 
𝑢*(𝑧, 𝑡) = 𝑢*;;;(𝑧, 𝑡) + 𝑢+(𝑧, 𝑡), где 

3.4.     

⎩
⎨

⎧ 𝑢*!!;;;;; = !$$
&,
, −∞ < 𝑧 < ∞, 𝑡 > 0

𝑢*;;;(𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑧 < ∞⇔ 𝑢*;;;(𝑧, 𝑡) =
!%$
*%,

𝑢*!;;;;(𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑧 < ∞

         (18)  

После подстановки(18) в (17) с учетом 𝑢*(𝑧, 𝑡) = 𝑢*;;;(𝑧, 𝑡) + 𝑢+(𝑧, 𝑡) получим  

@
𝑢*!! =

!$$
&,
+ 𝑢*$$ ⇔ 𝑢+!! +

!$$
&,
= !$$

&,
+ 𝑢+$$ ⇔ 𝑢+!! = 𝑢+$$

𝑢+(𝑧, 0) = 0, −∞ < 𝑧 < ∞
𝑢+!(𝑧, 0) = 0, −∞ < 𝑧 < ∞

     (19)  

4.3. Для нулевого вектора компенсации решаем задачу 𝑢+(𝑧, 𝑡) = 𝑢+;;;(𝑧, 𝑡)  

4.4.                D
𝑢+!!;;;;; = 0, 	 − ∞ < 𝑧 < ∞, 𝑡 > 0

𝑢+;;;(𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑧 < ∞	 ⇔ 𝑢+(𝑧, 𝑡) = 𝑢+;;;(𝑧, 𝑡) ≡ 0
𝑢+!;;;;(𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑧 < ∞

       (20)  

Тогда запишем решение задачи(14)  
𝑢'(𝑧, 𝑡) = 𝑢';;;(𝑧, 𝑡) + 𝑢*(𝑧, 𝑡) =

!$$"

),
+ 𝑢*;;;(𝑧, 𝑡) + 𝑢+;;;(𝑧, 𝑡) =

!$$"

),
+ !%$

*%,
. 

5.3. Решаем задачу (15) с вектором компенсации 𝑡'𝑦%𝑧  

5.4.              @
𝑢)!!;;;;; = 𝑡'𝑦%𝑧,−∞ < 𝑦, 𝑧 < ∞, 𝑡 > 0

𝑢);;;(𝑦, 𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑦, 𝑧 < ∞⇔ 𝑢);;;(𝑦, 𝑧, 0) =
!$##$
%,

𝑢)!;;;;(𝑦, 𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑦, 𝑧 < ∞
         (21)  

Подставим (21) в (15), 𝑢)(𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢);;;(𝑦, 𝑧, 𝑡) + 𝑢-(𝑦, 𝑧, 𝑡), получим 

@
𝑢)!! = 𝑡'𝑦%𝑧 + 𝑢)## + 𝑢)$$ ⇔ 𝑡'𝑦%𝑧 + 𝑢-!! = 𝑡'𝑦%𝑧 + !$$

&,
+ 𝑢-## + 𝑢-$$ ⇔ 𝑢-!! =

!$$
&,
+ 𝑢-$$

𝑢)(𝑦, 𝑧, 0) = 0 ⇔ 𝑢-(𝑦, 𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑦, 𝑧 < ∞
𝑢)!(𝑦, 𝑧, 0) = 0 ⇔ 𝑢-!(𝑦, 𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑦, 𝑧 < ∞

   (22)  

Из последней системы уравнений (22) видно, что функция 𝑢-(𝑦, 𝑧, 𝑡) = 	𝑢-(𝑧, 𝑡)  
6.3. Решаем задачу для функции 𝑢-;;;(𝑧, 𝑡), 𝑢-(𝑧, 𝑡) = 𝑢-;;;(𝑧, 𝑡) + 𝑢((𝑧, 𝑡) с вектором компенсации !

$$
&,

  

6.4.     

⎩
⎨

⎧ 𝑢-!!;;;;; = !$$
&,
, −∞ < 𝑧 < ∞, 𝑡 > 0

𝑢-;;;(𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑧 < ∞⇔ 𝑢-;;;(𝑧, 𝑡) =
!%$
*%,

𝑢-!;;;;(𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑧 < ∞

     (22.1)  

7.3.Система уравнений (23) имеет единственное решение с нулевым вектором компенсации. Для функции 
𝑢((𝑧, 𝑡) получим уравнения 

7.4.     @
𝑢-!! =

!$$
&,
+ 𝑢(!! =

!$$
&,
+ 𝑢-$$ =

!$$
&,
+ 𝑢($$ ⇔ 𝑢(!! = 𝑢($$

𝑢-(𝑧, 0) = 0 ⇔ 𝑢((𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑧 < ∞
𝑢-!(𝑧, 0) = 0 ⇔ 𝑢(!(𝑧, 0) = 0, 	 − ∞ < 𝑧 < ∞

      (23)  

𝑢((𝑧, 𝑡) ≡ 0 c нулевым вектором компенсации. Решение задачи(15) имеет вид 
𝑢)(𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢);;;(𝑦, 𝑧, 𝑡) + 𝑢-(𝑦, 𝑧, 𝑡) =

!$##$
%,

+ 𝑢-;;;(𝑧, 𝑡) + 𝑢((𝑧, 𝑡) =
!$##$
%,

+ !%$
*%,

    (24)  
В силу редукции линейной задачи (13) решение задачи (10) имеет вид 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢&;;;(𝑦, 𝑧, 𝑡) + 𝑢%(𝑦, 𝑧, 𝑡) =
𝑡'𝑦%𝑧'

6 + 𝑢'(𝑧, 𝑡) + 𝑢)(𝑦, 𝑧, 𝑡) =
𝑡'𝑦%𝑧'

6 +
𝑡+𝑧'

60 +
𝑡-𝑧
420 +

𝑡+𝑦%𝑧
20 +

𝑡-𝑧
420 = 

= !"##$"

)
+ !$$"

),
+ !$##$

%,
+ !%$

%&,
.       (25)  

Сделаем проверку ответа(25) 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 𝑢!(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0. Далее проверим первое уравнение (10)	
𝑢!! = 𝑢"" + 𝑢## + 𝑢$$ + 𝑡𝑦%𝑧' ⇔ 𝑡𝑦%𝑧' + !"$"

'
+ 𝑡'𝑦%𝑧 + !$$

+
= !"$"

'
+ !$$

&,
+ 𝑡'𝑦%𝑧 + !$$

&,
+ 𝑡𝑦%𝑧' = 𝑡𝑦%𝑧' + !"$"

'
+ 𝑡'𝑦%𝑧 + !$$

+
. 

Проверка завершена. Ответ (25) для задачи математической физики (10) точный, с конечным числом слагае-
мых.  
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