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Введение 

 

Задачи в курсе Уравнения математической физики можно разделить на 

группы по методам их решения. Так известны методы функций Грина, метод 

интегрального преобразования Фурье, метод интегрального преобразования 

Лапласа, метод подбора частных решений, метод бегущих волн, метод 

интегрального преобразования Ханкеля[1]. Данное учебное пособие 

рассматривает новый метод, который авторы назвали методом 

последовательных функциональных компенсаций. Метод применим для 

линейных и квазилинейных уравнений в частных производных. В задачах с 

неоднородными краевыми и начальными условиями необходимо 

произвольную функцию, которая им удовлетворяет, но не обязательно 

превращает основное уравнение в тождество (является решением основного 

уравнения).  Данная функция, выполняющая начальное условие и краевые 

условия задачи является первым слагаемым в ответе. Каждое из 

последующих слагаемых в функции ответа по отдельности удовлетворяет 

однородным начальным и краевым условиям задачи. В левую часть 

уравнения в частных производных записывается старшая производная, 

относительно которой уравнение  линейно (квазилинейно) по одной 

переменных, например, относительно по t, все остальные слагаемые в правую 

часть уравнения. Свободные слагаемые в правой части, как правило, 

полиномиального вида от свободных переменных, не зависящие от 

неизвестной функции, мы назвали вектором компенсации. Очередное 

неизвестное-функция ответа с некоторым индексом разбивается на две части 

– на штрихованную с прежним индексом и функцию с индексом больше на 

единицу. Оба слагаемых являются однородными по начальным и краевым 

условиям. Штрихованная функция легко находится простым 

интегрированием по переменной t необходимое число раз ,например, дважды 

для волнового уравнения. Переменные вектора компенсации определяют 

переменные, от которой зависит вторая функция суммы с большим 

индексом. С увеличением числа итераций алгоритма функции со старшими 

индексами уменьшают  число своих независимых аргументов. На каждой 

итерации алгоритма уточняется (упрощается) также уравнение в частных 

производных. Алгоритм завершается на итерации когда очередное слагаемое 

в функции ответа равно тождественно нулю. Для иллюстрации метода 

решены два примера с проверкой условий задачи для функций ответа.  

 

 

Авторы: Волосова Н.К., Волосов К.А., Волосова А.К.,  

Пастухов Д.Ф., Пастухов Ю.Ф. 
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УДК 519.6: 517.958 

МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ 

КОМПЕНСАЦИЙ В ЗАДАЧАХ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

Н.К. Волосова (аспирант Московского государственного технического 

университета МГТУ им. Н.Э. Баумана); 

К.А. Волосов, профессор, д.ф. - м.н., А.К.  Волосова, к.ф.- м.н.  (МИИТ) г. 

Москва; 

к. ф.-м. н., доц. Д.Ф. Пастухов, к. ф.-м. н., доц. Ю.Ф. Пастухов 

(Полоцкий государственный университет) 

Аннотация: В работе предложен метод последовательных 

функциональных компенсаций для точных решений задач математической 

физики. Для использования алгоритма все уравнения и условия линейны или 

квазилинейны по одной из переменной. Первое слагаемое неизвестной в 

задаче функции удовлетворяет неоднородным начальным и краевым 

условиям. Остальные слагаемые решения однородны по начальным и 

краевым условиям задачи. На каждом этапе алгоритма выбирается вектор 

компенсации для интегрирования простейшей задачи по линейной 

переменной. Вектор компенсации определяет переменные, содержащиеся в 

следующем слагаемом в функции ответа. Найденное слагаемое 

подставляется в предыдущее уравнение, находится новый вектор 

компенсации, функционально уточняется новое слагаемое и следующее 

уравнение в частных производных и т.д. В алгоритме правая часть 

уравнения, начальные и краевые условия имеют полиномиальный вид. 

Итерации  завершаются, если последняя функция тождественно равна 

нулю. Решены два примера данным алгоритмом. 

Ключевые слова: численные методы, уравнения в частных производных, 

дифференциальные уравнения с частными производными, гидродинамика  

THE METHOD OF SUCCESSIVE FUNCTIONAL COMPENSATION IN 

PROBLEM OF MATHEMATICAL PHYSICS 

N.K. Volosova, K.A. Volosov, A.K. Volosova, D.F. Pastuhov, YU.F. Pastuhov 

Описание алгоритма. Пусть уравнения в частных производных 

являются линейными или квазилинейными относительно старшей 

производной от неизвестной функции ),,,( tzyxu  по одной переменной, 

например, по t [18],[19],[20],[15]. Отметим также, что начальные и краевые 

условия задач математической физики, как правило, записаны в линейном 

виде[1]. Во многих задачах правые части в уравнениях, в краевых и 

начальных условиях по переменным можно разложить ряд Тейлора с общим 

центром. Такие функции после локального разложения содержат слагаемые 

степенного вида, то есть представляют полиномы нескольких переменных. В 

работе предложен алгоритм функциональных итерационных компенсаций 

для решения подобных задач. Ранее в работах 

[1],[8],[9],[10],[11],[12],[26],[27],[28] для тестирования программ получены 

точные решения задач математической физики. Сегодня точные решения 
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востребованы  в сложных численных алгоритмах, например, в 

гидродинамике [2],[3],[4],[5],[6],[7],[13],[14],[23],[24],[25],[29],[30]. 

Рассмотрим первый пример – задачу  Коши [стр.166,1]-пример 5: 
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1.1. Выберем первую функцию ),,,(1 tzyxu , которая удовлетворяет начальным 

условиям задачи (1) 2

1

2

1 )0,,,(,)0,,,( zzyxuyzyxu t  . Тогда  
22

1 ),,,( tzytzyxu                                                                                                    (2) 

1.2. Обозначим .0)0,,,(,0)0,,,(),,,(),,,(),,,( 2212  xyxuzyxutzyxutzyxutzyxu t

Подставим функцию ),,,(),,,(),,,( 21 tzyxutzyxutzyxu   в первое уравнение 

системы (1) 
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2 881616             (3) 

1.3. В алгоритме  наступил момент функциональной коррекции. 

Последнее уравнение(3) представляет уравнение с разделенными 

переменными. Оно возможно, тогда и только тогда, когда  обе части 

уравнения (3) равны одной и той же константе. Не ограничивая общности,  

будем считать константу равной нулю. Отсюда же заключаем, что 

неизвестная функция ),(),,,( 22 txutzyxu  может зависеть только от двух 

переменных. Тогда имеем 

0,081616),,(),,,( 222

22

222  zzyyxxtt uuuxttutxutzyxu . 

1.4. В алгоритме выполняем шаг итерационных компенсаций. Для уравнения 

xxtt uxttu 2

22

2 81616                                                                                            (4)                                                     
решаем вспомогательное уравнение, выполнив замену переменных

),(),(),( 322 txutxutxu  , для новой переменной ),(2 txu  потребуем 
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Дважды интегрируем по переменной t задачу(5). Вектор правой части
221616 xtt   назовем вектором компенсации. Имеем 
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Тогда подставим в задачу (4) выражение
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tttxutxutxu   для определения условий к 

функции ),(3 txu : 
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2.3.Переходим к шагу алгоритма 2.3(функциональной коррекции)   

          ),(),(),( 433 txutxutxu   

Где вектор компенсаций 4

3

4
t зависит только от времени t.  Тогда новая 

функция )(),( 44 tutxu  определяется только переменной нового вектора 

компенсаций t. 

2.4.  
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Из задачи Коши (7) получим 
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Подставим решение (8) в функцию последней замены и в уравнение(6)
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Дополним последнюю функцию )(4 tu начальными условиями 
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В итоге имеем  ),(),(),,,(),(),,,(),,,( 32121 txutxutzyxutxutzyxutzyxu
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Выполним проверку ответа (10) к задаче (1) 22 )0,,,(,)0,,,( zzyxuyzyxu t  , 

также
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 . 

Алгоритм метода компенсаций завершается на шаге, когда последняя 

функция в замене переменных, в данном примере 0)(4 tu , тождественно 

равна нулю. 

Для большей наглядности действия функциональной коррекции 

алгоритма рассмотрим пример 2 (задачу Коши). 
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Так как краевые условия отсутствуют, а начальные условия однородные 

переходим к пункту алгоритма 

1.3. Вектор компенсации 32zty  зависит от трех переменных t,y,z. От этих же 

переменных будет зависеть  первое и остальные слагаемые нашей 

неизвестной функции ),,(),,(),,,( 21 tzyutzyutzyxu  , где функция ),,(1 tzyu

удовлетворяет элементарной задаче (12) 

1.4.
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Решение(12) имеет вид
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Подставим (13) в (11), ),,(),,(),,( 21 tzyutzyutzyu  , получим 
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2.3. Вектор компенсации zyt
zt 23

33

3
  зависит от трех переменных t,y,z. 

Упростим дальнейшее решение задачи, используя линейность исходной 

задачи(14). Рассмотрим параллельно 2 задачи ),,(),(),,( 632 tzyutzutzyu  , где 

2.4.
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с вектором компенсации
3

33zt
. В результате чего функция ),(3 tzu  зависит от 

двух переменных z,t, а в задаче(16)  
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Вектор компенсации равен zyt 23 . Решаем задачу(15), ),(),(),( 433 tzutzutzu 
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Подставим решение (17) в задачу (15), ),(),(),( 433 tzutzutzu  , получим




















zzu

zzu

u
zt

uu
ztzt

u
zt

tzutzuu

t

zzttzztttttttt

,0)0,(

,0)0,(

101033
),(),(

4

4

4

5

44

533

4

33

433

                      (18) 

3.3. Вектор компенсации
10

5zt
 в задаче(18) зависит от двух переменных t, z. 

Введем новую переменную ),(),(),( 544 tzutzutzu  , где 
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После подстановки(19)  в (18)  с учетом    ),(),(),( 544 tzutzutzu  получим         
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4.3. Для нулевого вектора компенсации решаем задачу ),(),( 55 tzutzu   
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(21) Тогда запишем решение задачи(14) 
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5.3. Решаем задачу(16) с вектором компенсации zyt 23                                       
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Подставим (21) в (15), ),,(),,(),,( 766 tzyutzyutzyu  , получим 
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Из последней системы уравнений(23) видно, что функция ),(),,( 77 tzutzyu    
6.3. Решаем задачу для функции ),(7 tzu , ),(),(),( 877 tzutzutzu   с вектором 

компенсации
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7.3.Система уравнений (24) имеет единственное решение с нулевым 

вектором компенсации. Для функции ),(8 tzu  получим уравнения 

7.4.
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0),(8 tzu  c нулевым вектором компенсации. Решение задачи(16) имеет вид 
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В силу редукции линейной задачи(14) решение задачи(11) имеет вид 
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 .                                                                                  (27) 

Сделаем проверку ответа(27) 0)0,,,()0,,,(  zyxuzyxu t . Далее проверим 

первое уравнение(11)

 32
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53

5
23

33
32 zt

zyt
zt

zty  . Проверка завершена. Ответ (27) для задачи 

математической физики (11) точный, с конечным числом слагаемых. 
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