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Для заданного n G N через Mn обозначим класс линейных дифференциальных 
систем

x = A(t)x, x G Rn, t G R+ = [0, +то), (1)
с кусочно-непрерывными коэффициентами, через Mn - его подкласс, состоящий из 
систем, коэффициенты которых ограничены на полуоси, а через х(у £) - решение 
системы (1) с начальным вектором x(0; £) = £ G Rn. Обозначим через R := R|_| 
|_|{ — то, +-то} расширенную числовую прямую с естественным порядком и порядко
вой топологией.

Нижним показателем Перрона ненулевого решения x(-) системы (1) называет
ся [1] величина

п[х(ф = lim 'in ||x(i)^’ (2)
t^+^ t

а функция начального вектора nA: Rn \ {0} R, определяемая равенством nA(£) = 
= n[x(-; £)]’ - показателем, Перрона системы (1). Нижние показатели Перрона пред
ставляют собой один из многочисленных примеров асимптотических характеристик - 
функционалов, определённых на решениях дифференциальных систем и отражающих 
те или иные качественные или асимптотические их свойства. Важнейший из них - ха
рактеристический показатель Ляпунова (его определение получается заменой в (2) 
нижнего предела верхним). Приведём некоторые известные свойства показателя Пер
рона, показывающие его принципиальные отличия от показателя Ляпунова.

А.М. Ляпуновым установлено, что число различных показателей Ляпунова си
стемы из Mn не превосходит её размерности n. О. Перрон обнаружил [1], что для 
нижних показателей это утверждение неверно. Для диагональных систем из Mn ко
личество различных значений показателя Перрона не превосходит 2n — 1 [2] и может 
быть любым таким натуральным числом [3].

У недиагональных систем множество значений показателей Перрона может быть 
устроено гораздо сложнее: в работе [4] построена система, нижние показатели ре
шений которой заполняют целый отрезок, а в работе [5] доказано, что множество S 
является множеством значений показателей Перрона некоторой системы A G Mn то
гда и только тогда, когда S - ограниченное суслинское множество, содержащее свою 
точную верхнюю грань.

Несмотря на указанные отличия в строении множеств характеристических и ниж
них показателей систем (1) множества Лебега сужений этих показателей на аффинные 
подпространства имеют определённое сходство. Так, Н. А. Изобовым установлено [2, 
6], что для системы A G Mn и произвольного аффинного подпространства Пк раз
мерности к (1 < к < n) в Rn множество

P(пк) = {< G nk \{0} : п(0 < suP n(z)}
Zenk\{0}
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имеет нулевую k-мерную меру Лебега, т.е.

mes P (Пк) — 0. (3)

Другими словами, множество показателей Перрона решений с начальными векторами 
из аффинной плоскости Пк содержит свой супремум, и для почти всех по мере Лебега 
начальных векторов из Пк решения, из них выходящие, имеют показатель Перрона, 
равный этому супремуму.

Для одномерных аффинных подпространств приведённое свойство может быть 
усилено [7]: для любой аффинной прямой П1 множество P(П1) является множеством 
нулевой lnv|ln(-)| -меры Хаусдорфа при всяком v < —1.

Легко показывается [8], что множество P(П1) является G^-множеством, а функ
ция па - функцией второго класса Бэра. Эти утверждения и приведённое выше утвер
ждение из [7] неулучшаемы [8]: для любого n 2 существует такая система A Е Mn, 
что для некоторой прямой П1 множество P(П1) —точное G^CT-множество бесконеч
ной 1п-1|1п(ф-меры Хаусдорфа, а функция па - функция точного второго класса 
Бэра.

А.Г. Гаргянц [9] обнаружил, что для систем из Mn\Mn при n 2 свойство (3), во
обще говоря, не имеет места. Он также установил [10], что свойство (3) имеет место для 
всех систем A Е Mn, коэффициенты которых растут медленнее любой экспоненты:

lim t-1 ln ||A(t)|| < 0.t^+E

Ставится задача теоретико-множественного описания для каждого натурального 
n класса функций Pn — {пА : A Е Mn}.

В [11] доказано, что для любого n 2 класс Pn содержит все непрерывные функ
ции f: Rn \ {0} R, удовлетворяющие условию

f(c<) — f(е), е е Rn \{0}, c е r1 \{0}. (4)

Этот результат перенесён в [12] на полунепрерывные сверху функции.
Полное описание класса Pn для любо го n 2 даёт следующая
Теорема. Функция f: Rn \ {0} R принадлежит классу Pn при n 2, если и 

только если она удовлетворяет условию (4) и для любого r Е R прообраз fх, г]) 
является G& -множеством. Класс Р1 состоит из всех постоянных функций 
R1 \ {0} R.
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О МНОЖЕСТВАХ КИНЕМАТИЧЕСКОГО И ОБОБЩЁННО 
КИНЕМАТИЧЕСКОГО ПОДОБИЯ МАТРИЧНОЗНАЧНЫХ 

ФУНКЦИЙ С ВЕЩЕСТВЕННЫМ ПАРАМЕТРОМ-МНОЖИТЕЛЕМ

Е.Б. Бекряева, Н.С. Нипарко

Для заданного n G N через Mn обозначим класе n -мерных линейных однородных 
дифференциальных систем

x = A(t)x, x G Rn, t G R+ = [0, +то), (1)

матрицы коэффициентов A(-): R+ Rnxn которых кусочно-непрерывны на времен
ной полуоси R+, а через Mn - его подкласс, состоящий из систем с ограниченными на 
полуоси коэффициентами, т. е. таких, для которых sup{||A(t)|| : t G R+} < +то. Через 
CMn ж CMn обозначаются подклассы классов Mn и Mn соответственно, матрицы 
коэффициентов которых непрерывны. Будем отождествлять систему (1) неё матрицу 
коэффициентов и вследствие этого писать, например, A G Mn или A G CMn.

Сделав в системе (1) линейную замену переменных x = L(t)y с невырожденной 
при всех t G R+ и кусочно-дифференцируемой матрицей L(-): R+ Rnxn, придём 
к линейной однородной дифференциальной системе

y = B(t)У, У G R” t G (2)

с матрицей B(•), задаваемой равенством

B(t) = L-1(t)A(t)L(t) — L-1(t)L(t) (3)

(равенство (3) понимается выполненным всюду на R+, кроме тех значений t, в кото
рых производная L(t) не существует). Кусочно-непрерывные матричнозначные функ
ции A0 и B0, связанные соотношением (3), называют кинематически подобными 
относительно матрицы L0, а систему (1) приводимой к системе (2) преобразова
нием x = L(t)y.

Если L0 - матрица Ляпунова, т.е. матрица, для которой

sup ||L(t)|| < +то, sup ||L-1(t)|| < +то, sup ||L(t)|| < +то,
tCR+ tCR+ tCR+ 


