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2) для каждого ненулевого решения x системы, (!) существует такой м,ом,ент 
t0 G R+, что

|x(to)| > 1.
Таким образом, все решения описанной системы при t + ж стремятся по норме 

к нулю, но при этом фазовая кривая каждого ненулевого решения хотя бы однажды 
покидает 1-окрестность начала координат.

Заметим, что полученный результат не распространяется на автономные системы, 
для которых свойства глобальной неустойчивости сразу всех перечисленных типов (и 
перроновского, и верхнепредельного, и ляпуновского), согласно теореме 5 из рабо
ты [6], неразличимы.

Работа выполнена при поддержке Фонда развития теоретической физики и мате
матики «БАЗИС» (проект 21-8-2-4-1).
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ТОЧНЫЙ БОРОВСКИЙ КЛАСС 
АСИМПТОТИЧЕСКОЙ ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ЭНТРОПИИ 

НЕАВТОНОМНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ, 
НЕПРЕРЫВНО ЗАВИСЯЩИХ ОТ ПАРАМЕТРА

А.Н. Ветохин

Пусть (X, d) - компактное метрическое пространство, a F = (f1’f2,...) - 
последовательность непрерывных отображений из X в Для каждого натурально
го n обозначим через ^подпоследовательность (fn, fn+1, • • •) последовательн ости F^ 
Наряду с исходной метрикой d, определим на X дополнительную систему метрик 

dFn(x,y) = max d(f^i(x),f^i(y))’ fOi = fn+(i-1) ◦•••◦ fn+o◦ idx’ x,y G X’ k,n G N 0^i<k

Для всяких k,n G N и e > 0 обозначим через Nd(Fn,e,k) максимальное число то
чек в X’ попарные dF -расстояния между которыми больше, чем £ Тогда тополо
гическая энтропия, верхняя асимптотическая топологическая энтропия и нижняя 
асимптотическая топологическая энтропия неавтономной динамической системы F 
определяют формулами [1]

htop(F) = lim lim 1 lnNd(F1,£,k), (1)
0 k^+те k
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_* __  1
htop(F) = suplim lim -lnNd(F„,s,k), 

neN £^0 k^+<x k

htop(F) = suplim lim 1 lnNd(F„,s,k).
neN £^0 k^+<x k

(2)

(3)

Отметим, что величины (1) и (2) не зависят от выбора метрики, порождающей на X 
данную топологию, поэтому формулы (1) и (2) корректны.

По метрическому пространству M и семейству последовательностей непрерывных 
отображений

F(^, •) = (Ш Ш •),...), Ц E M, fi : M х X X, i E N, (4)

образуем функции
Ц htop(F(^ •)), (5)

Ц -В, (6)

Ц htop(F(X •)). (7)
Для произвольных M, X и семейства стационарных последовательностей (4) функ

ция (5) принадлежит второму классу Бэра [2], а если M, X - множества Кантора на 
отрезке [0,1], то для некоторого семейства стационарных последовательностей (4) 
функция (5) всюду разрывна и не принадлежит первому классу Бэра [3].

Для произвольных M, X и любого семейства (4) функция (5) принадлежит тре
тьему классу Бэра [4], а если X - отрезок прям ой и M - множество иррациональных 
чисел на отрезке [0,1], то для некоторого семейства (4) функция (5) всюду разрывна 
и не принадлежит второму классу Бэра [5]. Аналогичные результаты верны и для 
функции (6).

Теорема 1. Для любых M, X и семейства (Д) функция, (5) принадлежит тре
тьему классу Бэра на M.

Теорема 2. Если X - канторово совершенное множество, a M - множество 
иррациональных чисел, на отрезке [0,1] со стандартной метрикой, то для некото
рого семейства (Д) функция (6) всюду разрывна и не принадлежит второму классу 
Бэра на M.

Для функции (7) справедлива
Теорема 3. Для любых M, X и семейства (Д) функция (7) принадлежит вто

рому классу Бэра на M, причём, множество точек её полунепрерывности сверху 
имеет тип G& (в случае полноты пространства, M - ещё и всюду плотно в нём,).

Из результата работы [3] получаем
Теорема 4. Если Mu X - канторовы, совершенные множеств а, на, отрезке [0,1] 

со стандартной метрикой, то для некоторого семейства (Д) функция, (7) всюду раз
рывна и не принадлежит первом,у классу Бэра на, M.
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О ПОГЛОЩАЕМОСТИ РЕШЕНИЙ 
СТАЦИОНАРНЫХ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ С ПРОИЗВОДНОЙ ХУКУХАРЫ
А.С. Войделевич

Согласно определению, решения обыкновенных дифференциальных уравнений с 
производной Хукухары [1; 2, с. 14] при каждом значении независимой переменной яв
ляются компактными выпуклыми множествами. Поэтому исследование свойств реше
ний таких уравнений включает в себя изучение изменения и асимптотического поведе
ния как функций независимой переменной геометрических характеристик множеств, 
являющихся значениями решений. Так, например, в работе [3] вычислены показатели 
Ляпунова радиусов вписанных и описанных сфер решений линейных стационарных 
дифференциальных уравнений с производной Хукухары, а в работе [4] дано полное 
описание линейных стационарных дифференциальных уравнений с производной Ху
кухары, сохраняющих многогранники, т.е. таких уравнений, что любое их решение, 
которое при начальном значении независимой переменной является многогранником, 
остаётся многогранником и для всех последующих значений. Наконец, в работе [5] 
получено полное описание линейных дифференциальных уравнений с производной 
Хукухары, сохраняющих свойство решений быть множествами постоянной ширины, 
т.е. таких уравнений, что любое их решение, которое при начальном значении неза
висимой переменной является множеством постоянной ширины, остаётся множеством 
постоянной ширины и для всех последующих значений.

Изучению характеристик решений линейных дифференциальных уравнений с про
изводной Хукухары посвящён и настоящий доклад, но, прежде чем сформулировать 
полученный результат, приведём ряд необходимых определений.

Определение 1. Суммой Минковского Z = X + Y двух множеств X, Y С R 
называется множество Z =f (x + y: x E X, y E Y}.

Определение 2. [1] Множество Z С Rd такое, что X = Y + Z, где X, Y С Rd, 
называется разностью Хукухары множеств X, Y и обозначается как Z = X — Y.

Через B '= (x E Rd: ||x^ < 1} обозначим замкнутый шар единичного радиу
са с центром в начале координат. Через Q(Rd) обозначим семейство всех непустых 
ограниченных подмножеств пространства R.

Определение 3. Расстоянием, Хаусдорфа, h(-, •) на множестве Q(Rd) называется 
величина h(X, Y) d=f inf {r > 0 : X С Y + rB, Y С X + rB}, X, Y E Q(Rd).

Совокупность всех непустых выпуклых компактных подмножеств пространства 
Rd обозначим через Kc(Rd). Согласно теореме Хана пара (Kc(Rd),h) - полное мет
рическое пространство. Через I С R обозначим какой-либо интервал, вообще говоря 
неограниченный.

Определение 4. [1] Отображение X: I Kc(R) называется дифференцируем,ым
по Хукухаре в точке t0 E I, если пределы

.. X (to + At) — X (to) X (to) — X (to — At)lim ----------- ------------- , lim ------------ --------------X/ ■ At X/ ■ At 


