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на отрицательные у решений возмущённой системы (4) являлась бы эффектом, про
тивоположным известному эффекту Перрона [1-5].

Положительному решению первой задачи и посвящено настоящее сообщение.

Теорема. Для любых параметров А2 > А1 > 0, О > 1 и а G (0, А1 + О 1А2) 

x = A(t)x, x G Rn, t g R+ = [0, +ж)

существуют:
1) двумерная система (1) с ограниченными бесконечно дифференцируемыми ко

эффициентами и характеристическими показателями АДА) = Ai, i = 1, 2;
2) бесконечно дифференцируемое экспоненциально убывающее возмущение (3) 

Q (t) такое, что возмущённая линейная система (2) имеет решение y(t) с отрица-

С помощью этой теоремы и её доказательства устанавливается справедливость ана
логичного утверждения в n-мерном случае: для любых параметров

тельным, показателем
а0 — А1 — А2 

Ао = 0- 1

An ... А1 > 0, О > 1, а G (0, А1, +0 ^2)

существуют линейная система (1) с показателями АДА) = Ai, i = 1,n, эскпоненци- 
ально убывающее возмущение (3) такие, что возмущённая система (2) имеет n — 1 
линейно независимых решений yi(t) с показателями

а0 — 0А1 — А;+1 .  ---------
АШ =------ 0 (------- < О, i = 1 n — Т
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ТОЧНЫЙ БОРЕЛЕВСКИЙ КЛАСС
МНОЖЕСТВА ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 

ЛИНЕЙНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

А.Ф. Касабуцкий

Для натурального n 2 через Mn обозначим класе n-мерных линейных диффе
ренциальных систем

(1)
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матрицы коэффициентов A0: R+ Rnxn которых кусочно-непрерывны на времен
ной полуоси R+ и ограничены. Будем отождествлять систему (1) и её матрицу коэф
фициентов и вследствие этого писать A G Mn.

Наряду с системой (1) рассмотрим порождённое ею однопараметрическое семей
ство линейных дифференциальных систем

x = ^A(t)x, x G Rn, t G R+, (2)

co скалярным параметром-множителем ц G R.
В работе [1] дано следующее
Определение. Для системы A G Mn и числа А < 0 множество SeA(А) всех тех 

значений параметра ц G R, при которых старший показатель Ляпунова системы (2) 
меньше А, называется множеством А-экспоненциальной устойчивости системы A.

Очевидно, что 5ед(А1) С SeA(А2), если А1 < А2 < 0.
Чтобы сформулировать известные свойства множества SeA(А), введём нижнее 

1(A) и верхнее u(A) средние значения [2, с. 534] следа матрицы AQ, т.е. величины

1(A) = lim iA (t) и u(A) = lim iA(t), 
t^+ю t^+^

где
t 

iA(t) d=f t-1 У Sp A(t)dr, t > 0.

о
В работе [1] доказана
Теорема 1. Для системы A G Mn при любом, А < 0 его множество А-экспо- 

ненциальной устойчивости S6а(А) является F^-множеством.
При этом SeA^) = 0, если 1(A) • u(A) < 0, a, SeA^) С (пА • u-1(A), +то) при 

u(A) < 0 и SeA^) С (х, пА • 1-1(A)} при 1(A) > 0.
Оценки нижней при u(A) < 0 и верхней при 1(A) > 0 границ множества 

А -экспоненциальной устойчивости SeA (А), даваемые теоремой 1, являются неулуч- 
шаемыми в классе Mn, как показывает пример системы (1) с постоянной матрицей 
A(t) = diag [a,..., a], где a = 0. Тогда 1(A) = u(A) = na и для любого А < 0, как 
легко видеть, SeA^) = (Ая-1, +то), если a < 0, и SeA^) = (—то, Ая-1). если a > 0.

Что же касается борелевского типа множества SeA(А), то до настоящего времени 
был известен только заметно более слабый по сравнению с утверждением теоремы 1 
результат: множество SeA(А) может быть любым открытым множеством, дополнение 
которого до содержащей его полуоси, ограничено. Отсюда, в частности, следует суще
ствование таких систем A G Mn, для которых указанные в теореме 1 оценки границ 
множества SeA (А) не только точны, но и для которых, в отличие от приведённого 
выше примера постоянной диагональной матрицы, не обязательно выполняется ра
венство 1(A) = u(A) и множество SeA(А) является полубесконечным интервалом.

В настоящем докладе показывается, что номер бэровского класса в теореме 1 
уменьшить нельзя. Поскольку, как несложно видеть, случаи 1(A) > 0 и u(A) < 0 
сводятся один к другому заменой матрицы A0 на противоположную ей матрицу 
—A0, то теорему 2 мы формулируем только для случая u(A) < 0.

Теорема 2. Для каждого натурального п > 2, отрицательных чисел, 1 и и (1 < и) 
существует такое F& -множест,во M, не являющееся множеством нулевого боре
левского класса, что M = SeA^) для, некоторых системы A G Mn и числ,а, А < 0. 
При этом выполняются равенства, 1(A) = 1 и u(A) = и.
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Сформулированная теорема означает, в частности, что множество экспоненциаль
ной устойчивости линейной дифференциальной системы из Mn, n 2, является в 
общем случае множеством точного первого борелевского класса.
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О НЕУСТОЙЧИВОСТИ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ МИЛЛИОНЩИКОВА
С ПРОИЗВОЛЬНОЙ НЕПРЕРЫВНОЙ ЗАВИСИМОСТЬЮ 

ОТ ПАРАМЕТРА

А.В. Липницкий

Рассмотрим однопараметрическое семейство линейных дифференциальных систем

x = AM(t)x, x G R2, (Mt > 0,

с матрицами

A (t) — I dk(^)diag[1, -1]>
AM(t):=t (ц + bk )J,

2k - 2 < t < 2k - 1,
2k - 1 < t < 2k, где k G N,

и вещественным параметром ц; условия, которым удовлетвори ют числа bk G R и 
функции dk(•): R R, будут указаны ниже.

В работе [1] доказано, что старший показатель Ляпунова системы (1М), рассматри
ваемый как функция параметра ц, положителен на множестве положительной меры 
Лебега в случае, когда dk(•) не зависят от ц и выполнено условие dk(ц) = dk d > 0 , 
k G N. В доказательстве этого результата существенно используются комплексные 
матрицы специального вида. В [2] приводится другой способ доказательства теоремы 
из [1], основанный на применении равенства Парсеваля для тригонометрических сумм.

Пусть an G R, n G N, - произвольные числа. Положим

dk(ц) = ^ц) > 0, &2"-i(2fe-i) := ara, k G N, ц G R. (2)

U Ы = (

Обозначим через Афц(t, s), t, s 0, матрицу Коши системы (1M). Для любого 
G R матрицу поворота на угол по часовой стрелке обозначим через

cos sin
— sin cos

Можно показать, что в случае, когда матрица Ам(^) определяется условиями (2), 
для любого k G N справедливо равенство А'д(2k+1,0) = U(ak+1 — ak)XA^(2k, 0).

Системы с коэффициентами, выбранными согласно (2), обладают рядом свойств, 
позволяющих строить однопараметрические семейства с различными асимптотиче
скими характеристиками. В частности, если последовательность {an}П=1 сходится, 
то матрица АД •) есть равномерный по t 0 предел последовательности перио
дических матриц. В.М. Миллионщиков использовал такие системы в работах [3, 4] 


