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равенство
Zk (ак ) п + Ск(вк )

и включения
Zk E C (Vk), nk ◦ ^k 1 E C (Vk),

а также неравенство

shlnnk(и) > Kk := (^2)k-1 min shed(M), и E Vk. (4k)
це[о,п]

Тогда в силу леммы 1 для любого и E П Vk справедливы оценки keN

||Xam (2n — 1, 0)|| =) Пп (> exp(2n/2-1) ■ х при n х.
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АППРОКСИМАЦИИ СИГМА-ПОКАЗАТЕЛЯ
С ОГРАНИЧЕННЫМ КОЛИЧЕСТВОМ ТОЧЕК РАЗБИЕНИЯ 

Е.К. Макаров

Рассмотрим линейную дифференциальную систему

x = A(t)x, x E Rn, t > 0, (1)

с кусочно-непрерывной и ограниченной матрицей коэффициентов A такой, что

|| A(t) || < M < ■ х для всех t > 0.

Обозначим матрицу Коши системы (1) через Xa , а ее старший показатель через 
An(A). Вместе с системой (1) рассмотрим возмущенную систему

y = A(t)y + Q(i)y, y E Rn t > 0 (2)

с кусочно-непрерывной и ограниченной матрицей возмущений Q такой, что

llQ(t)ll < nQ exp(—ai), t > 0 (3) 
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где а > 0^ Обозначим старший показатель системы (2) через ЛП(А + Q),
Пусть MCT (A) - множество всех возмущений Q, удовлетворяющих условию (3) и 

имеющих соответствующую размерность. Лю бое Q G Мст называется сигма-возму
щением, а число (A) := sup {Лп(А + Q) : Q G M-(A)} называется [1; 2, с. 214] 
старшим сигма-показателем системы (1). В [1] доказано, что сигма-показатель может 
быть вычислен с помощью следующего алгоритма:

v. (A) = Em <[’,
т^ю m

<m(a) = max(ln ||XA(m,i)|| + Д(а) — ai), <1 = 0, i G Ni<m

Известно [2, c. 216], что (A) является выпуклой монотонно убывающей функцией 
на [0, + ж[, причем (A) = ЛП(А) для всех а > a0(A), где a0(A) < 2M - некоторое 
положительное число.

Альтернативное представление для <т(а) предложено в [3]. Пусть D(m) - мно
жество всех непустых множеств d С {1, • • •, m — 1} С N Будем предполагать, что 
для каждого d G D(m) элементы d нумеруются в порядке возрастания, так что 
d1 < d2 < • • • < ds и d = {d1, d2, • • •, ds}, где s = |d| — это число элементов мно
жества d^ Пусть также ||d|| := d1 + • • • + ds для d G D(m) и ||d|| := 0 для d = 0^ 
Кроме того, для удобства мы предполагаем, что d0 = 0 и ds+1 = m для каждого 
d G D0(m) := D(m) U {0} . Заметим, что мы не включаем эти дополнительные эле
менты в множество d. При указанных предположениях определим величину S(m, d) 
равенством s

5(m,d) := J^ln |XA(di+1,di)|,
i=0

где m G N d G D(m) и s := |d|. Согласно [3] выполнено равенство

<m(a) = max (S(m,d) — a||d||),deDo(m) '
и поэтому

(A) = lim m-1 max (S(m,d) — a|d|)• (4)m ю. deDo (m)V 7
Для построения возмущений Q, обеспечивающих значения ЛДД + Q) близкие к
(A), полезно знать некоторые (или все) последовательности d(m) G D0(m), m G N, 

такие, что
(A) = lim m-1 (5(m,d(m)) — a||d(m)||)• (5)т^ю v 7

Предложение 1. [1; 2, c. 215] Если b G D0(m) удовлетворяет условию 
<m(a) = S(m,b) — a\\b\\, то дм каждого i G {1, • • •, s} выполнено неравенство

a
bi+1 — bi > ---- bi,i+1 2M

где b = {b1, • • •, bs}, s = |b|.
Основываясь на теории характеристических векторов (см. [4]) можно предполо

жить, что некоторую информацию о последовательностях d(m) в (5) можно получить, 
зная величины угловых коэффициентов опорных прямых к графику (A). Посколь
ку результатов такого рода пока нет, здесь мы рассматриваем некоторую упрощенную 
версию задачи. Для этого мы ограничим число точек разбиения di в (4) на каждом 
отрезке [0, m] некоторым числом k G N
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Пусть Dk(m) С D(m), k 6 N, - множество всех d 6 D(m) таких, что |d| < k. 
Положим также DO,(m) := Dk(m) U {0}.

Определение 1. Число

Vk(A) = lim m-1 max (S(m,d) — a||d||).m^x deD()

будем называть k -точечной аппроксимацней для Vk(A).
Предложение 2. Для каждого k 6 N справедливы следующие утверждения:
1) Vk (A) > Vk (A) > An(A) при вс ex а > 0;
2) Vkk(A) - выпуклая допотопно убывающая функция на [0, +х[ такая, что 

Vk (A) = An(A) для вс ex а > a0(A);
3) если b 6 Dk (m) удовлетворяет условию

Z(m, b) — a||b|| = max (S(m, d) — a||d||), (6)
deDk (m)

то выполнено неравенство a||b|| < 2Mm.
Для каждого а > 0 обозначим множество всех b 6 D0 (m), удовлетворяющих 

условию (6), через Bk (m). Положим

Bk (A) = lim min , Tk (A) = lim max .
m^x beB% (m) m m.^x beB£ (m) m

Множество угловых коэффициентов опорных прямых, проведенных к графику неко
торой выпуклой функции f : [0, ■ х ■ R в точках (s,f (s)), где s 6 [0, +х[, обо
значим через Ss(f).

Теорема. Множество Sk (V£(A)^ при любых а > 0 совпадает с отрезком

[Bk (A), Tk (A)].
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О ЛОКАЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ СПЕКТРА ЛЯПУНОВА 
ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ

С.Н. Попова, М.В. Федорова

Рассмотрим линейную систему с дискретным временем

x(k + 1) = A(k)x(k), k 6 Z, x 6 Rn, (1)

с вполне ограниченной [1] на Z матрицей коэффициентов AQ. Полный спектр по
казателей Ляпунова системы (1) обозначим через A(A) = (А1 (A),..., An(A)). Всюду 


