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Пусть Dk(m) С D(m), k 6 N, - множество всех d 6 D(m) таких, что |d| < k. 
Положим также DO,(m) := Dk(m) U {0}.

Определение 1. Число

Vk(A) = lim m-1 max (S(m,d) — a||d||).m^x deD()

будем называть k -точечной аппроксимацней для Vk(A).
Предложение 2. Для каждого k 6 N справедливы следующие утверждения:
1) Vk (A) > Vk (A) > An(A) при вс ex а > 0;
2) Vkk(A) - выпуклая допотопно убывающая функция на [0, +х[ такая, что 

Vk (A) = An(A) для вс ex а > a0(A);
3) если b 6 Dk (m) удовлетворяет условию

Z(m, b) — a||b|| = max (S(m, d) — a||d||), (6)
deDk (m)

то выполнено неравенство a||b|| < 2Mm.
Для каждого а > 0 обозначим множество всех b 6 D0 (m), удовлетворяющих 

условию (6), через Bk (m). Положим

Bk (A) = lim min , Tk (A) = lim max .
m^x beB% (m) m m.^x beB£ (m) m

Множество угловых коэффициентов опорных прямых, проведенных к графику неко
торой выпуклой функции f : [0, ■ х ■ R в точках (s,f (s)), где s 6 [0, +х[, обо
значим через Ss(f).

Теорема. Множество Sk (V£(A)^ при любых а > 0 совпадает с отрезком

[Bk (A), Tk (A)].
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О ЛОКАЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ СПЕКТРА ЛЯПУНОВА 
ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ

С.Н. Попова, М.В. Федорова

Рассмотрим линейную систему с дискретным временем

x(k + 1) = A(k)x(k), k 6 Z, x 6 Rn, (1)

с вполне ограниченной [1] на Z матрицей коэффициентов AQ. Полный спектр по
казателей Ляпунова системы (1) обозначим через A(A) = (А1 (A),..., An(A)). Всюду 
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считаем, что полный спектр показателей Ляпунова этой и каждой рассматриваемой 
ниже системы п-го порядка принадлежит множеству R- упорядоченных по неубы
ванию наборов п чисел. Наряду с системой (1) рассмотрим возмущенную систему

y(k + 1) = (A(k) + Q(k))y(k), k E Z, y E Rn, (2)

где матрица возмущений Q: Z Rnxn также предполагается вполне ограниченной.
Для этой системы определен полный спектр показателей Ляпунова A(A + Q) E R-. 
Систему (2) отождествим с матрицей возмущений Q(-). Множество всех возмущен
ных систем вида (2) обозначим через Q. Пусть Q, - его подмножество, отвечающее 
возмущениям Q(), для которых справедлива оценка sup ||Q(k)|| <5 с фиксирован- 

kez
ным 5 > 0 . Обозначим

A(Q,) = {A(A + Q): Q(.) E Q,}.
Кроме того, для произвольного е > 0 введем в рассмотрение множество

О£(A(A)) = {p = (щ,...,Цп) E R- : max |pj - Aj(A)|j = 1,...,n <4.

Определение 1. Полный спектр показателей Ляпунова системы (1) называется 
устойчивым, если отображение Q(-) A(A + Q) непрерывно в точке Q(k) = 0 E 
E Rnxn ? то есть для любого е > 0 найдется такое 5 > 0 , что A(Q,) С О£(A(A)).

Определение 2. Полный спектр показателей Ляпунова системы (1) называется 
открытым,, если отображение Q(-) A(A + Q) открыто в точке Q(k) = 0 E Rnxn, 
то есть для любого е > 0 найдется такое 5 > 0, что О, (A(A)) С A(QS).

Систему (1) отождествим с матрицей коэффициентов A(-). Обозначим As(k) = 
A(kI s) - сдвиг A() на s E Z и рассмотрим множество R(A) - замыкание множества 
{As(-): s E Z} в топологии поточечной сходимости на Z. Метрика в R(A) может быть 
задана равенством

p(A, A) = sup min{||A(k) — A(k)||, |k|-1}.
kez

Пространство (R(A),p) компактно [2]. Оно называется оболочкой Бебутова систе
мы A(-).

Каждую функцию A() E R(A) отождествим с линейной системой

x(k + 1) = A(k)x(k), k E Z, x E Rn.

Теорема. Если полны,й спектр показателей Ляпунова системы A(-) устойчив, 
то каждая, система A() E R(A) обладает устойчивым, и открытым, полным, спек
тром, показателей Ляпунова.
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