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где vkl(x, y) = xky1, k + l 3 , и определим подпространство

Fm = span{Fki}3<k+i<m С R[x,y].

Лемма. Система (1) допускает первый полиномиальный интеграл Пуанкаре 
степени C m тогда и только тогда, когда выполняется условие

(3)

Задача (3) о принадлежности полинома F20 + F02 подпространству Fm решается с 
помощью общего алгоритма из [3] построения базиса Ляпунова для фундированного 
функционала Ляпунова-Богданова. При этом функционал Ляпунова-Богданова Am 
задаётся соотношениями

Am(0) = —го, Am(f) = multideg f, Vf G Fm\{0}

где мультистепень полинома f определяется тем или иным мономиальным поряд
ком [4, 5].

Приводятся примеры полиномиальных интегралов, полученные с помощью пред
ложенного подхода.
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РАЗРЕШИМОСТЬ И ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧИ ВАЛЛЕ-ПУССЕНА

ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО МАТРИЧНОГО УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА 
ВТОРОГО ПОРЯДКА

А.И. Кашпар

Рассмотрим краевую задачу [1-3]

d2X . , . . . . dX dX . . ( dXA . ,Ш = C1(t)X + XC2(t) + + Л B(t) + F (. X' v) • (1)

X(0) = M, X(w) = N,X(0) = M, X(w) = N, (2)

где
(t, X) G I х Rnxn, A, B, Ci G C (I, Rnxn), F G C (D, Rnxn)

D = {(t, X, Y): t G I, ||XH <Pi, ||YH <P2},
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Y = dX/dt, I G [0,w], 0 < pi < то (i = 1, 2),
M, N —заданные вещественные матрицы. Предположим также, что функция F (t, X, Y) 
удовлетворяет относительно X, Y в области D условию Липшица (локально).

В предлагаемой работе, являющейся обобщением и развитием [1-3], на основе при
менения метода [4] получены конструктивные достаточные условия однозначной раз
решимости и алгоритм построения решения задачи (1), (2).

Введем следующие обозначения:

F (t, X, Y) = C1 (t)X + XC2(t) + F(t, X, Y),

Y = ^Ф 1|, P uv = M + Puv + L1(0,0), Quv = Quv + L2 (0,0), 

ci = max ||Ci(t)|| , h1 = max PUV(t)

Аи = max ||U(t)U-1(s)H ,O^s^T
G = {(t, X, Y) : t G I, 

p1 = 37Аи^ ^3(L1 + C1 + C2,)- 

q1 = 3 7Аи^ -Y.-j.

Z=(!Y!c )• P=(p2

где t G I, 0 < pi < pi (i = 1, 2); U(t), V(t) -

h2 = max || Q uv(t)ll

АV = max ||V(s)V-1(t)|| ,0<S<T • w 11 11
llX|l P1> llY|l P2} ,

= 2 y^U ^2(L1+ c1+ c2)>

= )7Аи^ ^2l2 ,

S ■ h 4 h2 )•
интегральные матрицы уравнений

P2

q2

•> •>

dU/dt = A(t)U (U(0) = En), dV/dt = VB(t) (V(0) = Em),

Efe - единичная матрица порядка k;
t

Puv(t) = I U(t)^-1(N — M))V(t)dr, Quv(t) = U(t)^-1(N — M))V(t);
0

Ф - линейный оператор [1-3],

Ф7СО = У U(t )Z(t)V(T )dT, Z(t) = U-1(t)Y(t)V-1(t);

0

Li = Li(p1, p2)-постоянные Липшица для F(t, X, Y) в области G; ||X||C = max ||X(t)|| - 
норма непрерывной матричной функции в конечномерной банаховой алгебре B (n), 
||-||- определенная норма матрицы в этой алгебре, например, любая из норм, при
веденных в [5, с. 21]; L1, L2 - интегральные операторы, определяемые на основе 
интегральной задачи, эквивалентной (1),

X = М + Puv (t) + L1(X, Y), Y = Quv (t) + L2(X, Y). (3)

Интегральная задача (3) в явном виде дается соотношениями
t

X(t) = М + ! U(t^-1((N — M))V(t)dT+
0
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t
+ У иыФ-1

0

Ku(t,s)F(s, X(s), Y(s))Kv(s,T)ds^ drjv(^)d^,

Y(t) = U(t) ^-1(N - M)) V(t)+

■ 1Ф ^y Ku(r,s)F(s,X(s), Y(s))Kv(s,T)ds^drjv(t).

Теорема. Пусть оператор Ф однозначно обратим и выполнены неравенства

(4)

(5)

Р1Р1 + qiP2 + hi < pi, Р2Р1 + q2P2 + h2 < P2, pi + q2 < 1.

Тогда задача (1), (2) однозначно разрешима в области G, при этом справедлива 
оценка Z < (E - P)-1H.

Замечание. В случае, когда A(t) = 0, B(t) = 0, Ci(t) = 0, имеет место след
ствие данной теоремы, из которого при p2 = 4p1/w вытекает теорема 4.1 [6, с. 497]. 
В [1] дано применение полученных результатов к стационарной задаче об определении 
распределения температуры в круговой (продольно неограниченной) цилиндрической 
оболочке (стенке).

Для построения решения задачи (1), (2) разработан алгоритм классического типа 
(см., например, [7, с. 605]), который применительно к операторной системе (3) имеет 
вид

Xk+1 = M+PUV(t)+L1(Xk, Yk), Yk+1 = QUV(t)+L2(Xk, Yk), k = 0, 1, 2, . . . , (6) 

где Xo(t), Yo (t) - произвольные матрицы класса C (I, Rnxn), принадлежащие мно
жеству G = {(X(t), Y(t)) : ||X||O < P1, ||Y||O < P2}.

Алгоритм (6) для интегральной задачи (4), (5) имеет вид

Xk+1(t) = M + PUV (t) + 

+уи(^)Ф-1^ ^у Ku(t,s)F(s, Xk (s),Yk (s))Kv (s,r)dsjdr)v(^, k = 0,1, 2,...,

Yk+1(t) = Quv(t) + U(t^-^y ^yKu(t,s)F(s,Xk(s),Yk(s))Kv(s,t)dsj drjv(t).

Изучены вопросы сходимости, скорости сходимости данного алгоритма, а также 
получены соответствующие оценки.
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ВОЗМУЩЕННАЯ ГАМИЛЬТОНОВАЯ СИСТЕМА 
С ЕДИНСТВЕННЫМ ПРЕДЕЛЬНЫМ ЦИКЛОМ

А.В. Кузьмич

Рассматривалась автономная возмущенная гамильтоновая дифференциальная
система на плоскости

dx 
dt

y2n 1 = р (x,y),

dy 
dt

n
-x2q-1 + ^2hi(x,^)yi = Q(x,y):

i=0

(1)

зависящая от действительного параметра ц G I С R, 0 G I, и натуральных пара
метров n, q. Функции hi : R х I R, i = 0, n, непрерывны по двум аргументам и 
Мя,ц) = 0.

Для определения числа и расположения предельных циклов в области Q С R2 при
менялся обобщенный метод Дюлака [1], который заключается в нахождении функции 
Дюлака-Черкаса Ф(х,у) G C'(Q) и чпслa k G R, к = 0, удовлетворяющих неравенству

дФ д Ф
Ф = кФ divX + — P + — Q > 0 (< 0),

дх ду
(х,у) g Q, X = (P,Q).

Для выделения класса систем вида (1), имеющих не более одного предельного 
цикла во всей фазовой плоскости, функция Ф применялась в виде

Ф(х,у) = —cx2q + cy2n — a 
q

a, c G R>0. (2)

В результате получен следующий результат 
Теорема. Система

dx 
dt 
dy 
dt

y2n—1,
/ n \ 21—1—x2q—1 + ц(—cx2q — a) yn

(3)

имеет функцию Дюлака-Черкаса в виде полинома (2) для всех (х,у) G R2 и при 
0 = ц G R, —, n, l G N, n - нечетное, a, c G R>0. Таким, образом,, при указан
ных условиях система (3) имеет не более одного предельного цикла, во всей фазовой 
плоскости. Причем если предельный цикл, существует, то является, устойчивым, 
(неустойчивым,) при ц < 0 (ц > 0).

Для проверки существования предельного цикла выполняется второй шаг, кото
рый заключается в построении дополнительной замкнутой трансверсальной кривой, 
окружающей замкнутую кривую, задаваемую уравнением Ф = 0. Требуемая кривая 


