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О КОМПАКТНЫХ ИНВАРИАНТНЫХ ГИПЕРПОВЕРХНОСТЯХ 
ДИСКРЕТНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

В.Ю. Тыщенко

Рассмотрим вполне разрешимую [1, с. 230] невырожденную [2] дискретную дина­
мическую систему, образованную биголоморфизмами 

G Rn, j = 1,m, (1)

где область G С Rn, n > 1. При этом будем полагать, что все отображения fjSj имеют 
общую область определения, где Sj G Z, /_' - отображение, обратное к fj, j = 1,m, 
произведения отображений обозначают суперпозиции соответствующих отображений. 
Согласно [2, 3] система (1) определяет на G сингулярное слоение размерности m.

Определение 1. Изолированную компактную инвариантную гиперповерхность 
системы (1) будем называть регулярной, если данная гиперповерхность является в 
каждой из двух определяемых ею полуокрестностей локально притягивающей или 
локально отталкивающей для каждого биголоморфизма fj, j = 1, m.

Наряду с пространством Rn будем использовать его компактификацию с исполь­
зованием пмерной сферы Sn, полученной добавлением бесконечно удаленной точки 
ж при применении многомерной стереографической проекции. При этом все вычис­
ления будем проводить в карте сферы Sn, соответствующей пространству Rn. Будем 
считать, что область G образована лакунами (линейно связными множествами, для 
каждого из которых существует гиперповерхность, гомеоморфная (n — 1)-мерной сфе­
ре Sn-1 и содержащая внутри себя это и только это множество) Г1, l = 1, r + 1. При 
этом лакуны Г1, l = 1, r, не содержат бесконечно удален ную точку ж (их будем назы­
вать внутренними), а внешняя лакуна Гг+1 содержит бесконечно удаленную точку ж.

Расмотрим гладкие на области G дифференциал ь ные (n — 1)-формы ши ш(д^), 
а также образованную на их основе дифференциальную (n — 1)-форму

n
wj (x) = w(g, (x)) — ш(х) = У^(—1)i 1aj (x)dxi, 

i=1
где x = (x1,..., xn), внешние произведения

dxi = dx1 Л ... Л dxi_1 Л dxi+1 Л ... Л dxn, i = 1, n, j G {1,..., m}. 
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Дифференциальной (n — 1)-форме Wj 11а области G поставим в биективное соответ­
ствие гладкое векторное поле aj = (aj, ..., аП). Также будем рассматривать всевоз­
можные пределы

lim / Wj , (2)
Yl-rJ

Yl
где Yl есть простая замкнутая (т.е. гомеоморфная сфере Sn-:L) кусочно-гладкая ги­
перповерхность (в дальнейшем все гиперповерхности будем полагать кусочно-глад­
кими), внутри которой расположена лакуна Д (и только она одна), l = 1,r. При 
этом будем считать, что ориентация гиперповерхностей Yl согласована с ориентацией 
внутренности.

Определение 2. Верхний (нижний) точный предел (2) будем называть верх­
ним (нижним) индексом внутренней лакуны Г1 относительно дифференциальной 
(n — Т)-формы Wj и обозначать символом indГ1 (indГ1), l = 1,r.

При этом будем использовать следующие условные обозначения:

sgn indГ1 =
+ 1 : indГ1 е (0, +х], 
0 : indOTj.Г = 0,
— 1 : indГ1 е х. 0);

sgn ind ri =
+1 : indri е (0, ■ х , 
0 : ind ri = ф
— 1 : indri е х, 0);

l = 1, r.

Имеют место следующие утверждения [4, 5].
Теорема 1. Пусть существует такая непрерывная на области G функция ц, 

что на данной области (кроме, быть может, множества n-мерной меры нуль) 
выполняется одно из двух условий:

yfj(x)) det J(fj(x)) — ц(х) > 0 или yfj(x)) det J(fj(x)) — ц(х) < 0,

ade J(fj(x)) есть матрица Якоби биголоморфизма fj, j е {1,... ,m}. Тогда на об­
ласти G система (1) может иметь не более r компактных инвариантных гипер­
поверхностей.

Теорема 2. Пусть существует такая непрерывная знакопостоянная на области 
G функция ц, что на Эанной области (кроме, быть может, множества n-мерной 
меры нуль) выполняется условие p(fj(x)) det J(fj(x)) — ц(х) = 0, j е {1,... ,m}. То­
гда на области G система (1) может, иметь не более r изолированных компактных 
регулярных инвариантных гиперповерхностей.

Теорема 3. Линейная система (1) (т. е. система, порожденная биголоморфиз­
мам и fj: x Ajx + bj , Vx е Rn, j = 1,m, где Aj е GL(n, R), bj е Rn, j = 1,mJ не
имеет изолированных компактных регулярных инвариантных гиперповерхностей.

Теорема 4. Пусть существуют такие гладкая на области G дифференциальная 
(n — 1)-форма ш и индекс j е {1,...,m}, что на данной области (кроме, быть 
может, множества n-мерной меры нуль) выполняется одно из двух условий:

div aj > 0 или div aj < 0,

где div aj - дивергенция векторного поля aj. Тогда на области G система (1) может 
иметь не более r компактных инвариантных гиперповерхностей.

Теорема 5. Пусть существуют такие гладкая на области G дифференциальная 
(n — Т)-форма ш и индекс j е {1,... ,m}, что

{sgn indГт< V sgn indГт<} = {sgn ind■Гтк V sgn ind.Гтк},
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Ti e{1,...,r}, Tk i = 1,s, k = 1,s, s С r,
и при t = Ti на данной области (кроме, быть может, множества n-мерной меры 
нуль) выполняется одна из шести серий условий:

div aj • sgn indГт > 0; div aj • sgn indrojГт > 0; div aj > 0, sgn indrojГт = 0; 
div aj > 0, sgn indrojГт = 0; div aj < 0, sgn indrojГт = 0; div aj < 0, sgn indrojГт = 0. 
Тогда на области G система (1) может иметь не более r — s компактных инва­
риантны, х гиперповерхностей.
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СИСТЕМЫ С НЕАНАЛИТИЧЕСКИМИ УСЛОВИЯМИ ЦЕНТРА

Д.Н. Чергинец

А. Пуанкаре и А.М. Ляпунов показали, что необходимым и достаточным услови­
ем центра для систем с центром по линейным членам является обращение в ноль 
бесконечного числа ляпуновских фокусных величин, которые являются многочлена­
ми с целыми коэффициентами от коэффициентов разложения в ряд Тейлора правых 
частей системы. А.П. Садовским было доказано [1], что такой же вид имеют усло­
вия центра систем с линейной частью в виде ненулевой нильпотентной жордановой 
клетки. Ю.С. Ильяшенко для систем с особой точкой, не имеющей исключительных 
направлений, доказал [2] алгебраическую неразрешимость проблемы центра и фокуса, 
то есть что условия центра уже не определяются многочленами. Н.Б. Медведева до­
казала [3], что проблема центра и фокуса аналитически разрешима в любом простей­
шем монодромном классе, то есть множество определения параметров системы можно 
разбить на простейшие монодромные классы, на каждом из которых условия центра 
определяются аналитическими функциями от параметров системы. Н.Б. Медведева 
доказала [4] аналитическую неразрешимость проблемы устойчивости по Ляпунову на 
плоскости.

Автором получена система с аналитической правой частью, для которой условие 
центра определяется функцией, не являющейся аналитической в граничной точке мно­
жества значений параметров, при которых особая точка системы является монодром- 
ной. Данное множество будем называть областью монодромности. Найдена система 
с монодромной особой точкой, для которой условие центра определяется функцией, 
неаналитической в точке, принадлежащей области монодромности. Вычислено асимп­
тотическое представление функции, определяющей условие центра, в точке, в которой 
нарушается её аналитичность.


