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3.

О МНОЖЕСТВЕ УПРАВЛЯЕМОСТИ ОДНОГО ОБЪЕКТА

М.Н. Гончарова

Рассмотрим управляемый объект, поведение которого описывается дифференци
альным уравнением второго порядка

x + w2x = u, (1)
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где w > 0 , на управление итожено ограничение u G [—£1; £2], £1 > 0, £2 > 0.
Построим множество управлемости Y(t) этого объекта в точку 0(0; 0), то есть 

множество всех точек фазового пространства, из которых можно перейти на отрезке 
времени [t; t1] в начало координат при всевозможных допустимых управлениях. Так 
как конечное множество состоит из одной точки, то сначала вычислим опорную функ
цию множества Y(t), а затем восстановим компакт Y(t) по его опорной функции.

С помощью замены x = y1, x = wy2 уравнение (1) сведем к нормальной системе 
уравнений

Г y1 = wy2, 
[ y2 = —wy1 + v,

в которой вектор управления (o; v) будет принимать значения из отрезка

V = {(v1; v2) G R2 | V1 = 0, — — С V2 С —} =
I w w

= {(V1; v2) G R2 | V1 = 0, —11 С V2 С 12}.

(2)

(3)

Экспоненциал eAt матрицы системы (2) есть матрица 

/ cos wt 
\ — sin wt

sin wt \ 
cos wt у

ВИД c(V,^) = l2---11 ф2 + 12+11 Ш-Опорная функция множества (3) имеет
Используя формулу опорной функции множества управляемости [1] и проведя вы

числения, получим
тш

c(Y(t), ф) = — j 2 — 1 (ф1 sin а + ф2 cos а) + 2 | 1|ф1 sin а + ф2 cos а|^ da,
о

где т = t1 — t - длина отрезка [t; t1]. Произвольный вектор ф = (ф1 , ф2), принад
лежащий сфере радиуса 1 с центром в начале координат, представим в полярных 
координатах

ф1 = cos в, ф2 = sin в, 0 С в С 2п. (4)
Тогда для опорной функции c(Y(£),ф) получим выражение

тш

c(Y(t), ф) = w1 У 2 — 11 sin(a + в) + 1 2 + 111 sin(a + в)|) da.
о

(5)

Вычисление интеграла (5) зависит от длины интервала tw. При выполнении нера
венств 0 С tw С п вычисление интеграла (5) распадается на четыре случая в зави
симости от значения параметра в. Получаем

12

4Y (t)+ = *

— (1 — cos tw) cos в + — sin tw sin в, 0 С в С п — tw, 
w /h + 1 2 t 12 -1 i Д -1 . . n--------- hl —| cos tw cos в sin tw sin в, 
1 w + w 1 '■
— (cos tw — 1)cos в----1 sin tw sin в, п<в С 2п
11 + 1 2 f h 12 д 1 2 . . д---------- ------- 1----cos tw cos в h-----sin tw sin в,w \w w ) w

■(
w

11 11
w w п — tw < в С п,

— tw,

2п — tw < в С 2п.
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Разобьем вектора (4) плоскости на сектора следующим образом. К сектору I от
несем векторы, для которых выполняются неравенства 0 С в С п — tw, к сектору 
II - векторы, для которых выполняются неравенства п — tw < в С п, к сектору III - 
векторы, для которых выполняются неравенства п < в С 2п — tw ик сектору IV - 
векторы, для которых выполняются неравенства 2п — tw < в С 2п.

Таким образом, в зависимости от того, в какой сектор попадает вектор ф, задан
ный формулами (3), получаем разные выражения для опорной функции. Учитывая 
формулы (3) и тот факт, что ||ф|| = 1, окончательно получаем формулу

c(Y (tW) = <

(— (1 — cos т—)ф1 + 
w
-1 + -2 ||ф||+(- +

\ww

— (cos tw — 1)ф1 — 
w

■ ||ф|| — 111 +
w \w

— sin tw | ф2, ф G I,
w J

— cos tw ) ф1 — ( — sin tw 1 ф2, 
w / yw j

( — sintw 1 ф2, ф G III,

I (I \— cos tw ) ф1 + ( — sin tw ] ф2, 
w / yw J

Ф G II,

ф G IV.

Когдавектоp ф пробегает I сектор, то получаем опорную функцию точки с коорди

натами ( — (1 — cos tw), — sin tw ), когда вектор ф пробегает II сектор, то это - опорная 
у w W /

I . -1 + -2 (-2 -1 -1 . \функция круга радиуса--------с центром в точке 1----- cos tw,-----sin tw , когда век-
w yw w w J

тор ф пробегает III сектор, то это - опорная функция точки ( — (cos tw — 1), —1 sin tw ) 
у w w )

и, наконец, когда вектор ф пробееает IV сектор, то это - окорная функция круга ра
-1 + -2 ( -1 -2 -2 . \диуса -------  с центром в точке-----------cos т—, — sin tw .

w у w w w )
В результате получаем, что искомое множество управляемости является пересечк- 

-1 + -2 (-2 -1 -1 . \нием двух кругов: круга радиуса -------  с центром в точке---- 1----cos tw,----- sin tw
w yw w w )

-1 + -2 ( -1 -2 -2 • \ p-rи круга радиуса -------  с центром в точке---------- cos т—, — sin tw . При tw = п
w у w w w j

опорная функция c(Y(£),ф) принимает постоянное значение для секторов II и IV, 
сектора I и III вырождаются. Таким образом, имеем, что при tw = п множкство 

-1 + -2 ( -1управляемости является кругом радиуса -------  с центром в точке----
w у w

Построив множество управляемости, можно провести более подробный анализ по
ведения изучаемого объекта.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования Респуб
лики Беларусь (ГПНИ "Конвергенция—2025", задание 1.2.04.4).
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