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О МЕРОМОРФНЫХ РЕШЕНИЯХ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ, 
СВЯЗАННЫХ СО ВТОРЫМ УРАВНЕНИЕМ ПЕНЛЕВЕ

Е.В. Громак

В работе рассматриваются аналитические свойства решений линейных уравнений 
второго порядка с потенциалом, зависящим от мероморфных решений второго уравне­
ния Пенлеве. Методом Фробениуса установлены достаточные условия мероморфности 
общего решения. Установлена интегрируемость в рациональных функциях линейного 
уравнения второго порядка с потенциалом, связанным с рациональными решениями 
второго уравнения Пенлеве.

Известно, что решения второго уравнения Пенлеве

w" = 2w3 + zw + а (1)

являются мероморфными фукциями |1. 2|. Одним из основных инструментов иссле­
дования аналитических свойств решений wa = w(z,o) уравнения (1) является пре­
образование Беклунда, которое позволило, в частности, доказать трансцендентность 
уравнения (1), а также разбить множество решений на три класса: 1. Рациональные 
решения; 2. Решения Эйри; 3. Трансцендентные решения, т.е. решения, не входящие 
в первые два класса [3].

Рациональные решения существуют только при а G Z. Они порождаются три­
виальным решением w = 0 при а = 0 и последовательным применением к нему 
преобразования Беклунда. При каждом а G Z рациональное решение единственно и
имеет структуру

w(z) = Q'n—1(z)
Qn—1(z)

Q'n(z)
Qn(z) ’

а = n G N,

где полиномы Яблонского-Воробьева Qn = Qn(z) определяются рекуррентным соот­
ношением [4, 5]

Qn+1Qn—1 = zQn - 4(QnQn - Ш2) Q0 1, Q1 z*

Для а = —n, n G N, рациональное решение w—n(z) = —wn(z) и w = 0 для а = 0. 
Каждое рациональное решение имеет 1+ = а(а — 1)/2 и 1— = а(а + 1)/2, а G Z+, 
полюсов с вычетом 1 и —1 соответственно.
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Решения второго класса порождаются решениями уравнений Риккати

w' = £1w‘2 + £1z/2, а = £1/2, е1 = 1 
при последовательном применении к ним преобразований Беклунда. Эти решения 
удовлетворяют уравнениям P-типа первого порядка

w' + ^2 Pj(z,w)wn-j = 0, а = m +1/2, m G Z 
j=i

и рациональным образом выражаются через функции Эйри и ее производные. Про­
извольное решение w(z) из третьего класса имеет бесконечное число полюсов как с 
вычетом 1, так и с вычетом — 1 [3].

Заметим, что решение w(z) = 0 уравнения (1) в окрестности полюса z = z0 имеет 
разложение

, . £ 1 а + £z 2 1 з 3а + £ 4 .5.
w(z) = - + — — £zot------ - t + ht I — zot + O(t ),t 6 4 72

где z — z0 = t, h - произвольная постоянная, £2 = 1.
Известно, что общее решение линейного уравнения u''+ (А^Д)+ц)и = 0, где jp(z) - 

двоякопериодическая эллиптическая функция Вейерштрасса с периодами ш, ш' и 
двукратными полюсами в точках mw+mV, m',m G Z, ц - произвольное постоянное, 
А = —n(n + 1), где n G N (уравнение Ламе), представляет собой мероморфную 
функцию [6].

В настоящей работе на множестве решений уравнения (1) рассмотрим линейное 
уравнение

u'' + (aw2 + bw + cw' + ц)и = 0, (2)
где w(z) - фиксированное решение уравнения (1), a a,b,c, ц - постоянные парамет­
ры. Нас интересуют условия на параметры, при выполнении которых общее решение 
уравнения (2) мероморфно или даже рационально. Ясно, что уравнение (2) - уравне­
ние с конечными регулярными особыми точками в полюсах w(z) и для построения 
фундаментальной системы можно использовать метод Фробениуса. При этом предпо­
лагаем, что уравнение (2) с регулярными конечными особыми точками z = zj, корни 
определяющих уравнений, т.е. показатели, относящиеся к особым точкам z = zj, це­
лые и разложения решений в окрестностях особых точек не содержат логарифмов 
ln(z — zj). Справедлива

Теорема 1. Если для уравнения (2), где w(z) - фиксированное решение уравне-
ния (1), выполняется хотя бы, одно из условий

a) a = b = c = 0; n = p = 0;
b) a = —1, b = 0, c =1; n =1, p = 0; (3)
c) a = —1, b = 0, c = —1; n = 0, p =1,

то общее решение уравнения (2) мероморфно.
Исключая тривиальный случай (За), в случаях (ЗЬ) и (Зс) имеем уравнения

и + (—w + £2 w + ц)и = 0, £2 = 1. (4)

Для того, чтобы общее решение уравнения (4) было рациональным, необходимо, 
чтобы для решения u(z) точка z = ж была полюсом или точкой голоморфности. 
Справедлива
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Теорема 2. Если в уравнении (4) у = 0 и w(z) = Q'n-1(z)/Qn-1(z)—Q'n(z)/Qn(z) - 
рациональное решение уравнения (!) при а = n Е Z+, где Qn - полиномы Яблонского- 
Воробьева, то общее решение уравнения (4) имеет вид u(z) = (C1Qn + C2Qn-2) /Qn-1 
при 2 = 1 и u(z) = (CiQn-l(z) + C2Qn+l(z)) /Qn(z) При 2 = -1.
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ОБ ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЯХ 
ВТОРОГО УРАВНЕНИЯ ИЕРАРХИИ РИККАТИ

Е.В. Кузьмина

В работе [1] была построена иерархия уравнений, порожденная уравнением Риккати 

w' (z) + yw2(z) = 0.

Это уравнения вида
DRw = 0, n =1, 2, 3,..., 

где Dr есть преобразование дифференциальных выражений, действующее по формуле 

d
Dr = — + yw, z G C, y Е R.dz

При n = 2 получаем второе уравнение из иерархии Риккати

w''(z) + y2w3(z) + 3yw(z)w' (z) = 0, (1)

которое и будет предметом исследования. 
Лемма. Решение задачи Коши для уравнения (1) с условиями w(z0) = C1,

w'(z0) = C2 является рациональной функцией и имеет следующий вид:
1) если C2 = — 1 yC2, C2 = ~yC2, то

1 1
1 hz — a z — b

w(z) = 1
Y

где (2)

= C\ J—2yC2 — Y2 C b = Ci V—2YC2 — Y2 Cl
a z0 YCi2 + C2 + Y2C12 + YC2 ,b z0 YCi2 + C2 Y2C12 + yCi ’

а знаком y/~ обозначена одна из ветвей многозначной аналитической функции;
2) если C2 = —yC2, tno

w(z) =
1 

y (z — a) ’
где

1
a = zo-----—;

yCi


