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Fi(ai ,a2,...,ak ,ц) = 0, i = 1,k, (1)
где ц — малый параметр. Назовем эти уравнения, как и их корни, определяющими. 
Формируются уравнения (1) путем интегрирования прямой и сопряженной динамиче­
ских систем, которые являются возмущенными. Применяя метод пограничных функ­
ций, можно разложить функции Fi(ai,a2,..., ak, ц), i = 1,k, по степеням малого 
параметра

Fi(ai,a2,... ,ak, ц) ~ Fo(ai,a2, ■■■ ,ak) + ^Fii(ai,a2,... ,ak) + ..., i = 1, k, 

а затем в условиях применимости теоремы о неявной функции методом неопреде­
ленных коэффициентов найти асимптотику решения системы (1). Для построения 
асимптотически субоптимальных управлений заданного порядка достаточно заменить 
неизвестные определяющие элементы ai(^), i = 1,k, их асимптотическими прибли­
жениями соответствующего порядка. Основная трудность при реализации описанной 
схемы состоит в нахождении старших коэффициентов разложения определяющих эле­
ментов, т.е. корней системы нулевого приближения

Fio(ai,a2,... ,ak) = 0, i =1,k. (2)

Оказывается, что если же исходная задача оптимального управления является син­
гулярно возмущенной, то корнями системы (2), как правило, будут определяющие 
элементы двух задач меньшей размерности. Одной из них является вырожденная за­
дача, а вторая подбирается в результате анализа системы (2), что представляет собой 
неформальный этап исследования. Описанный подход удобен для численной реали­
зации, поскольку при его применении дело сводится к разложению конечномерных 
элементов.

В докладе представлен обзор результатов, полученных для задач оптимизации син­
гулярно возмущенных систем в Минской школе по оптимальному управлению.

ПСЕВДОПРОЛОНГАЦИИ В ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

Б.С. Калитин

В работе Т. Ура [1] представлено перспективное направление развития качествен­
ной теории устойчивости движения — теория пролонгаций. В дальнейшем эта теория 
использовалась в работах Ж.П. Аусландера, П. Сейберта, А. Пэльчера, О. Хайека и 
др. (см. [2-11]). Напомним необходимые обозначения и определения [8, 10]: (X, R, п) - 
динамическая система на метрическом пространстве X с метрикой d : X х X R+; 
B(N, а) = {x G X : d(N, x) < а} для а > 0; (xn) - последовательность точек в X; 
L+(x) - множество ш- (а-)предельных точек для x G X; п : X х R X- фазовое 
отображение, n(x,t) = xt.

Определение 1. Пусть (X, R+, п) - полудинамическая система и M - замкнутое 
подмножество X. Будем говорить, что M:
-устойчивое, если

(Vs > 0)(Vx G M)(E5 = 5(x,s) > 0) : d(M, xt) ■ ' Vt > 0;
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-притягивающее (слабо притягивающее), если область притяжения A+(M) (область 
слабого притяжения A+(M)) является окрести остью M;
-асимптотически устойчивое, если оно устойчивое и притягивающее.

Определение 2. Полудинамическая система (X, R+,n) называется асимптоти­
чески компактной на множестве W, если для любой пары последовательностей 
(xn) С W и (tn) С R+ таких, что xn[0,tn] С W для всех n e N и tn +х,
последовательность (xntn) относительно компактна.

Определение 3. [9, с. 24] Пусть (X, R, п) -динамическаясистема на метрическом 
пространстве X. Пролонгацией точки x e X называется отображение D+ : X 2х, 
определяемое формулой

D+(x) = (y e X : 3(xn) С X, 3(tn) С R+ такие, что xn x и xntn у}.

Если M - замкнутое множество, то D+(M) = [J D+(m) называется пролонгацией 
mEM

множества M.
Определение 4. [11] Пусть (X,R+,n) - полудинамическая система на метриче­

ском пространстве X. Псевдопролонгацией точки x e X называется отображение 
л 1 : X 2х, определяемое формулой

а+ (x) = (у e X : 3(xn) С X, 3(tn) С R+ такие, что xn хи xntn = у Vn e N}. (1)

Если M - замкнутое множество, то а+ (M) (J a+(m) называется псевдопро-
mEM

лонгацией множества M.
Очевидно, что a+(M) С D+(M).
Теорема 1. Пусть (X, R+,n) - полудинамическая система на метрическом про­

странстве X и M С X - замкнутое множество. Тогда имеют место следующие 
утверждения:

1) M С a(M);
2) если M положительно инвариантно, то а(М) положительно инвариантно, а

множество a(M)\M инвариантно и для точек x e Muy e X\M в условии (!) 
tn I х;

3) если M связно, компактно и инвариантно, a a(M) компактно, то а(М) связно.

Определение 5. [11, с. 32] Пусть (X, R+, п) - полудинамическая система на мет­
рическом пространстве X и M С X - замкнутое инвариантное множество. Точ­
ка x е; X п;г и>1г>;к' гся слабо эллиптической точкой M, если L+(x) Q M = 0 и 
L"(x)P M = 0.

Теорема 2. Пусть (X, R, п) - динамическая система на метрическом простран­
стве X и M С X - компактное слабо притягивающее множество. Предположим, 
что (X, R,n) асимптотически компактна при t ■ х и при t х в обла­
сти слабого притяжения А+ш (M). Тогда псевдопролонгация a+(M) является наи­
меньшим компактным инвариантным асимптотически устойчивым множеством, 
содержащим M, причем,

A X (M) = A+ (а+ (M)).

Теорема 3. Пусть (X, R,n) - динамическая система на локально компактном 
метрическом пространстве X и M С X - компактное слабо притягивающее мно­
жество. Тогда, имеют место равенства, a+(M) = Еш (M) = D+ (M).
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НЕПРЕРЫВНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ОТ ПАРАМЕТРОВ И 
ОГРАНИЧЕННОСТЬ РЕШЕНИЙ СИСТЕМ С ГИСТЕРЕЗИСОМ

А.М. Камачкин, Д.К. Потапов, В.В. Евстафьева

Рассмотрим математические модели систем автоматического управления, которые 
описываются n-мерными системами обыкновенных дифференциальных уравнений 
первого порядка

Х = AX + BF (а) + Kf (t) (1)

(модель неавтономной системы) и

X = AX + BF (а) (2)

(модель автономной системы). Здесь X - вектор состояний системы, X е En, En - 
n-мерное евклидово пространство, A - постоянная ненулевая матрица размернос­
ти n х n с вещественными элементами, B и K - постоянные ненулевые векторы 
из En с вещественными элементами, F(а) - функция, описывающая нелинейность 
типа неидеального (гистерезисного) двухпозиционного реле с пороговыми значениями 
1щ l2 (l1 < l2) и значениями выхода m1, m2 (m1 < m2), а = (r,X) - скалярное 
произведение векторов Г и X, где Г - постоянный ненулевой вектор из En с ве­
щественными элементами. Функция F (а(t)) определена при непрерывном входе a(t) 
для t 0 в классе кусочно-непрерывных функций и задается в соответствии с [1] 
следующим образом: из неравенства a(t) С 11 следует равенство F(а) = m1, из нера­
венства a(t) 12 следует равенотво F(а) = m2, а из неравенств l1 < o(t) < l2
(t1 <t С t2) следует равенство F(y(tJ) = F(a(t2)). Таком об)азом, F(y(t)) прини­
мает постоянное значение на отрезке [t1, t2], если либо Ffy^)) = mi и а(£) < l2 при 
t е [t1,t2], либо Ffy^)) = m2 и а(£) > l1 при t е [t1,t2]. В приложениях функцию 


