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ТЕОРЕМА КОРРЕКТНОСТИ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ОБЩЕГО УРАВНЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ СТРУНЫ 
НА ПОЛУПРЯМОЙ ПРИ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ 

ВТОРЫХ ПРОИЗВОДНЫХ НА ГРАНИЦЕ

К.А. Спесивцева, Ф.Е. Ломовцев

Найдены решение и условия корректности смешанной задачи:

utt(x, t) + (ai -a2) Uxt(x, t) - a^u^x, t) = f (x, t), (x, t) G gG= (0, +x) x (0, +x), (1)

u(x,t)|t=o = ut(x,t)|t=0 = ^(xL x>" (2)
[Z(t)utt + <(t)uxt + ^(t)uxx + a(t)ut + e(t)ux + Y(t)u] |x=0 = ^(t), t > 0, (3)

где a1 > 0, a2 > 0, b1, b2 G R, f, ц - заданные функции. Пусть Ck(Q) - мно
жество k раз непрерывно дифференцируемых вещественных функций на подмноже
стве Q С R2. Первая четверть плоскости (G = [0, х[х[0, х[ делится критической 
характеристикой x = a11 на два множества G— = {(x, t) G СД : x > a1t, t > 0} и 
G+ = {(x,t) G Gx :x < a1t, x > 0}.

Определение 1. Функция u G Cn;Gx ), Gx = [0, ■ x )x [0, +x), называется глад
ким решением задачи (1)-(3), если она удовлетворяет (1) на С?в обычном смысле, 
а (2) и (3) - в смысле пределов от u(x, t) в точках (x, t) G С?при x x, t t для 
граничных точек (x,t).

В [1] выведена критериальность условий согласования (3) с (2) и (1) для задачи 
(1НЗ):

Yk+1
* k! (

V -m Е. Si,k + a(k-i)(0)Ai + в(k-i)(0)Bi+ 
f=t i!(k - i)! I

(k-i)(0) + ni-1e(k-i)(0) ^(i+1)(0)+ Pia(k-i)(0)+ pi-1e(k-i)(0) ^(i)(") ++ nia

+Y(k-i)(0) Di + Щ—1E(") + Pi-1^(i-1)(0) } = G(k)(0),

Si,k = Z(k-i)(0){f (o,i)(", 0) + (a2 - a1)Zi+

+ (a2 - a1 )a2[a1^(i+2)(0) + ^(i+1)(0)^ + £ ' ''( + 4 11 + ^(i+1)(")

(4)

i g [0,k], k g [0,n -1], n > 2,f(i,j) = д_д?,

где

i i— 1

Ai= Ps—1f(s— 1,i—s)(","), i > 1, Ao = "; Bi = EPs—1f(s,i—s—1)(0,0), Bo = B1 = ",
s=1 s=1

i—1

Di= Ps—1 f(s—1,i—s—1)(", "), i > 2, Do = D1 = 0;
s=1

i i
Zi= £ a2—1f(s,i—s)(", 0), i > 1, Zo = "; Si= £ a2—1f(s,i—s)(","), i > 1, So = ";

s=1 s=1
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Pj = E(-1)2j-4аП-к, nj = «Ю2 ^(-1)2j-‘a{an-‘-1

k=1 k=1

Сумма Sn—1;n—1 из (4) содержит частные производные порядка п— 1 от f G Cn 1(G^>):

(n— 1

J>2—f (s’n—s—1)

s=1

(x,0) + Z (0)f(0,n— 1)(x, 0). (5)

Определение 2. Числа Kn(0) n; (5) при f (x,t) = f0(x,t) и x = 0 называются 
критериальными значениями производных от f порядка n — 1 в (4) пр и q = пи 
целых п 2 для пределов f0(x,t) = fm(x,t) функций fm(x,t) G Cn(G^>)
по норме соответствующего банахова пространства функций f0(x,t) G Cn—2(GX), 
удовлетворяющих (7), (8) и

{ a1 — a2 d
a1 dt

_о

t
У f (a2(t — T),T)dT

— f (0,t)^ +

t
d2 7

+a2<(t)dt2 J f (a2(t — T),T)dT G Cn—2(R+). (6)
.0

Используем частные классические решения неоднородного уравнения (1) на С? 
из [2]:

Fi(x,t)

r ti (x) x+a2(t—т)

a1 + a2
L о

t x+a2(t—т)

У У f (s,t )dsdT +у У f (s,t )dsdT 

Xi(t,T) ti(x) x—ai(t—т)

, ti(x)=(—1)^t—a^y

где Xi(t,T) = 1 — (—1)i ((a2/ai) + 1) (x — a1t) — a2T, i = 1, 2. Кроме того, введем

1

обозначения

r(t) = [Z(t)utt + <(t)uxt + d(t)uxx + a(t)ut + e(t)ux + Y(t)u]|x=0 ,

L(y) =
1

a1 + a2
ax^(y) + a2^(0) + •> M(t) = r(t) [L(x + a2t) + F2(x,t)].

Теорема. Пусть в (3) коэффициенты, Z, а, в, Y G Cm—1(R+), нехаракте
ристические первые косые производные, т.е. a1a(t) = e(t), t G R+ и характери
стические вторых частных производных [2], т.е. a1Z(t) — a1C(t) + d(t) = 0, t G R+. 
Тогда задача (l)-(3) на (3имеет единственное и устойчивое по ф, у, f глад
кое решение u G C'(GX ), п > 2, для тех и только тех ф, у, f, для которых 
<7, у G Cn(R+), ф G Cn— 1(R+), f G C ■ G.),

t
/*f(x + a2(t — r),r)dr G Cn— '(G^). (7)

0
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ti(x) t
[l-(-1)i(a2/ai+1)^>f (xi(t,r),r) dr+J' f (x- ai(t- t),t) dT E Cn—i(G^), i = 1, 2, (8)

0 ti(x)

[(a2 - ai)Z (t)+ <(t)] ^(n+1)(a2t), [(a2 - ai)Z (t)+ < (t)] ^(n')(a2t) E C(R+), 

и верны, условия согласования (4) при n 2 с критериальными значениями Kn (0) 
суммы, старших производных порядка n — 1 от f E Cn—2(G^), удовлетворяющей 
требованиям, гладкости (6)-(8). Гладким, решением, u E Cn(G^) задачи (Г)-(З) на 
G\ служит функция:

/ 4 1u— (x,t) =--------
ai + a2

x+a2t t x+a2 (t—T)

aip(x+a2t)+a2p(x — ait)^^ U(s)ds+J"

x—ait 0 x—ai(t—t)
f (s,T)dsdT , (x,t) EG—,

u+(x, t) =
1

ai + a2
ayp(x + a2t) + a2<p(0) +

x+a2t
I ,Щ) ds

0

+

G(x) P Y(v)
Г a| ./ a1a(v)-e(v) dv u(p) — M (p)

+ aJ e t2(x)1 ^(p) — J) dp + F2(x,t),
J aia(p) — в(р)
о

(x,t) e G+.

Эта работа ведётся в рамках проекта НИР 1.2.02.3 ГПНИ «Конвергенция-2025».
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РЕШЕНИЕ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 

СО СМЕШАННОЙ СТАРШЕЙ ПРОИЗВОДНОЙ

В.И. Усков, А.Г. Пантелеева

Рассматривается задача:

д 2и 
dxdt

ди ди
= a— + b— + cu(x,t) + f (x,t), (1)

u(x,0) = g(x), u(0,t) = h(t) (g(0) = h(0)), (2)

где a, b, c - заданные постоянные, f,g,h- заданные достаточно гладкие функции; 
(x,t) E П = [0,Xk] х [0,tk].

Уравнениями в частных производных второго порядка описываются явления в 
квантовой экономике [1], процессы сорбции и десорбции газов, процессы сушки [2] ит.д.


